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组 合 数学 历史 悠久 , 几 千 年 前 ,我 国 的 《 河 图 》《 洛 书 》 就 已 经 涉及 一 些 简 单 有 趣 的 
组 合 问题 . 近 20 年 来 ,由 于 计算 机 科学 ` 编 码 理论 .规划 论 .数字 通讯 .试验 设计 等 学 科 
| 的 迅猛 发 展 ,提出 了 一 系列 需要 离散 数学 解决 的 理论 和 实际 问题 ,加 上 组 合 数学 的 自 
身 的 逻辑 要 求 提出 的 问题 以 及 其 他 数学 分 支 向 组 合 数学 提出 的 问题 ,促进 了 组 合 数学 
的 研究 十 分 活跃 而 富有 成 果 ,解决 问题 的 方法 和 技巧 更 富有 变化 ,使 这 一 古老 的 数学 
分 支 成 为 了 一 门 充 满 了 活力 的 学 科 . 

数学 竞赛 中 出 现 的 组 合 问题 往往 在 表达 形式 上 简单 明了 ,而 求解 这 些 问题 却 需 要 
敏锐 的 洞察 力 ,丰富 的 想象 力 和 必要 的 技巧 ,通常 没有 一 个 固定 的 解 题 模 式 可 遵循 ,而 
且 各 种 难 易 程度 不 同 的 问题 都 非常 富有 ,所 以 在 各 类 不 同 程度 的 智力 训练 和 数学 竞赛 
中 ,大 都 离 不 开 组 合 问题 . 
| 本 书 分 为 7 章 ,每 章 重点 讨论 和 研究 了 一 类 在 数学 竞赛 中 经 常 出 现 的 组 合 问题 . 
除了 介绍 必要 的 组 合 数学 的 有 关 知 识 外 , 着重 介绍 了 解 这 类 问题 的 一 些 基 本 方法 .在 
| 介绍 解 题 方法 时 ,配备 了 一 些 相当 于 全 国 高 中 数学 联赛 水 平 的 例题 (个 别 例题 为 中 国 
数学 奥林匹克 (CMO) 和 国际 中 学 生 数学 奥林匹克 (IMO) 中 较 易 的 问题 ) .每 章 最 后 一 节 
为 典型 例题 解 题 分 析 , 所 配备 的 例题 相当 于 CMO 和 IMO 的 水 平 . 

每 章 配备 有 一 定数 量 的 习题 , A 类 习题 相当 于 高 中 联赛 水 平 ,B 类 习题 相当 于 
CMO 和 IMO 的 水 平 . 

在 例题 .习题 的 选择 方面 ,我 们 尽 可 能 选编 一 些 较 新 颖 的 ,尤其 是 近 几 年 国内 外 数 
学 竞赛 中 有 关 组 合 数学 的 试题 ,也 包括 少量 作者 自己 编 拟 的 问题 .在 本 书 中 我 们 特别 
注意 引导 读者 对 解决 问题 的 思想 方法 进行 探索 、 分 析 和 总 结 ,希望 通过 这 部 分 内 容 的 
学 习 ,能 使 读者 的 数学 修养 以 及 解决 有 关 数 学 竞赛 中 组 合 问题 的 能 力 有 所 提高 . 


编者 
2004 年 3 月 
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第 二 版 与 第 一 版 比较 ,主要 作 了 如 下 的 一 些 修改 和 补充 : 

(1 补充 了 近 几 年 国内 外 数学 竞赛 中 出 现 的 一 些 有 代表 性 的 试题 作为 例题 和 习 
题 ,同时 也 删 去 了 部 分 陈旧 的 例题 和 习题 . 

(2) 增 加 了 第 一 章 52- 6, 第 二 章 $2-3 以 及 第 三 章 $ 2 - 4, 同 时 将 原 书 第 二 章 
§1-4 移 至 第 一 章 §1-7. 

(3) 改 正 了 原 书 中 出 现 的 一 些 错误 < “ 

本 书 出 版 以 来 ,很 多 参加 竞赛 培训 的 老师 和 学 生 热 心地 指出 其 中 的 一 些 错误 并 提 
出 一 些 宝贵 意见 ,这 对 提高 本 书 的 质量 有 极 大 的 帮助 . 借 此 机 会 致 以 深 深 的 谢意 ,并 热 
诚 欢迎 广大 读者 给 本 书 提出 批评 并 指正 . 


编者 
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第 一 章 ”组 合 数学 中 的 计数 问题 


§ 1 基础 知识 


1. 加 法 原理 与 乘法 原理 


如 果 完 成 一 件 事情 的 方法 可 分 成 n 个 互 不 相交 的 类 , 且 第 一 类 中 有 mi 种 方法 ,第 
2 类 中 有 m 种 方法 ,…, 第 n 类 中 有 mm 种 方法 ,那么 完成 这 件 事 一 共有 mi + mz + …+ mm 
种 方法 .这 就 是 加 法 原理 ,简称 为 分 类 相 加 . 

如 果 完 成 一 件 事 要 分 n 步 , 且 第 1 步 有 mi 种 方法 ,第 2 步 有 m, 种 方法 ,…, 第 nn 
步 有 mu 种 方法 ,那么 完成 这 件 事 一 共有 mi maz… mu 种 方法 .这 就 是 乘法 原理 ,简称 为 
分 步 相 乘 . 


2. 无 重复 的 排列 与 组 合 


(1) 无 重复 的 排列 
从 nn 个 不 同 元 素 中 , 任 取 m( <n) 个 不 同 元 素 , 按 照 一 定 的 顺序 排 成 一 列 ( 或 者 从 


nn 个 不 同 元 素 中 ,有 序 地 任 取 m( < nn) 个 不 同 元 素 ) ,叫做 从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 | 


不 同 元 素 的 一 个 排列 . 
从 个 不 同 元 素 中 取出 m( < nn) 个 不 同 元 素 的 排列 的 个 数 ,叫做 从 n 个 不 同 元 素 
中 取出 m 个 不 同 元 素 的 排列 数 , 用 符号 P" 或 4” 表示 .由 乘法 原理 得 
Pr=n:(n-1):(n-2) (nm+1). 
( 取 第 1 个 元 素 放 在 第 1 个 位 置 有 n 种 方法 , 取 定 第 一 位 后 ,由 于 元 素 不 允许 重复 , 选 
择 第 二 位 有 n -1 种 方法 ,… ,选择 第 m 位 有 n -m+1 种 方法 ). 
特别 m = n, 就 得 到 n 个 不 同 元 素 的 全 排列 数 公式 
Pr=n(Cn-1)2 l= ml. 


为 了 方便 起 见 ,约定 0! =1, 则 上 面 的 公式 可 写 为 Pr = T5257T: 
(2) 无 重复 的 组 合 


从 n 个 不 同 元 素 中 任 取 m( < nn) 个 不 同 元 素 并 成 一 组 (或 者 从 n 个 不 同 元 素 中 ,无 
sg . f 


高 百叶 监 民 扣 此 灵 二 同 头 娄 O 


诲 各 中 注 层 卫 届 湾 测 同和 洪 效 O 


序 地 任 取 m( <) 个 不 同 元 素 ) ,叫做 从 = 个 不 同 元 素 中 任 取 m 个 不 同 元 素 的 组 合 . 
从 nn 个 不 同 元 素 中 取 m 个 不 同 元 素 的 所 有 组 合 的 个 数 ,叫做 从 = 个 不 同 元 素 中 
取 m 个 不 同 元 素 的 组 合 数 ,用 符号 C 表示 ,其 计算 公式 为 


Pr n(n-D)fT(n-m+l)_ nl! 
= 1 = 


CC = 一 7 
"ml! m! (n—-m)! 
事实 上 ,对 于 每 一 个 从 n 个 不 同 元 素 取 m 个 不 同 元 素 的 组 合 , 将 其 元 素 作 全 排列 
可 产生 m1! 个 不 同 的 排列 .显然 不 同 的 组 合 产生 的 排列 互 不 相同 , 且 每 个 排列 都 可 以 | 


分 2 步 得 到 .由 乘法 原理 可 得 P?= C?-m!, 于 是 CI = 后 


m 


3. 可 重复 的 排列 与 组 合 


(可 重复 的 排列 

从 于 个 不 同 元 素 中 任 取 (允许 重复 )m( >1) 个 元 素 ,按照 一 定 的 顺序 排 成 一 列 , 叫 
做 从 n 个 不 同 元 素 中 取 m 个 元 素 的 可 重复 排列 . 

由 乘法 原理 易 知 ,从 n 个 不 同 元 素 中 取 m( > 1) 个 元 素 的 所 有 可 重复 排列 个 数 为 
m( 选 第 1 位 元 素 有 n 种 方法 , 选 定 第 1 位 后 , 选 第 2 位 仍 有 n 种 方法 ,…, 最 后 , 选 第 
m 位 也 有 种 方法 ) 

(2) 有 限 个 重复 元 素 的 全 排列 

设 n 个 元 素 由 个 不 同 的 元 素 wu , oa,…, ax 组 成 ,其 中 m 有 nm 个 , as 有 
个 ,… ,4 有 nm 个 (m+ ny+…+ n=n) ,那么 这 个 元 素 的 全 排列 称 为 有 限 个 重复 元 


索 的 全 排列 ,其 排列 数 为 = 也 全 = 


“ma 
事实 上 , 若 n 个 元 素 互 不 相同 , 则 全 排列 数 为 n1 ,但 其 中 oa, 有 ni 个 ,它们 之 间 任 
意 交换 顺序 (共有 n;! 种 交换 顺序 的 方法 ) ,得 到 的 是 同一 排列 (i = 1,2,…,). 故 不 同 


的 排列 个 数 为 一 一 号 | 一. 


nl nl mu 
(3) 可 重复 的 组 合 | 
从 nn 个 不 同 元 素 中 ,任意 可 重复 地 选取 m( 宇 1) 个 元 素 , 称 为 n 个 不 同 元 素 取 m 
个 元 素 的 可 重复 的 组 合 ,其 不 同 组 合 的 个 数 为 C”,。，. 
事实 上 ,不 妨 设 n 个 元 素 为 1,2,…,n, 设 取出 的 m 个 元 素 为 


(<)asas<a(<n), 


则 显然 (1I<)a +0<a+l<…<as+m-l(<n+m-1). 
将 (aaz，…an) 与 (al +0,a2+1,…,a, + m1) 对 应 ,后 者 为 从 n+ m1 个 不 | 


同 元 素 1,2,3,……,m + 到 -1 中 取 普 个 不 同 元 素 的 组 合 , 且 不 同 的 (ol, oz，…，,an) 对 应 
的 (al +0,az+1,…,an + m1) 是 不 同 的 . 反 过 来 ,从 1,2,…,n+ m1 中 任 取 m 个 
不 同 的 数 的 组 合 

(la<)b <b<<b (<nt+m-1) 
也 恰好 对 应 于 一 个 从 n 个 元 素 1,2,…,n 中 取 m 个 可 重复 元 素 的 组 合 

(1<)b -0<b -ls "<b -m+l(<n). 

因此 ,上 面 所 说 对 应 是 一 一 对 应 , 故 所 求 组 合 数 等 于 从 n+ m - 1 个 不 同 的 元 素 1， 
2,…,n+m-1 中 取 m 个 不 同 元 素 的 组 合 数 , 即 C", 。，. 


4. 圆 排列 与 项 链 数 


从 个 不 同 元 素 中 取 m 个 不 同 元 素 排 在 一 个 圆周 上 , 称 为 从 n 个 不 同 元 素 中 取 m | 


个 不 同 元 素 的 圆周 排列 ,其 排列 数 为 
Pe _ nl! 
m mn-m)l. 


事实 上 ,对 每 一 个 固定 的 m 个 元 素 的 圆 排列 ,在 任意 两 个 元 素 之 间 将 圆周 剪 开 ， 


沿 顺 时 针 方向 拉 直 恰 产 生 m 个 直线 排列 , 且 不 同 的 圆 排 列 所 产生 的 直线 排列 互 不 相 | 


同 .又 易 见 从 n 个 不 同 元 素 取 m 个 不 同 元 素 的 排列 都 可 以 这 样 从 圆 排列 中 得 到 ,所 以 ， 


所 求 圆 排列 数 的 m 倍 恰 是 从 个 不 同 元 素 中 取 m 个 不 同 元 素 的 排列 数 P” ,由 此 得 出 | 


上 述 结论 . 
特别 地 ,将 ”个 不 同 元 素 排 成 一 个 加 周 的 加 排列 数 为 既 = (n - 1D)1。 
车 将 n 粒 不 同 的 珍珠 ,用 线 串 成 一 根 项 链 的 不 同方 法 数 记 为 D, , 则 
1(n=1 或 2)， 
4 es (33). 


这 是 因为 将 一 个 按 顺 时 针 方 向 排列 的 n( 二 3) 个 不 同 元 素 的 圆 排列 , 改 为 逆 时 针 方 向 
排列 时 ,得 到 的 是 不 同 的 圆 排列 ,而 项 链 则 没有 顺 时 针 方 向 与 逆 时 针 方 向 排列 的 区 别 ， 
故 n>3 时 ,n 粒 不 同 珠子 的 项 链 数 等 于 n 粒 不 同 珠子 的 圆 排列 数 的 一 半 . 而 n=1 或 2 
时 ,显然 项 链 数 等 于 1. 


5. 容 斥 原理 


对 于 有 限 集合 5, 我 们 用 15 1 表示 $ 中 元 素 的 个 数 , 若 5S, 是 5 的 子 集 , 则 5, = 


S\ 5, 表 示 5, 在 $ 中 的 补 集 . A 
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定理 1( 容 斥 原 理 ) 设 $ 是 有 限 集合 ,5,5,,…, 5, 是 5 的 子 集 , 则 


15,N5,N.…N5,1=151 -BIsil + Dl SN St+ 
C=1) :2 15; NS, MN Sy [+ e+ 


lai < ee 
(-1)°14.N4.N…N4,1. OO 
证 明 {( 贡 献 法 ) 只 要 对 任意 *E 5 ,证 明 @ 式 两 边 计 算 x 的 次 数 是 相同 的 即 可 . 
若 x 不 属于 5, ,5,,…,5, 中 任何 集合 , 则 * 在 @ 式 左边 计算 了 1 次 ,x 在 @ 式 右边 
第 1 项 1$1 中 计算 了 1 次 ,而 在 @ 式 右边 其 余 各 个 和 式 项 中 计算 的 次 数 为 0, 故 x 在 @ 
式 右 边 计算 的 总 次 数 也 为 1. 
若 x 恰 属 于 S,,…,S, 中 k 个 集合 ,这 里 k=1, 则 x 在 @ 式 左边 计算 的 次 数 为 0, 而 
在 右边 的 第 一 项 ,第 二 项 ,…, 第 下 + 1 项 ,…, 最 后 一 项 中 , x 计算 的 次 数 分 别 为 1, Cl， 
3,…,Ct,0,0,…,0. 故 x 在 @ 式 右边 计算 的 总 数 为 
1-C+C-…+(-1)5C+0+…+0=(1-1)=0. 
综合 上 面 的 讨论 ,我 们 知道 对 任意 xE 5,Q@ 式 两 边 计算 x 的 次 数 ( 即 x 对 等 式 两 
边 所 作 的 贡献 ) 相 等 . 故 式 成 立 . | 
对 5 的 任意 子 集 5,, 5,,…, 5S, , 因 
SUSU:US,.=5N SN:…(NS,, 
故 1S1U SsU…US,1+1S1 门 5, 门 … 门 5,1=1S1. 于 是 ,由 定理 1 可 推出 下 面 定理 2. | 
定理 2( 容 斥 原理 的 对 偶 形 式 ) 对 任意 有 限 集 5, , 5,,…, 5, ,我 们 有 | 
tsiUSU Us = B15 BSNS,! + 
(- et dls NS NNS, ++ 
(-D)" "SNSsNNS,1. 
注 ”有 的 书 中 称 定理 1 为 包含 排斥 原理 ,而 将 定理 2 称 为 容 斥 原理 .本 书 中 将 定 
理 1 和 2 都 称 为 容 斥 原理 . 


6. 算 二 次 原理 ( 富 比 尼 原理 ) | 


所 谓 算 二 次 原理 (又 称 富 比 尼 原 理 ) 就 是 对 同一 个 量 ,如 果 用 两 种 不 同 的 方法 去 计 | 
算 ,所 得 的 结果 应 相等 ， 
例如 一 个 m x n 的 数 表 (数学 中 称 之 为 m x n 矩阵 ) : 


若 先 算 第 i 行 元 素 之 和 7; = Soi =1,2,…,m) ,再 把 各 行 的 和 加 起 来 ,得 到 表 内 
各 数 的 总 和 为 部, = 训 ( 守 a5). 

另 一 种 算法 是 先 算出 第 j 列 元 素 之 和 = 吕 a5,4=1,2,…,n, 再 把 各 列 的 和 加 起 
来 ,也 得 到 表 内 各 数 的 总 和 总 上 = 由 (总 ay) .于 是 ,我 们 有 说 ”= 总- 即 

一 般 说 来 , 设 4 = fo a,,…,aa1,B = |b1,b;，,…,b。| 是 两 个 有 限 集合 ,我 们 称 
5S=AxB=1(a,b)la€ 4,bE B} 为 4 与 8 的 负 卡 尔 莱 积 .对 任意 wE4, 设 C; = 
{ai,68)1b5E BI(i=1,2,…,m), 对 任意 bbEB, 设 D=|(a,b)la€ 4A(j=1,2,…， 
n) .于 是 131= 名 1Gi1=S1Di1. 

计数 中 的 富 比 尼 原 理 是 富 比 尼 (G.Fubini) 最 先 证 明 的 关于 测度 空间 中 二 重 积分 交 
换 次 序 的 富 比 尼 定理 之 特例 .在 应 用 富 比 尼 定 理 时 ,关键 在 于 按照 适当 的 条 件 ,选择 集 


合 4 和 B 并 将 4 中 元 素 与 B 中 元 素 配 对 ,然后 用 两 种 不 同 的 方法 进行 计算 , 故 又 称 为 
算 二 次 原理 . 

7. 母 函数 

定义 “我 们 称 形式 寒 级 数 /(*) = Saw = qo + Qi% + 二 gx" +… 为 数列 ao， 
ai as… 的 母 函 数 , 当 且 仅 当 a, = b(n=0,1,2,…) 时 , 称 吕 gx" = 澡 bw', 且 还 有 
下 列 定义 : 

Saw + SD bw = 3( Qn + b,) x , 

a( Dea) = Be: Qnx" » 

( Dox") ( Bb) 和 3 bw 

母 函 数 方法 是 计数 的 一 种 重要 方法 ,在 应 用 母 函 数 方法 解 题 时 ,除了 应 用 二 项 式 


定理 外 ,还 要 用 到 下 列 公式 : 
公式 工 (无 穷 递 缩 等 比 数列 求 和 公式 ) 


Ti tet tt (xl < ). 


公式 [[ 对 任意 正 整 数 夺 ,有 fn 
5 


人 


N 


Ds: =1+C.'x+ Cixi + + Cx + (lxl <1). | 


公式 耻 可 由 公式 工 两 边 求 -1 次 导数 后 , 除 以 (k -1)! 而 得 到 ,也 可 利用 公式 
Co = C" + C 和 公式 工 并 应 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 


es 
(1-x) 


§ 2 解 组 合计 数 问题 的 基本 方法 


1. 枚 举 法 和 利用 基本 计数 原理 及 基本 公式 


所 谓 枚 举 法 ,就 是 把 要 计数 的 集合 M 中 的 元 素 逐 一 列举 出 来 ,不 重复 不 遗漏 ,从 
而 计算 出 M 中 元 素 的 个 数 .在 枚 举 的 过 程 中 ,常常 要 适当 地 分 类 和 分 步 枚 举 , 这 就 还 
要 用 到 加 法 原理 和 乘法 原理 以 及 计数 的 基本 公式 ， 

例 1 过 正方 体 的 任意 2 个 顶点 作 一 直线 ,在 这 些 直线 中 ,不 互相 垂直 的 异 面 直线 
共有 对. (2000 年 湖南 省 中 学 生 奥 林 匹 克 夏令 营 试 题 ) 

解 首先 ,与 一 条 校 不 垂直 且 异 面 的 直线 有 6 条 (4 条 侧面 对 角 线 及 2 条 体 对 角 线 
所 在 直线 ) ,12 条 棱 可 生成 12 x 6=72 对 异 面 直线 . | 

其 次 ,与 一 条 面 对 角 线 不 垂直 上 且 异 面 的 直线 有 8 条 (4 条 校 及 4 条 侧面 对 角 线 所 在 
直线 ) ,12 条 侧面 对 角 线 可 生成 12 x 8 = 96 对 异 面 直线 . 

最 后 ,与 一 条 体 对 角 线 不 垂直 且 异 面 的 直线 有 6 条 (6 条 棱 所 在 直线 ) ,4 条 体 对 角 
线 可 生成 6x4= 24 对 异 面 直线 . | 


因为 上 述 计数 中 ,每 对 异 面 直线 计算 了 2 次 , 故 不 互相 垂直 的 异 面 直线 共有 寺 (T+ 
96+24) =96 对. 


例 2 设 4BCDEF 为 正六 边 形 ,一 只 青蛙 开始 在 顶点 4 处 , 它 每 次 可 随意 跳 到 相 
邻 两 项 点 之 一 . 若 在 5 次 内 跳 到 D 点 , 则 停止 跳动 . 若 5 次 内 不 能 到 达 D 点 , 则 跳 完 5 


效 酝 宁 监 下 攻心 本 油 加 站 交 O 


次 也 停止 跳动 .那么 这 只 青蛙 从 开始 到 停止 ,可 能 出 现 的 不 同 跳 法 共 种 . 
(1997 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 

解 如 图 1 - 1, 显 然 青蛙 不 可 能 经 过 跳 1 次 ,2 次 ,4 次 到 人 

达 呈 点 , 故 青蛙 的 跳 法 只 有 两 种 情形 . 
(1) 青 峙 经 过 跳 3 次 到 达 D 点 ,这 时 只 有 2 种 跳 法 . 2 
(2) 青 蛙 一 共 跳 5 次 后 停止 ,这 时 跳 3 次 的 跳 法 (一 定 不 能 4 

到 达 忆 点 ) 有 他 -2 种 (每 次 有 2 种 跳 法 , 跳 3 次 共有 ?2 种 跳 

法 ,其 中 有 2 种 跳 法 到 达 刀 点 应 去 掉 ), 后 2 次 味 法 有 字 种 , 故 个 


青蛙 一 共 跳 5 次 后 停止 的 跳 法 有 (2 - 2).2 = 24 种. 


由 (1) 及 (2) 知 青蛙 共有 2+ 24 = 26 种 跳 法 . 

例 3 设 ol,a, ,am 是 |1901,1902,…,20001 的 任意 排列 ,部 分 和 数列 5, = ao， 
Si =al+a;S =a+o+a Som=a+o+…+ao. 若 数列 Si(1<j<100) 中 每 
一 项 均 不 被 3 整除 , 问 这 样 的 数列 有 多 少 个 ? 《2000 年 加 拿 大 奥林匹克 试题 ) 

解 令 11901,1902,…,2000| = RoU RiU R,, 这 里 R; 中 的 任意 元 素 模 3 与 i 同 余 
(i=0,1,2), 则 | Ro1= 1R,1=33,1R,1=34. 设 a; 除 以 3 的 余数 为 a',(i=1,2,…， 
100) ,于 是 排列 $= | a, ,a,,…, aiw| 的 部 分 和 能 否 被 3 整除 由 排列 5S’ = | ao ,a's,…， 
oa'oj 来 决定 , 且 5’ 中 共 33 个 0,33 个 1,34 个 2. 故 欲 使 $ 的 任何 部 分 和 数列 不 被 3 整 
除 , 则 5' 中 67 个 由 1 和 2 组 成 的 数列 应 为 1,1,2,1,2,…,1,2 或 2,2,1,2,1,…,2,1, 但 
1R1 = 1Ri1+1, 故 只 有 第 2 种 情形 才 可 能 .S$' 中 33 个 0, 除 了 a10 可 放 在 其 他 任何 


位 置 ,这 样 有 C3 种 方式 , 故 满足 条 件 的 排列 共有 ("33! 331 34! = 名 | 只 | 3 种 . 


例 4 将 2 个 a 和 2 个 6b 共 4 个 字母 填 在 4x4 方 格 表 的 16 个 小 方 格 内 ,每 个 小 
方 格 内 至 多 填 1 个 字母 , 若 使 相同 字母 既 不 同行 也 不 同 列 , 则 不 同 的 填 法 有 
种 (用 数字 作答 ) . (2007 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 

解 使 2 个 a 既 不 同行 也 不 同 列 的 填 法 有 C3P?=72 种 ,同样 ,使 2 个 5 既 不 同行 
也 不 同 列 的 填 法 也 有 C? Pi = 72 种 , 故 有 乘法 原理 ,这 样 的 填 法 有 72 种 ,其 中 不 符合 要 
求 的 有 两 种 情况 :2 个 a 所 在 方 格 内 都 填 有 的 情况 有 72 种 ;2 个 a 所 在 方 格 内 仅 有 1 
个 方 格 内 填 有 4b 的 情况 有 Cls P; = 16 x 72 种 .所 以 符合 题 设 条 件 的 填 法 共有 72 - 72 - 
16x72=55x72=3960 种 . 

例 5 某 城 市 的 机 动车 牌照 是 从 “10000" 到 *99999" 的 连续 编号 , 则 在 这 90000 个 牌 
照 中 数字 9 至 少 出 现 1 个, 并且 各 位 数字 之 和 是 9 的 倍数 的 车 牌照 共有 _ 个. 

《2004 年 四 川 省 初赛 试题 ) 

解 易 知 ,其 中 能 被 9 整除 的 数 有 10000 个 .以 下 考虑 这 10000 个 数 中 不 含 数字 9 

的 个 数 . 设 这 种 牌照 的 号 码 为 4BCDE , 设 4+ B+ C+D 被 9 除 的 余数 为 7, 则 只 需 取 


有 =9-7( 当 7=0 时 , 取 已 =0) 即 可 满足 要 求 了 ,于 是 4 可 取 1~8,8 可 取 0~8,C 可 | 


取 0~8,D 可 取 0~8, 当 4,B,C,D 确定 后 ,E 也 确定 了 , 故 不 含 数字 9 的 有 8x9x 
9x9=5832 个 .所 以 满足 条 件 的 车 牌照 共有 10000 - 5832 = 4168 个 . 
例 6 将 一 个 四 棱 椎 的 每 一 个 顶点 染 上 一 种 颜色 ,并 使 同一 楼 的 两 端点 异 色 .如 果 
只 有 5 种 颜色 可 供 使 用 ,那么 不 同 的 染色 方法 总 数 是 ” ___， 
(1995 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 
解法 一 ” 依 题 意 ,四 楼 锥 S - 4BCD 的 顶点 5,4,B 互 不 同色 ,它们 有 Pi = 60 种 染 


色 方 法 . 
.3 


驹 囊 中 小 王 卫 上 潍 活 六 辣 DD 
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当 $,4,B 的 颜色 染 好 后 ,不 妨 设 其 颜色 分 别 为 1 色 ,2 色 和 3 色 , 则 C 只 可 染 2， 
4,5 色 中 的 一 色 

(1) 若 C 染 2 色 , 则 可 染 3,4,5 色 之 一 ,有 Cl = 3 种 方法 . 

(2) 车 C 染 4 色 , 则 DD 可 染 3,5 色 之 一 ,有 C;=2 种 方法 . 

(3) 著 C 染 5 色 , 则 DD 可 染 2,4 色 之 一 ,有 C3=2 种 方法 . 

故 总 的 染色 方法 数 为 60(3+2+2) =420 种 . 

解法 二 “显然 四 棱锥 5 - 4BCD 中 ,5,4,8B 不 同色 , 故 至 少 要 用 3 种 颜色 . 

车 5 种 颜色 都 用 , 则 有 P; = 120 种 方法 . 

若 只 用 4 色 , 则 从 5 色 中 取 4 色 有 Cs 种 方法 ,从 4 色 中 取 1 色 染 顶点 S 有 C4 种 方 
法 ,这 时 4,B,C,D 中 必 有 一 对 顶点 (4 与 C 或 B 与 D) 同 色 . 染 4,B,C,D 的 方法 有 
C4: 忆 种 , 故 只 用 4 色 时 有 C3 CsCiP3=240 种 染色 方法 . 

车 只 用 3 色 , 则 从 5 色 中 取 3 色 ,再 从 取出 的 3 色 中 取 1 色 染 顶点 3 有 C3 C3 种 方 
法 ,其 余 2 色 染 4,B,C,D( 这 时 必 有 4 与 C 同色 且 B 与 D 同色 ) 有 Pi 种 方法 , 故 只 用 
3 色 时 ,有 C3 C; P3 = 60 种 染色 方法 . 

综合 上 述 , 知 一 共有 120 + 240 + 60 = 420 种 不 同 的 染色 方法 . 

例 7 从 给 定 的 6 种 不 同 颜色 中 选用 若干 种 颜色 ,将 一 个 正方 体 的 六 个 面 染色 ,每 


面 恰 染 一 色 , 具 有 公共 棱 的 两 个 面 不 同色 , 则 不 同 的 染色 方案 有 种 . (约定 经 
过 翻滚 或 旋转 可 以 重合 的 染色 方案 认为 是 相同 的 染色 方案 ) 
(1996 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 


解 ” 因 有 公共 顶点 的 三 个 面 互 不 同色 , 故 至 少 要 用 3 色 , 下 面 分 4 种 情形 . 

(1)6 种 颜色 都 用 时 , 现 将 染 某 种 固定 颜色 的 面 朝 上 ,从 剩 下 5 色 中 取 1 色 染 下 底 
面 有 C3; 种 方法 ,余下 4 色 染 余下 的 4 个 侧面 (应 是 4 种 颜色 的 圆 排 列 ) 有 (4- 1)!1 种 染 
法 ,所 以 6 种 颜色 都 用 时 ,染色 方案 有 C; (4- 1)! =30 种 . 

(2) 只 用 5 种 颜色 时 ,从 6 色 中 取 5 色 有 C; 种 方法 ,这 时 必 有 一 组 对 面 同色 ,从 5 
色 中 取 1 色 染 一 组 对 面 ,并 将 它们 朝 上 和 朝 下 ,有 C3 种 方法 ,其 余 4 色 染 余下 4 个 侧面 


(应 是 4 种 不 同 颜色 珠子 的 项 链 ) 有 二 (4 -1)! 种 染 法 ,所 以 只 用 5 色 时 的 染色 方案 有 


CEC 二 (4-DD! =90 种 . 


(3) 只 用 4 种 颜色 时 ,从 6 色 中 取 4 色 有 Cs 种 方法 ,这 时 必 有 2 组 对 面 同色 , 另 一 
组 对 面 不 同色 ,将 不 同色 的 一 组 对 面 朝 上 和 朝 下 并 从 4 色 中 取 2 色 染 上 、 下 底面 (注意 
这 时 上 、 下 底面 没有 区 别 ) 有 C4 种 方法 ,余下 2 色 染 余下 的 4 个 侧面 且 使 2 组 对 面 同 
色 ( 应 是 2 种 颜色 珠子 的 项 链 ) 只 有 1 种 染 法 ,所 以 只 用 4 色 时 的 染色 方案 有 Cs C3*1= 


90 种 . 

(4) 只 用 3 色 时 ,从 6 色 中 取 3 色 有 Cs 种 方法 ,这 时 3 组 对 面 都 同色 ,用 3 种 颜色 
去 给 它们 染色 只 有 1 种 方法 ,所 以 只 用 3 色 时 的 染色 方案 有 C3 =20 种 . 

综 上 所 述 , 知 不 同 的 染色 方案 共有 30+90+ 90+20=230 种 . 

例 8 设 三 位 数 n=abc, 若 以 a,b,c 为 三 边 的 长 可 以 构成 一 个 等 腰 ( 含 等 边 ) 三 角 
形 , 则 这 样 的 三 位 数 n 有 个 . (2004 年 全 国 高 中 联赛 试题 , 原 题 为 选择 题 ) 

解 〈1) 若 构成 等 边 三 角形 , 则 这 样 的 三 位 数 的 个 数 为 n, = C} =9. 

(2) 若 构成 等 腰 ( 非 等 边 三 角形 ) , 设 这 样 的 三 位 数 的 个 数 为 n, ,因为 三 位 数 中 只 有 
2 个 不 同 的 数码 , 设 为 a, 5 ,注意 到 三 角形 的 腰 和 底 可 以 置换 ,所 以 可 取 的 数码 组 (a， 


45) 共有 2Gs .但 大 数 为 底 时 , 设 a > 5, 必 须 满 足 b< a <26. 此 时 ,不 能 构成 三 角形 的 数 


码 组 是 
T 站 
a 9 | 8 7 | 6 | s | 4 3 1 
4,3 4,3 32 | 3,2 | | 
| 2 | 2,1 1 1 
ol | 21 Vy 
共 20 种 情况 . 


同时 ,每 个 数码 组 (a, 6) 中 两 个 数码 填 上 三 个 数位 ,有 C3 种 方法 . 
故 m = C3(2C3 - 20) = 156. 故 满足 条 件 的 三 位 数 的 个 数 是 mm + m = 165. 


2. 肌 射 方法 与 一 般 对 应 方法 


定义 设 / 是 从 集合 M 到 集合 NN 的 映射 . 若 对 任意 ,xzE M, 当 x zx 时 有 
2z) 关 所 xm), 则 称 ,为 从 M 到 的 单 射 ; 若 对 任意 的 yE N, 存 在 xE M, 使 得 f(x*) = 
7, 则 称 / 是 从 M 到 N 上 的 满 射 ; 若 /既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 /是 从 M 到 N 上 的 双 
射 ,又 称 / 是 1 与 W 之 间 的 一 个 一 一 映射 . 

定理 1 对 于 两 个 有 限 集合 M 与 N, 若 存在 从 M 到 NN 的 单身 则 1M1<1N1; 车 存 
在 M 到 N 上 的 满 射 , 则 MI> 1NI; 若 存在 M 到 N 上 的 双 射 , 则 IMI1 = IN1. 

当 计算 有 限 集合 W 中 的 元 素 个 数 比 较 困难 时 ,我 们 设法 建立 M 到 另 一 个 有 限 集 
合 N 上 的 双 射 ,如 果 N 中 的 元 素 个 数 1N 1 容易 算出 ,于 是 由 1M1 = 1N1, 得 出 M 中 元 素 
个 数 ,这 种 计数 方法 称 为 映射 方法 .这 种 方法 实质 上 是 通过 双 射 将 M 中 的 元 素 与 N 中 
的 元 素 配对 , 故 它 又 称 为 配对 法 . 

例 1 考察 集合 [x?+ px + g=01p,g 为 整数 ,1<p<1997,1<g<1997| 的 如 下 两 
个 子 集 :第 一 个 子 集 由 所 有 具有 整 根 的 二 次 三 项 式 组 成 ;第 二 个 子 集 由 所 有 无 实 根 的 


二 次 三 项 式 组 成 .试问 : 哪 一 个 子 集中 的 元 素 较 多 ? 
9 人 


尊 可 小 电 与 后 全 ENL 半 | 


宛 瑟 中 淮 相 下 涟 油 区 泪 冰 0O 


解 设 x+px+g=0 有 两 个 整 根 r,s, 上 且 r>s, 则 r+s= 一 p,rs=9g, 易 知 (p,q) 
与 (r,s) 一 一 对 应 , 且 r,s 均 为 负 整数 ,这 样 亚 大 = g4 达 1997, 故 1rl 大 44. 而 对 于 1r1> 


2,1s1=- < 亏 <1000, 对 于 1rl1=1l,1s1=P-1rl<1996 < 2000, 故 这 样 的 (r,s) 对 少 


< 
lrl ?2 


于 2000 + 43 x 1000 = 45000. 可 见 , 第 一 类 子 集中 元 素 个 数 少 于 45000 个 、 


对 于 x? + px +g =0 没 有 实 根 的 情况 ,有 p? -4q<0. 若 p<44, 则 只 要 4g>1940> | 
447 ,就 有 p? -4g <0 成 立 ,从 而 9=485. 而 在 [485,1997] 中 有 1513 种 取 值 . 故 (p,qg) 对 | 


至 少 有 44 x 1513 > 45000, 即 第 二 个 子 集中 元 素 多 于 45000. 由 此 可 知 第 二 个 子 集中 元 
素 较 多 . 

例 2 证 明 :不 定 方程 x + x;+… + %=n(k,n 为 正 整数 ) 的 非 负 整数 解 组 的 组 
数 为 Co 

证 明 我 们 将 不 定 方程 x, + x, +… + x = n 的 任意 一 组 非 负 整 数 解 (x , x; ,…， 
%) 对 应 于 一 个 由 n 个 圆圈 <“ 〇 ", 丰 -1 条 竖 线 1" 组 成 的 如 下 排列 : 

-9019-910 


个 个 三 个 
其 中 第 一 根 竖 线 “1" 的 左 侧 恰 有 x, 个 圆 图 "“ 〇 O”; 第 i -1 根 竖 线 “1" 与 第 i 根 竖 线 "1" 之 
间 恰 有 x; 个 圆 疼 “* 〇 O”"(i=2,3,…,k -1); 第 k-1 根 竖 线 “1" 的 右 侧 恰 有 x 个 圆 图 
“O 〇 " .显然 ,不 定 方 格 xz + …+ x = n 的 不 同 的 解 (x , x,，,…, xi ) 对 应 于 不 同 的 排列 ， 
且 每 一 个 这 样 的 排列 对 应 于 不 定 方程 x, + x ,… + x = n 的 一 组 非 负 整数 解 .因此 ,我 
们 所 建立 的 对 应 是 一 个 双 射 .又 因为 由 n 个 圆 图 “ 〇 O" 及 -1 根 竖 线 “1” 组 成 的 n+ 
一 1 个 元 素 的 全 排 数 为 CN = C%,4-1, 所 以 ,不 定 方程 x + xs +… + x = 的 非 负 
整数 解 组 的 组 数 为 Co = Ci 

推论 不 定 方程 zx + x,+… + z= n(%k,n 为 正 整数 , 且 nk) 的 正 整 数 解 组 的 组 
数 为 C1 ， 

证 明 令 y=z%-1(i=1,2,…,k), 则 

Ptyt tn k. OD 
所 以 ,xi + x2+… + =n 的 正 整 数 解 组 的 组 数 NN 等 于 不 定 方程 @ 的 非 负 整 数 解 组 的 
组 数 . 即 N= Clilpyi-1= Ce. 

注 〈1) 本 题 及 推论 中 结论 可 当 作 定理 用 ,在 解 其 他 一 些 组 合 问题 时 ,常常 要 用 到 

(2) 本 题 等 价 于 下 列 “ 第 一 类 装 球 问题 ": 若 将 n 个 相同 的 球 放 人 大 个 不 同 的 盒子 
中 (允许 空 盒 ), 则 共有 Cs-, = C?,e-4 种 不 同 的 放 球 方法 . 

例 3 已 知 两 个 实数 集合 4 = 1ol ya，… aoj ,B=|51,6,,…,bwj, 若 从 A 到 B 


的 映射 /使 得 B 中 每 个 元 素 都 有 原 象 , 且 f(a1)<f(a;) <…<f(awm), 则 这 样 的 映射 
共有 个 ， (2002 年 全 国 高 中 联赛 试题 , 原 题 为 选择 题 ) 

解 不 妨 设 5b < b, <… < bw, 将 4 中 元 素 a1, as，,…, aiwm 按 顺序 分 成 非 空 的 50 
组 ,定义 :4 一 B, 使 4 中 第 i 组 元 素 在 /下 的 象 都 是 h(i=1,2,…,50). 易 知 这 样 的 / 
满足 题目 要 求 , 每 个 这 样 的 分 组 都 一 一 对 应 满足 条 件 的 映射 . 设 第 i 组 内 有 x 个 数 
(i=1,2,…,50), 则 + xz+… +xw =100. 故 所 求 映射 的 个 数 等 于 不 定 方程 x, + x + 

“+ xm = 100 的 正 整数 解 组 的 组 数 , 即 C 窜 1 = 

例 4 以 凸 m 边 形 的 顶点 为 顶点 ,对 角 线 为 边 的 上 大 边 形 有 多 少 个 ? 

解 ” 设 是 n 边 形 为 4,4,…4, ,符合 条 件 的 一 个 凸 上 边 形 为 4 4 … 4 (1< i < 
<…< 训 <n), 则 只 有 下 列 两 种 可 能 : 

(Di=l,3gi<i< ign-l, i -d=2,3,.,k-1); 


(2)2<i <i< ind -i2=1,2,..…,k-1). 

在 情形 (1) 下 ,作对 应 (i ,i 可) 玉 ( 计 -2,6 -3,… 坟 -和 ), 则 1< 计 -2<- 
3<…<i-k<n-k-1 是 从 11,2,…,n--k-1 中 取出 的 -1 个 数 , 有 ct ,种 不 
同 的 取 法 .显然 上 述 对 应 是 一 一 对 应 . 故 这 时 满足 条 件 的 凸 大 边 形 有 Ct- 个 . 

在 生 撒 (作风 局 Cis) -1l<i- 
2<… < 机-k<n-k 是 从 |1,2,…,n 一 上 个 中 取出 的 n- 上 个 数 ,有 C*., 种 不 同 的 取 
法 .并 且 这 个 对 应 也 是 一 一 对 应 , 故 这 时 满足 条 件 的 凸 4 边 形 有 Crt 

综 上 ,我 们 得 到 符合 条 件 的 凸 & 边 形 共有 C4- 4 + Ci., = = 下 C7 个 ( 当 n<2k 
时 , Ce- = Ct.,=0). 

例 5 设 凸 n 边 形 的 任意 3 条 对 角 线 不 相交 于 形 内 一 点 , 求 它 的 对 角 线 在 形 内 的 

解 ” 依 题 意 ,一 个 交点 P 由 两 条 对 角 线 1 与 m 相交 而 得 ， 
反之 ,两 条 相交 的 对 角 线 1 与 m, 确 定 一 个 交点 已 ,而 P 与 (1， 
mm) 可 建立 一 一 对 应 . 

又 因 两 条 相交 的 对 角 线 1,m 分 别 由 凸 n 边 形 中 两 对 顶点 
| 4,B 和 C.D 连接 而 成 , 故 (1,m) 又 可 与 4 顶点 组 (4, B,C,D) 5 
建立 一 一 对 应 (图 1- 2), 即 有 

Poll,m)e(A4,B,C,D). 
因此 , 形 内 对 角 线 的 交点 总 数 = 凸 n 边 形 的 4 顶点 组 的 组 数 = 
- 
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宛 本 中 监 下 攻心 玉江 加 涉 粳 O 


注 本 题 中 结论 是 组 合 几何 中 一 个 重要 结论 ,今后 可 用 它 去 解决 组 合 几何 中 较为 | 
复杂 的 计数 问题 . 

例 6 设 n=1(mod4) 且 n>1,P=|al,a,,…,a,| 是 和 1,2,3,…,n| 的 任意 排列 , 
表示 使 下 列 不 等 式 成 立 的 最 大 下 标 ， 


QI+a2+…+QG<QGkI 二 Qk+2 十 十 Gn. 
试 对 一 切 可 能 的 不 同 排列 P, 求 对 应 的 的 总 和 . 
解 设 n=4m+1(m 为 正 整 数 ), 对 于 |1,2,…,n| 的 任意 排列 已 = | ol , az，…， 
oj 由 大 的 定义 得 
Qt at ta CAsrt a att ao, [0 
tat +t to +2+ +n. @ 
首先 ,@ 中 等 号 不 成 立 .事实 上 , 若 


Qtart "+ta =a 2 + 十 Qny 
四 


则 a + mt++assD=a+w+ +a=1+2+…t+na< 二 ant+l) 


= (4m +1)(2m+1). 
上 式 左 端 为 偶数 , 右 端 为 奇数 ,矛盾 . 故 @ 应 为 
Otot to > ,+2 + + ag. ©®@ 
于 是 ,对 于 尸 的 反 序 排列 已 = ja ,a 1,…,a2,a1| ,由 ,@, 得 馈 =n-( 避 +1), 即 
如 + ky =n 一 1, 将 {1,2,…,n| 的 n! 个 排列 两 两 配对 ,每 对 中 的 两 个 排列 P 与 P 互 为 


反 序 , 它 的 对 应 的 名 与 久之 和 为 n-- 1, 又 一 共有 全 对 , 故 对 于 一 切 不 同 的 排列 P, 所 


对 应 的 局 之 和 为 去 (n 1)(n!). 
例 7 8 个 女孩 ,25 个 男孩 转 成 一 个 圆圈 ,每 两 个 女孩 之 间 至 少 站 有 2 个 男孩 , 共 


有 种 不 同 的 排列 方法 .( 只 把 圆 旋转 一 下 就 重合 的 排 法 认为 是 相同 的 ) 
(1990 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 
解法 一 ”假定 女孩 中 有 一 个 是 4 ,对 任何 一 个 满足 要 求 的 圆 A 

排列 , 令 从 4 排头 按 顺 时 针 方 向 排 成 一 直线 排列 48CD…( 如 图 B 

1- 3 所 示 ). 现 以 〇 表示 女孩 所 站 位 置 , x 表示 男孩 所 站 位 置 , 则 

在 排列 4B8CD… 中 , 每 个 〇 的 右 侧 至 少 有 两 个 x .让 每 个 O“ 吸 c 

收 ?了 的 右 侧 紧 相 邻 的 两 个 x , 画 成 一 个 @, 于 是 每 个 O 〇 、x 排列 ， 了 

对 应 于 一 个 @®, x 排列. 图 1-3 
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Ox Ox x Ox X X 四 一 
后 一 种 位 置 是 8 个 “@" 与 25- 16=9 个 “x" 共 17 个 元 素 , 并 且 以 @ 为 首位 的 排列 , 共 
有 Cr,。= Ci 个 , 即 男 、 女 所 处 位 置 的 排列 有 Cl 个 ,女孩 站 上 去 (4 固定 在 首位 ) 有 71 
| 种 ,男孩 站 上 去 有 25! 种 方法 , 故 总 的 排列 方法 数 为 Ci .7! .25! = 16! .25! /91. 

解法 二 以 8 个 女孩 为 组 长 ,将 25 个 男孩 分 人 该 8 个 组 ,各 组 内 男孩 数 记 为 xm ， 
zs, 则 r+X+'+xs=25 (x)>2,i=1,2,.…,8). OO 
令 y=%-2, 则 yi+ 和 +…+ya=9 (y>0,i=1,2,..…,8). © 
于 是 ,@ 的 正 整数 解 组 的 组 数 等 于 @ 的 非 负 整数 解 组 的 个 数 C3;;_, = C1s, 即 25 个 男孩 
分 人 8 组 ,每 组 至 少 2 人 的 分 组 方法 有 C% 种 .8 个 组 排 成 每 组 以 女孩 为 头 的 圆 排 列 有 
(8- 1)! =7! 种 排列 方法 ,再 25 个 男孩 站 人 的 方法 数 为 25!1, 所 以 总 的 排列 方法 数 为 
Cl:7! .25! =16! .25! /91. 

例 8 设 5=|1,2,…,1000|,4 是 5 的 一 个 201 元 子 集 , 若 4 中 各 元 素 之 和 能 被 5 
整除 , 则 称 4 为 5 的 好 子 集 . 求 5 的 所 有 好 子 集 的 个 数 . 

解 将 S 的 所 有 201 元 子 集 分 为 5 类 :50,5,,5S,,5;,54, 其 中 5S, = |1A1ASS， 
141=201 且 4 中 各 元 素 之 和 被 5 除 的 余数 为 k|(k=0,1,2,3,4) . 作 映射 

f:So>Si(1<ke4) 如 下 :车 4=jal,a2y…,am1€50;, 则 f(4)=|alt+k,ar+k， 
和 aal +k, 其 中 当 a; + > 1000 时 ,用 a; + 上天- 1000 代替 a; +, 则 不 难得 到 
昌 (a+ 间 = 里 + 201k = 有 (mad5)， 即 (4) E Si 容易 验证 了 是 双 射 ,所 以 

1541=15o1(1<k<<4), 记 这 个 数 为 a, 则 

| Sa=1Sol+1Sl+1S1+1S1+151= Co . 
| 所 以 ,S 的 好 子 集 个 数 为 1561 = a = 二 C 咏 . 


注 除了 上 述 一 对 一 的 映射 方法 外 ,有 时 还 要 用 到 一 个 对 多 个 的 对 应 方法 . 
例 9 圆周 上 有 个 点 (n 关 6), 每 两 点 间 连 一 线段 ,假设 其 中 任意 三 条 线段 在 贺 
| 内 不 共 点 ,于 是 任 三 条 线段 相交 构成 一 个 三 角形 . 试 求 这 些 线段 确定 的 三 角形 的 个 数 ， 


(1991 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 
解 ” 我 们 称 贺 周 上 的 点 为 外 点 ,任意 两 条 对 角 线 在 圆 内 的 交点 为 内 点 , 则 所 确定 
的 三 角形 按 其 顶点 可 分 为 4 类 : 
(1) 第 一 类 三 角形 的 3 个 顶点 均 为 外 点 ,其 个 数 设 为 1 ; 
(2) 第 二 类 三 角形 的 顶点 中 有 2 个 外 点 和 1 个 内 点 ,其 个 数 设 为 [; 
(3) 第 三 类 三 角形 的 顶点 中 有 1 个 外 点 和 2 个 内 点 ,其 个 数 设 为 1; 


庄 西 中 党 导 吾 届 洋 时 同 泛 净 O 


效 瑟 路 届 否 开心 注 油 避 兴 症 O 


(4) 第 四 类 三 角形 的 三 个 顶点 均 为 内 点 ,其 个 数 记 为 1 

显然 ,第 一 类 三 角形 与 圆周 上 的 3 点 组 集合 成 一 一 对 应 ,所 以 1 = 

其 次 ,如 图 1 -4(1) ,圆周 上 任 取 4 点 4, ,4;,4;,44, 两 两 相连 的 线段 ,确定 了 4 个 
第 二 类 三 角形 :个 4, 04,, 全 4,04;, 全 4A，044, 公 A4041. 反 之 ,每 4 个 这 样 有 公共 内 顶 
点 的 第 二 类 三 角形 对 应 了 圆周 上 的 一 个 4 点 组 ,于 是 1 =4C$ 

类 似 的 ,如 图 1- 4(2) ,圆周 上 任 取 5 点 4; ,4:,4:,44,4; ,两 两 连 一 线段 ,确定 了 5 
个 第 三 类 三 角形 : 人 41B1B,, 全 4,B,B;, 介 43B;B,, 人 44 BsB;s, 个 A;B;Bi, 于 是 可 得 
I=5C5. 

最 后 ,如 图 1 -4(3) ,圆周 上 任 取 6 点 41,4;, 4,4,,h;, he 对 应 于 1 个 第 四 类 三 
角形 ,所 以 1 = C5. 


图 1-4(1) 图 1-4(2) 图 1-4(3) 
综 上 所 述 , 得 所 确定 的 三 角形 共有 Ci +4C4 +5C5 + Cs 个 ， 
当 我 们 要 建立 组 合计 数 问题 中 的 不 等 关系 时 ， 常常 要 构造 单 射 或 满 射 来 实现 . 关 
于 这 方面 的 例题 ,我 们 将 在 后 面 的 章节 中 叙述 . 


3. 算 二 次 方法 
例 1 一 所 学 校 上 5 个 老师 和 c 个 学 生 且 满足 : de 个 学 生 ;(2) 对 


任意 两 个 不 同 的 学 生 从 有 上 个 老师 同时 教 他 们 .求证 :此 = 如 人世 


年 第 7 届 香 港 奥 林 匹克 试题 ) 

证 明 如 果 老师 i, 同时 教 两 名 学 生 s, 和 s ,那么 将 上 与 s,s 组 成 三 元 组 (4,;s;， 

方 ) , 设 这 样 的 三 元 组 共有 1 个 .一 方面 ,对 任意 一 位 老师 上 ,他 恰 教 了 大 位 学 生 ,可 形 
成 C+ 个 含 # 的 三 元 组 .而 t, 有 5 种 取 法 ,所 以 M = 5C?. 另 一 方面 ,对 任意 两 名 学 生 
5i,5, 恰 有 4 位 老师 同时 教 他 们 ,可 形成 h 个 含 :, ,sj 的 三 元 组 ,而 s,s 有 C? 种 取 法 ， 


所 以 M = RhC?. 
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_c(c-1) 


综 上 可 得 6G = 1C2, 即 四 外 后 = ce 昌 , 所 以 让 = 合生 十. 


例 2 有 mm 粒 弹子 ,任意 将 它们 分 成 两 堆 , 求 出 两 堆 弹子 数 的 乘积 ,再 将 其 中 一 堆 
任意 分 成 两 堆 , 求 出 这 两 堆 弹 子 数 的 乘积 ,如 此 下 去 ,每 次 任意 将 其 中 一 堆 分 成 两 堆 ， 
求 出 这 两 堆 弹子 数 的 乘积 ,直到 不 能 再 分 为 止 , 记 所 有 乘积 之 和 为 5, 求 $ 的 可 能 值 . 

分 析 ”以 n=8 为 例 ,车 采用 下 列 逐 步 分 堆 的 办 法 :8 一 (2,6) 一 (1,1,2,4) 一 (1,1， 
1,1,1,3) 一 (1,1,1,1,1,1,2) 一 (1,1,1,1,1,1,1,1), 则 所 求 乘积 的 和 为 $=2x6+1x 
1+2x4+1x1+1x3+1x2+1x1=28. 又 若 采 用 下 列 步 又 分 堆 :8 一 (3,5) 一 (1,2,2， 
3) 一 (1,1,1,1,1,1,2) 一 (11,1,1,1,1,1,1), 则 得 S=3x5+1x2+2x3+1x1+1x1+ 
1x2+1x1=28. 且 易 知 28 = Cs, 故我 们 猜想 所 求 的 乘积 和 等 于 所 有 由 两 粒 弹子 组 成 
的 弹子 对 的 数目 C2 . 

解 一 方面 ,所 有 由 两 粒 弹 子 组 成 的 弹子 对 的 数目 显然 是 C2 . 另 一 方面 ,每 分 一 
次 堆 ,就 将 原 有 的 一 些 弹子 对 拆 开 , 分 到 两 堆 中 ,每 一 步 拆 开 的 弹子 对 的 数目 恰好 等 于 
被 拆 成 的 两 堆 的 弹子 数 的 乘积 ,并 且 到 最 后 ,所 有 的 C? 个 弹子 对 全 都 被 拆 开 , 故 所 有 
乘积 的 和 5 恰好 就 是 一 开始 所 有 弹子 对 的 数目 C? , 即 $ 只 可 能 取 一 个 值 , 即 


$= C= 地 n(n -1). 


例 3 一 张 正 方形 纸 片 内 有 1000 个 点 ,这 些 点 及 正方 形 的 顶点 中 任意 3 点 不 共 
线 .然后 在 这 些 点 及 正方 形 的 项 点 间 连 一 些 线段 将 正方 形 全 部 分 成 小 三 角形 (以 所 连 
线段 及 正方 形 的 边 为 边 , 且 所 连 线段 除 端点 外 ,两 两 无 公共 点 ) . 问 一 共 连 有 多 少 条 线 
段 ? 一 共 得 到 多 少 个 三 角形 ? 

解 ” 设 一 共 连 有 1 条 线段 ,一 共 得 到 大 个 三 角形 . 

一 方面 ,所 得 个 三 角形 的 内 角 总 和 为 k*180?. 

另 一 方面 ,所 得 上 个 三 角形 中 ,以 1000 个 内 点 为 项 点 的 所 有 内 角 之 和 为 1000 x 
360°, 以 正方 形 的 顶点 为 项 点 的 所 有 内 角 和 为 4x 90°, 于 是 

k*180° = 1000 x 360° + 4 x 90°, 

所 以 大 = 2002. 

其 次 ,每 个 三 角形 有 3 条 边 ,k 个 三 角形 共有 3k 条 边 . 另 一 方面 ,所 连 的 每 条 线段 


| 是 2 个 三 角形 的 公共 边 , 正 方形 的 每 边 都 是 一 个 三 角形 的 一 条 边 , 故 个 三 角形 一 共 


有 2l1+4 条 边 ,于 是 3k=2l1+4. 
所 以 4= 让 (3k 一 4) = 去 (3x2002-4) =3001. 
例 4 三 n 边 形 的 任意 3 条 对 角 线 不 相交 于 形 内 一 点 , 问 :(1) 这 些 对 角 线 将 凸 n 


效 西 路 监 亚 开心 汪 直 区 和 霸业 O 


边 形 分 成 了 多 少 个 区 域 ? (2) 这 些 对 角 线 被 交点 分 成 了 多 少 条 线段 ? 
15 [ 


寅 互 中 监 耻 扫 性 泣 灌 加 六 交 0 


9 下 面 再 用 欧 拉 公式 给 出 (1) 的 另 一 种 解法 . 
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(1990 年 中 国 国家 集训 队 试 题 ,1991 年 加 拿 大 奥林匹克 试题 ) 
解 (1) 设 是 n 边 形 被 对 角 线 分 割 成 的 区 域 中 , 边 数 最 多 的 为 m 边 形 .其 中 三 角 
形 有 m 个 ,四 边 形 有 m 个 ,…,m 边 形 有 n 个 ,于 是 凸 n 边 形 被 分 成 的 区 域 个 数 


S=m+t+nt++nn,. 

一 方面 ,各 区 域 的 顶点 数 的 总 和 为 3m +4m + … + mn 

另 一 方面 ,对 角 线 在 形 内 有 Cs 个 交点 ,每 个 交点 是 4 个 区 域 的 公共 顶点 ( 因 无 3 
条 对 角 线 交 于 形 内 一 点 ) .又 凸 n 边 形 共有 n 个 顶点 ,每 个 顶点 是 n -2 个 区 域 的 公共 
顶点 ,所 以 . 

3m+4nt+"+mn,=4C.+n(n—-2). OO 

其 次 ,各 区 域 的 各 内 角 之 总 和 为 n;*180? + na*360° +… + mm (m2)*180°. 

另 一 方面 , 原 凸 多 边 形 的 n 个 顶点 处 的 内 角 和 为 (n - 2)'180", 又 Ct 个 对 角 线 交 
点 处 的 内 角 的 和 为 C'*360?, 所 以 

3 "180? + na*360° + … + mm (m—2)°180°=360°* C+ +180°(n -2), 即 

ns +2n4+…+( 到 -2)n=2.C4+(n-2). ©@ 
[@-@] +2, 得 | 

S=n3+nt+ "+n = C+(n- Dn-2)= C+ 0 


= 者 (nD(n-D) (nan+12). 


(2) 从 形 内 每 一 交点 处 出 发 有 4 条 对 角 线 上 的 线段, 形 内 一 共有 Ct 个 交点 ,共有 
4. C4 条 线段 .又 从 凸 n 边 形 每 个 顶点 出 发 有 n - 3 条 对 角 线 上 的 线段 , 故 从 mn 个 顶点 
出 发 共有 n(n - 3) 条 线段 :但 以 上 计数 时 ,每 条 线段 计算 了 2 次 , 故 对 角 线 被 交点 分 成 | 
的 线段 数 为 | 


去 [4C +n(n-3)]=2C4+ 二 n(a-3) = 十 n(n-3)(m2-3n+8). 


注 “本 题 中 (1) 的 一 个 较 简单 的 计算 方法 如 下 :每 去 掉 一 条 对 角 线 , 则 区 域 的 个 数 | 
减少 w + 1 个 ,这 里 a; 是 该 对 角 线 与 还 没有 去 掉 的 其 他 对 角 线 的 在 形 内 的 交点 数 , 逐 


On 
步 将 C: - n 条 对 角 线 去 掉 , 最 后 , 剩 下 1 个 区 域 , 故 所 求 区 域 数 为 $=1+ 局 (w+1)， 
Qn 
且 2 a = Ct; 从 是 对 角 线 在 形 内 的 交点 数 ,所 以 


S$ =1+C+C -n=C+ C= Dn-2)(n -3n+12). 


设 凸 ” 边 形 被 对 角 线 分 成 的 区 域 数 为 S, 加 上 辐 n 边 形 外 的 区 域 ,共有 =S+1 
个 区 域 ,又 项 点数 ( 凸 n 边 形 的 顶点 及 对 角 线 在 形 内 的 交点 的 总 数 ) 为 了 = C4 + n. 另 
外 边 数 E( 即 凸 n 站 的 可 光 司 分 恨 的 名 展 的 总 数 ) 可 按 上 述 (2) 中 计算 得 


出 , 即 B=2Ct+ 沪 nn- 3)+ n=2Cs + C3, 代入 欧 拉 公式 V+-EE=2 得 
a a da Go fet 


=(n Dn) -3n+12). 
例 5 有 n 个 人 ,已 知 他 们 任意 2 人 至 多 通电 话 一 次 ,他 们 任意 a -2 个 人 之 间 通 
电话 的 总 次 数 相等 ,都 等 于 3'( 为 正 整 数 ) . 求 n 的 所 有 可 能 的 值 . 
(2000 年 全 国 高 中 联赛 是 


解 设 n 个 人 之 间 通 话 的 总 次 数 为 m. 因 个 人 可 形成 C-? 个 n -2 人 组 ,而 每 | 


n -2 人 之 间 通 话 的 总 次 数 都 为 3:, 故 所 有 n -2 人 组 中 通话 次 数 的 总 和 为 C-?-3* 
另 一 方面 ,上 述 计数 中 ,每 一 对 通话 的 人 属于 C"- 个 上-2 人 组 , 故 每 2 人 间 的 一 
次 通话 重复 计算 了 C' 必 次 ,所 以 
C3 _ n(n-1)3: 
TI TC- 
(1) 若 3 不 整除 nm, 即 (3,m)=1 时 ,有 (nmn-3,n)=1,(n-3,34)=1. 
又 (mn-2,m -1)=1 所 以 m-3Im -1 即 


2 -1+ -为 正 整数 ,所 以 n-3l2,n-3<2,n<5. 


又 C2>3>>3, .n>5, 故 n=5. 
(2) 若 3 整除 n, 则 31n-3,3tn -2, 即 (3,m-2)=1. 又 (mn-2,n-1)=1， 


所 以 -21n, 即 -上 5=1+ 一 2 为 正 整数 ， 


所 以 n-212, 故 n-2<2, 即 n<4, 这 与 n>5 蔬 盾 . 

由 (1)(2) 知 n 只 可 能 为 5. 另 一 方面 ,车 n=5 个 人 ,其 中 每 2 人 通电 话 一 次 , 则 任 
意 n-2=3 人 之 间 通 话 的 次 数 都 为 C? =3! (这 里 k=1 为 正 整数 ) 满 足 题目 要 求 . 故 所 
求 正 整 数 只 有 一 个 ;n=5. 


4. 递 推 方法 


例 1 将 圆 分 成 "( >=2) 个 肩 形 5S,, 5,,…, 5,. 现 用 mm(=2) 种 颜色 给 这 些 扇形 染 
色 , 每 个 扇形 恰 染 一 种 颜色 且 要 求 相 邻 的 扇形 的 颜色 互 不 相同 . 问 有 多 少 种 不 同 的 染 
色 方 法 ? 


效 百 路 监 臣 括 . 站 灵 四 扣 半 娄 D 


请 互 路 监 舍 医 性 泣 注 回 涉 症 O 


解 ” 设 染色 方法 数 为 o . 

(1) 求 初始 值 .m =2 时 ,给 5, 染色 有 mm 种 方法 ,继而 给 5, 染色 只 有 m - 1 种 方法 
( 因 5, 与 5; 不 同色 ), 所 以 os = m(m -1). 

(2) 求 递 推 关系 . 因 5, 有 mm 种 染色 方法 , 5, 有 m -1 种 染色 方法 ,S; 有 m1 种 


染色 方法 ,…, 5,-! 有 m1 种 染色 方法 ,5, 仍 有 m -1 种 染色 方法 (不 保证 5, 与 5 不 | 
同色 ) .这 样 共有 m(m - 1)" “种 染色 方法 ,但 这 m(m - 1) ”种 染色 方法 可 分 为 两 类 ; | 

-类 是 5, 与 5, 不 同色 ,此 时 的 染色 方法 有 a, 种 ; 另 一 类 是 5, 与 5, 同色 , 则 将 S， | 
与 5 合并 为 一 个 扇形 ,并 注意 到 此 时 3,-, 与 5 不 同色 , 故 这 时 的 染色 方法 有 a,_, 种 ，| 


由 加 法 原理 ,得 


Gta-1i=m(m-1)" (n>2). 


Qn 1 m 1 
(3) 求 a . 令 b=0n-1)"' 电 六 + 元 -TI 各 -= 元 -1, 即 名 -1= es 


Ga 


1), 即 一 1 是 首 项 为 如 -1= 701 


n 一 1 项 ， 
所 以 b。 -1= (Li)(- 二 =(-1)" 


-1= 却 上,' 公 比 为 -直上 的 等 比 数列 的 第 


WE 
(m-1)"™” 


即 ee y+" Fh: 


故 共有 oa =(m 一 1)"+( -1)"(m - 1) 种 染色 方法 . 
注 一 般 求 递 推 数列 a, = p* a,_， + g(p,g 为 常数 是 pz1) 通 项 ,可 令 x=mt+y 


( 解 出 =T25), 得 w 一 *=p(a. 1 一 4), 即 6, -了 ;=P(o! -了 5), 便 可 化 为 等 
比 数列 去 求 通 项 .方程 = = px + g 的 解 又 称 为 函数 ](x) = px + 9(P 关 1 的 不 动 点 , 故 这 
种 方法 又 称 为 不 动 点 方法 . 

例 2 运动 会 开 了 n 天 (n>1), 共 发 出 m 个 奖牌, 第 1 天 发 出 1 个 加 上 余下 奖牌 
的 放 , 第 二 天 发 出 2 个 加 上 余下 的 奖牌 的 才 , 如 此 继续 下 去 ,最 后 第 a 天 刚好 发 出 个 
奖牌 从 无 利 余 . 问 运动 会 共 开 了 几 天 ? 共 发 了 多 少 个 奖牌? (第 9 届 MO 试 古 ) 

解法 一 、 设 第 天 发 出 了 a, 个 奖牌, 则 


全 =1+ 二 (m-D)= 才 (m+6)， 


G4 = 上 + 三 de 一 ar- 天) 


aeaeesasssssssssesas 


Grn =k+1+ 让 (ma) 


¥ 
于 是 aw -a=1+ 了 (~ a -1), 


Ia 


即 ci=3a+3. 


因为 /(x) = 所 x+ 忆 的 不 动 点 为 <=6, 所 以 ais1 -6=5(as -6). 


所 以 w -6=(o-6)(3) = 本 (9) 和 Km-36)， 


1 
7 
a =(S) (mn-36) +6. 
所 以 mm = al + az + + an 
= 才 (m-36)[1+ + (32+ +(9) 0]+Gn 
=(m-36)[1-(§)"]+6n. 


解 出 m, 得 m=Ei(n -6) +36. 


因 7" 与 6" 1! 互 素 , 且 m,n 均 为 正 整数 ,所 以 6"-'1(n -6). 又 因 n>1 时 ,显然 有 
6 > 1n-61, 故 只 能 n=6, 从 而 m=36, 即 运动 会 共 开 了 6 天 , 共 发 出 36 个 奖牌 . 
解法 二 设 第 天 后 余下 的 奖牌 为 6, 并 设 b。= m, 由 于 第 天 发 出 的 奖牌 数 为 


1 
K+ 了 (bt —k), 


所 以 Bi =k+ 示 (Bt 一 hb(k=1,2,. 


b= $b &h. O 
引入 待定 常数 a 和 2 ,使 
btak+b= Sb +a(k-1)+5]. 


整理 后 得 愉 = 了 5- 才 中 - 才 5- 了 oa， .@® 
比较 @ 与 @ 得 

1 6 

1 ae 

了 58+7 了 =0， 


效 百 窗 监 荡 和 性 要 泪 避 和 并 交 O 


离 百 中 监 舍 甘心 洋 汪 同 式 妆 oO 


所 以 b+6k-36= 儿 [bi +6(k-1) -36](k=1,2,.…,n). 


所 以 如 +6n-36=( 加 +6x0-36)( §)* = (m-36)(§)". 
而 6 =0, 由 上 式 得 6n -36= (m-36)( 护 )". 


解 出 m, 得 m=a21(n-6)+36. 
以 下 和 解法 一 相同 . 
” 例 3 一 个 心烦 的 学 生 走 过 一 个 大 厅 , 大 厅 中 有 一 排 关 着 的 柜子 ,柜子 从 1 到 1024 
编号 .他 打开 1 号 柜 之 后 朝 前 走 , 交 替 地 不 碰 动 或 者 打开 每 一 个 关 着 的 柜子 , 当 他 走 到 
大 厅 的 末端 ,他 转 过 身 重新 往 回 走 ,他 打开 遇 到 的 第 一 个 关 着 的 柜子 .这 学 生 按 这 种 方 
式 来 来 回回 地 走 来 走 去 ,直到 每 个 柜子 都 打开 ,他 打开 最 后 一 个 柜子 的 号 码 是 什么 ? 
(第 14 届 美 国 邀 请 赛 试 题 ) 
解 假设 一 排 有 2: 个 关 着 的 柜子 ,该 学 生 最 后 打开 的 柜子 的 编号 是 L,, 当 学 生 第 
一 次 走 到 大 厅 末 端 时 ,有 24-' 个 关 着 的 柜子 留 下 来 ,这些 关 着 的 柜子 的 编导 全 是 偶数 ， 
且 从 学 生 站 着 的 位 置 开始 向 另 一 端 排 成 递减 的 顺序 ,现在 给 这 样 柜子 重新 从 1 到 24-， 
编号 ,注意 到 原来 编号 为 a(n 为 偶数 ) 的 柜子 变 成 了 编号 为 221 +1- 弛 的 柜子 .按照 
新 的 编号 ,学 生 最 后 打开 的 柜子 的 编号 应 为 .L., ,而 原 编号 为 .所 以 
Li=2!+1 - 笃 . 
邑 二 20D 
于 是 天 =2+2-2(24 ?+2-2L, 2)=4L,.,-2 @ 


-和 争 =4(L.s- 子 ) 


(这 里 子 是 方程 +=4x -2 的 根 ) 因 为 Lo=1,7 =2， 


故 当 为 偶数 时 ， 
太一 委 = (46 一 邹 )" 特 ,=( 竺 +2). 
当 上 为 奇数 时 ， 
-3=( -号 ) 4 ,= 村 (4 全 +2). 


故 对 一 切 正 整 数 上 有 太 = 地 (4[ 全 ] + 2). 


me 


即 n=k+1 时 ,加 ,@ 成 立 , 故 对 一 切 正 整数 n, 有 @@,@ 成 立 . 企 
上 _ 区 21 I 


特别 1024=29,k=10, Lo = 访 ( 作 +2) =342, 即 最 后 打开 的 箱子 编号 为 342. 


注 “如 果 仅 仅 只 要 求 Li ,那么 ,我 们 可 从 Lo = 1 出 发 ,利用 @ 逐 步 迭 代 依次 求 出 
已 =4 -2=2,L,=4L -2=6,L=4L -2=22,Ls=4Ls -2=86, Lo =4Ls -2= 


342. 
例 4 记 a, 为 下 述 自然 数 NN 的 个 数 :NN 的 各 位 数字 之 和 为 n, 且 每 位 数字 只 能 取 


| 1,3 或 4. 求 证 : a2, 是 完全 平方 数 ,这 时 n=1,2,…. (1991 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 


证 明 一 (1) 求 初始 值 .用 枚 举 法 易 知 a =1,a,=1,a3=2,a4=4. 
(2) 求 递 推 关 系 . 设 N= zx2…%, 其 中 x ,x2,…, xiE1l,3,4} 且 x+ x+…+ 
4 =. 当 n>4 时 , 当 x, 依次 取 1,3,4 时 ,x + x3+…+ xi 依次 取 n -1,n-3,n-4， 


an 1 1 2 4 | 6 | 9 | 15 25 40 6 104 | 169 | 273 | 441 Ws | 
规律 P_ | ixz| 2 |2x3| 3 |3xs| 5 |sxs| 8 [sx13 加 2 “| 
通过 上 表 , 我 们 得 到 下 列 结 论 : 
I. 设 f=1,f=2,f.12=fn+f(n>1), 
Q2n = 久 ， 
Wp 2 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 @,@ 成 立 . 
lm ls a2 
n=2 时 ,a =4=f,as =6=2x3=ff. 
即 m=1 和 2 时 ,@, 轩 成 立 . 
设 n=k-1 及 n=k 时 ,加 ,@ 成 立 , 则 由 @ 及 归纳 假设 有 
aaltrD = Gat + aap + Gap-2 = frst + hifi tf 
= t+ fi fe thi) = fifi + fi-ifir 
= f+)fin = fn 
Ga D+ = QasrD) + Gar + a2-1 = fart + f+ ff 
=fir tf ti) = fant ffirr = fri(fin +fi) 
= .fifi 


@e0e 


故 有 a, = a + a,3+a,a(n>4). @ 
(3) 寻 求 新 的 递 推 关系 . 
通过 计算 并 观察 各 项 值 的 规律 得 下 表 : 
n 1 2 和 4 和 6 7 8 9 10 11 12 | 13 14 ie | ! 


人 


所 以 ax = 尺 (n= 1,2,…) 为 完全 平方 数 . 


注 通过 观察 上 述 数 表 ,我 们 还 可 得 到 下 列 一 些 结论 : 
.a = aan + aan-iy anGant2 = Gb (n=1,2,."). 
aa = an + an-2) ， 

LB =(as+a 2z)(ayi+an 1). 

N.a2 = (V az -+V az-4) (n>5). | 
上 述 结 论 都 不 难 用 数学 归纳 法 给 出 证 明 (具体 证 明 留 给 读者 作为 练习 ) .于 是 ,可 由 这 
些 结论 中 任何 一 个 推出 原 题 中 结论 成 立 . 

下 面 再 给 出 此 题 的 另 两 种 证 法 : 

证 明 二 ”首先 同样 可 得 出 〇 式 , 于 是 


Gan+4 = Gan+3 + Gan+1 + Gan = (G2n42 + G2n 十 Gan-1) + Gzn41 + a2n 


(n=3,4,.…) 


伪 吾 中 洲 涝 丘 帐 潍 洒 同和 关 0 


= qznr2 二 2azs + (aanta — G2n-2) =2azn:a+2a2s — a2n 2. (*) 
令 b= oo, 则 加 :=20 +25。 - 和 -1 其 特征 方程 为 
3 -2x2 -2x+1=0. 
即 (x+l)(x -3x+1)=0. 


所 以 ,特征 根 为 “= - L,xas = 3 5 , 故 


如 =a(-D"+o(3 +a(235) . 


由 b=as=1,b,=as=4,b;=as=9, 并 令 bo = -b+26b,+2b=1, 得 


ct+c+cs=1， 


-a+3435。 +330., =1, 
+ (2) 6 23) -4 
解 得 co, = 子 a 5 = 3 , 故 有 


ob 2 D+ (2) (235) 
(5) - 55)" (5) (5)™™ 
(i145)™ 人 v5)" 


/=A (1 - (13) 站, 则 的 特征 根 为 4 = 上 .由 4+ 和 =1 


xi"xz = -1, 知 其 特征 方程 为 x* -x -1=0, 所 以 ,/, 满足 递 推 关系 f, = -1 + 丰 -2(n 之 
2 又 有 = 由 名- ==- 友 ( 二 5) (5) 1=1 均 为 下台 数 , 设 
大 -27F-i(ne2) 为 正 整数 , 则 上 = 人 ,+ 太 -; 为 正 整数 , 故 对 一 切 非 负 整 数 n,f, 为 正 整 
数 ,所 以 az。 = 己 (n = 1,2,…) 为 完全 平方 数 . 

证 明 三 ”我们 用 数学 归纳 法 证 明 ax = (Vaxmwz +V ax) 成立 .mn=1 时 ,ae= 
9=(2+1) = (Va tv a) , 设 n=k-1 人 时, a2;2 = (Vazs + Vaz-2) ,Bh ax = 
(V azmrz -MV ax) -于 是 ,n= 上 时 ,由 (x ) 式 有 ax =2aktsz+2axk - az- =2a2kttz+ 
2az 一 (V aacz -V az = (Van +V 三 六 , 故 对 一 切 正 整 数 ,426w4 = (V Garvz + 
V ax) 成立. 因为 a = 了 ,a4 =2 为 完全 平方 数 , 设 mk = a?,aw2 = 如 (a,b 为 正 整 
数 ) 为 完全 平方 数 , 则 ax, = (V +V 大》 = (a + 65) 为 完全 平方 数 , 故 对 一 切 正 整 
数 no 为 完全 平方 数 . 

5. 利用 容 斥 原理 


例 1( 错 位 排列 ) 若 11,2,…，,zj 的 一 个 排列 时 ,站 满足 羡 关 1 总 关 2，， 
鹿 关 nn, 则 称 和 ,i,…, 讲 | 为 1,2,…, | 的 一 个 错位 排列 . 试 求 {1,2,… ,ni 的 所 有 错位 
排列 的 个 数 D, . 
解 ”将 |1,2,…,mj 的 所 有 排列 集合 记 为 5, 则 显然 151 = nl. 设 = (i,i,…， 
训 )1( 训 yi; 志 )ES 且 和 = 庆 (j =1,2,…,n), 于 是 D, =14, 介 4; 门 … 人 门 4,1, 且 易 知 
141=(n-D! (<j<n),14m41=(n-2)1 (si<jsn),…, 
4 NA NENA =n-7)! (si<i<<isgn),., 
14.NMAN:…NAl=0! =1. 
故 由 容 斥 原理 ,得 
=151- 凡 41+ DA Nb "IA NAN NA 
=n! Sn +Ci(n~-2)! -Cn-3)! +…+(-1)"C201 
] 上 )， 


效 百 路 蕉 否 二 性 汶 洪 由 涉 站 0 


站 本 路 监 下 攻心 莲 油 同 并 症 O 


解 设 S 表示 第 1 位 为 /2<j<n) 的 所 有 错位 排列 集合 ,显然 18: 1 = 18:1 = …= 
15,1( 记 这 个 数 为 d, ) ,于 是 

1D,1=1S:1+1S:1+…+1S.1=(n-1)d. 

其 次 ,将 5, 中 的 排列 分 为 两 类 , 8; 表示 8; 中 第 2 位 数 是 1 的 错位 排列 集合 , 5”， 
表示 5, 中 第 2 位 不 是 1 的 错位 排列 集合 ,于 是 8; 中 排列 有 下 列 形式 2,1, i , i,…， 
六 ,其 中 刘 ,i 训 恰 是 3,4, 这 于 -2 个 数 的 错位 排列 , 故 1S'21 = 记 .而 9。 
中 排列 有 下 列 形式 2,i,i…i ,其 中 记 冯 1, 关 j(j=3,4,…,n), 即 沁 , 书 ,…,is 是 1， 

4,…,n 这 nn 一 1 个 数 的 错位 排列 , 故 15”,|1 = D,_，， 

所 以 d =1S:1=1S21+1S21=D +D 

所 以 D,=(n-1)d,=(n-1)(D, +D)Cn>3)， 
且 显 然 有 Di =0,D, = 1, 于 是 

D,- nD,.,= -[D,,-(n-1)D,;,] 

=(-1)°[D,.2.-(n-2)D,.3]=…= 
=(-D)"*(D,-D)=(-1)". 


n! Ci n! 

wD Di ALD: Dess {DY _ (1)’ 
所 以 0 计 -总 人 
所 以 及 = al (1- 吉 + 击 +…+ 全). 


例 2 把 n 个 不 同 的 球 放 入 r(n7) 个 盒子 中 去 ， 每 全 球 数 不 限 . 求 下 列 情形 下 无 | 


空 盒 的 放 法 的 种 数 : 
(1)7 个 盒子 是 互 不 相同 的 (可 辩 ); 
(2)r 个 盒子 是 相同 的 (不 可 辨 ). 


解 (1) 因 7 个 盒子 互 不 相同 ,我 们 可 将 它们 依次 编号 为 1,2,…,r, 并 且 5S 表示 nn 


个 球 放 入 此 个 盒子 中 所 有 放 法 构成 的 集合 .其 中 有 空 盒 的 放 法 构成 的 集合 记 为 M， 
脾 表示 无 空 盒 的 放 法 构成 的 集合 ,又 设 M, 是 第 i 盒 是 空 盒 的 放 法 构成 的 集合 , 则 

M= MU MU UM,,M= MNM NN NM,, 
其 中 M, 表示 第 i 盒 不 空 的 放 法 构成 的 集合 . 

首先 ,计算 151. 因 为 n 个 不 同 的 球 放 到 ; 个 不 同 的 盒子 中 时 ,每 一 个 球 都 有 个 
盒 可 供 选 择 且 每 盒 的 球 数 不 限 , 故 1S1 = 

再 计算 1M;1. 因 第 ;i 盒 是 空 盒 ， 故 每 个 球 应 放 在 其 他 +- 1 个 盒 中 ,有 -~ 1 个 盒子 
可 供 选 择 ,所 以 1 M.| =(r 一 1)" (1<ig7). 同 理 |1MNM1=(r-2)"(1<i<j<r),… 


IM 站 Ma 站 MI=(r- 且 (1s< 庆 ia<…< 关 二 站 .于 是, 由 容 斥 原理 ,得 
flns7) = 1M = MN M,N N M1 
=m Cr DD! +C(Cr-2)1 -Cr-3)1 + 1) C1!, 
| 就 是 -个 盒 子 可 辨 昌 无 空 使 的 放 法 种 数 . 
(2) 因 r 个 盒子 不 可 辨 , 若 设 无 空 盒 的 放 法 有 S(n,7) 种 , 则 f(n,r)=r! S(n,r)， 
所 以 SCn,7)= 沁 fns7)= 志 [7 -Cr D+ DC 
注 ”5S(n,7) 称 为 第 二 类 stitling 数 . 
例 3 将 与 105 互 素 的 正 整 数 从 小 到 大 排列 成 数列 , 求 出 这 个 数列 的 第 1000 项 . 
(1994 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 
解法 一 (估算 法 ) 设 这 个 数列 的 第 1000 项 是 n. 因 105=3x5x7, 故 依 题 意 ,我 们 
知道 在 小 于 或 等 于 "mn 的 正 整数 中 不 能 被 3,5,7 中 任何 一 个 整除 的 数 恰 有 1000 个 , 记 
5=|1,2,…,n|,4;= {mlmE 5 上 且 m 被 i 整除 1(i=3,5,7), 于 是 由 容 斥 原理 得 
1000 = 14; 门 4; 门 411 
=1S1- (1A31+1As1+1A7) + (43N As + 14 NA +1A NA 1) -14N 4 ni 


=n-([ 针 ] [号 +[3])+ [2s] + [5 人 5] + [35] - [了 5 和 )， 0 
利用 a-1<[a] 


<a 
po 3) + (505-1+387-1+547-1) -5 和 让， 
(和 


n n n n n n 
1000¢ n= 1+ 本 -1+ 卫 -1 + (5+385+507) - (5357-1!) 
n<2194 十 ， 3 1 
即 3 。 所 以 2178 计 <n<2194 才 : 
n>2178 闻 ， 


又 nn 与 105 互 索 ,所 以 n 的 值 只 可 能 为 2179,2182,2183,2186,2188,2189,2192,2194. 
经 检验 ,其 中 只 有 n=2186 满足 方程 ,故此 数列 的 第 1000 项 为 2186. 
注 检验 时 应 从 中 间 的 数 2186 开始 ,代入 @ 的 右边 , 若 大 于 1000, 则 从 小 于 2186 
的 3 个 数 中 取 中 间 一 个 数 再 检验 , 若 小 于 1000, 则 从 大 于 2186 的 4 个 数 中 取 中 间 任 意 
一 个 再 检验 ,直到 找 出 满足 条 件 的 值 为 止 .因由 本 题 题 意 知 方程 中 只 有 唯一 解 , 故 只 要 
检验 出 n =2186 满足 @ ,其 他 的 值 就 不 必 再 检验 .这 种 检验 数值 方法 ,叫做 对 分 法 , 它 
是 优选 法 理论 中 的 一 种 重要 方法 . 


解法 二 (组 合 分 析 法 ) ”我们 先 弄 清 题 中 数列 的 结构 后 ,再 进行 计算 . 
= _ 25 [ 


寅 五 中 澳 下 开心 泣 涝 加 蓉 症 CO 


窗 酝 路 商 否 五 性 涤 洪 避 兴 着 O 


首先 , 求 出 S = 11,2,3,…,105} 内 与 105 =3x5x7 互 素 的 正 整数 的 个 数 , 令 4; = 
[mlmE 5S 且 m 被 i 整除 (i=3,5,7). 于 是 $ 中 与 105 互 素 的 正 整 数 的 个 数 为 
14;N4sNMA1 
=1S1 -1431 -14s1 -1A11+1AsNAsl+ 14N Al+1As NA- 14 NA4sfNN 41 


=105- [ 殖 ] - [ 芋 ] - [¥]+ [xs] + [3%5]+ [又 ] - [5 区 


=105-35-21-15+7+5+3-1=48. 

其 次 , 设 所 有 正 整 数 中 与 105 互 素 的 正 整数 从 小 到 大 排 成 的 数列 为 1a, | ,于 是 

a1=1,a2=2,a3=4,…,a% = 101,an =103,aw = 104, 并 记 P= {a,as,…, awn}. 

一 方面 ,数列 | a, | 中 每 一 项 a, 可 表示 成 为 a, = 105*k + r(k,r 为 非 负 整数 ,0< r< 
104) ,于 是 ,由 (a.,105) = (105# + r,105) = (r,105) = 1, 知 rE P, 即 数列 1a, | 中 每 一 项 
可 表 成 a, = 105k + r( 为 非 负 整数 ,rE P) 的 形式 . 

另 一 方面 ,对 任意 非 负 整数 上 及 任意 rE P, 由 (105k + r,105) = (r,105) = 1, 知 数 
列 { ea. 中 必 有 某 一 项 a, = 105E + r- 

可 见 ,数列 | a, 1 由 且 仅 由 形 如 105k + r( 大 为 非 整数 , rE 已) 的 数组 成 , 因 对 每 一 个 
固定 的 上,r 取 遍 PP 中 的 数 时 , 形 如 105k + r 的 数 有 48 个 ,得 到 数列 中 48 个 项 ,因为 
1000=48x20+40, 所 以 am = 105 x 20+ aw. 

而 as = 104, am = 103, au = 101, as = 97, au = 94, ae = 92, ao = 89, ah = 88, 
au = 86, 所 以 om = 105 x 20 + 86 =2186. 

即 所 求 数列 的 第 1000 项 等 于 2186. 

例 4 给 定 2003 个 集合 ,每 个 集合 都 恰 含 4 个 元 素 ,并 且 每 两 个 集合 恰 有 一 个 公 
共 元 . 试 求 这 2003 个 集合 的 并 集中 元 素 的 个 数 . 

解法 一 ” 设 给 定 的 2003 个 集合 为 4 , 4,,…, 4xm . 依 题 意 有 14,1=44(1<i< 
2003) .14: 门 41=1(1<i<j<2003). 为 了 求 141U 4;U…U hxm1, 由 容 斥 原理 ,只 需 
求 14 间 40 站 站 11<i < 记 <…< 训 <2003,k 宇 3). 由 14i 门 41=1 知 这 个 数 至 
多 等 于 1, 若 都 等 于 1, 则 必 有 一 个 元 是 所 有 4; 的 公共 元 . 

考虑 4 . 它 与 其 他 2002 个 集合 4:(2< i<2003) 都 有 唯一 公共 元 .又 1411=44, 且 


[293] = 45, 若 4 中 每 个 元 至 多 属于 其 他 45 个 集合 , 则 4, 至 多 与 其 他 44 x 45 = 1980 


个 集合 有 公共 元 ,矛盾 .可 见 4 中 必 有 一 个 元 a 至 少 属于 其 他 46 个 集合 ,不 妨 设 a 属 
于 4,4，,…,An, 并 设 B 是 Aw,4w,…, Axmw 中 任意 一 个 集合 ,如 果 a 锋 B, 又 因为 B 
与 41,4,,…,Aw 中 每 一 个 都 有 公共 元 , 且 这 些 公共 元 两 两 不 同 ( 这 时 , 阁 B 与 4; 及 4 


(1<i<j<47) 有 相同 的 公共 元 5, 则 5#c, 于 是 4; 与 4(1<i<j< 和 0) 有 两 个 公共 元 
a 和 5b, 矛盾 ) ,可 见 B 至 少 有 4 个 元 ,这 与 181= 和 4 矛盾 . 故 必 有 a€ B, 即 a 是 2003 
-| 个 集合 4 ,4;，…, hm 的 公共 元 ,但 4, ,4:，…4am 中 任何 两 个 只 有 唯一 公共 元 a, 所 
以 


14 MA, NN A 1=11s<i < <is2003). 


由 容 斥 原理 得 
141U 4; UU Axm 1 


= 避 141 Dal NA ta NAN A +14n4n…n4anl 
=2003x44- Can + Cim -…+ CE 
=M0xMMt Cn = Ch- (Ch 3) 
= 86130- (1- 1)2m = 86130. 
解法 二 ” 同 解法 一 知 a 是 2003 个 集合 4 ,4 ，…4zxm 的 公共 元 ,并 且 4 ，42，… 
4zm 中 任何 两 个 只 有 唯一 公共 元 a. 又 每 个 集合 有 44 个 元 素 ,2003 个 集合 共有 2003 x 
44 个 元 素 .但 是 其 中 只 有 元 素 a 被 重复 计算 了 2003 次 .所 以 
1A1U A UU Axm1 =2003 x 44 - (2003 - 1) = 86130. 


6. 母 函 数 方法 

例 1 将 n 元 钱 全 部 兑换 为 1 元 和 2 元 的 纸币 , 问 有 多 少 种 不 同 的 兑换 方法 ? 

解 设 共有 a, 种 不 同 的 兑换 方法 ,于 是 o。=，, 罗 .1(4 ,为 非 负 整数 ),o, 的 母 
函数 为 

Ho) = = 电 号 De = 轧 呈 人 


be ne0 +2 =1 


=0 
= (Bs) 
和 ji 1 
-2x 1-x (1l-x)(l+x) 
2 
二 位 = Tt 
1 
“| 


@ 中 令 x=0, 得 4+B+C=1, 那 么 B=1-(4+C)=1- 训 = 十, 故 


1 
于 是 4= 了 Tz| 1 4° 


f(4) = Dar" = 


1 第 1 1 
2 2(1— x) + 41 -x) + ACT+x) 
27 f 


侍卫 中 演 丑 卫 届 潍 江 加 入 奖 O 


1 总 1 

FC + 才思 到 中 (- Dw 

ntl 1+(-1)、。 总 2n2+3+(-1)” 。 
= 4 


所 以 o =29+3 本 一 1 , 即 共 有 22+3 志 (一 1 种 竞 换 方 法 


例 2 各 位 数字 之 和 等 于 12 的 四 位 数 共有 多 少 个 ? 
解 设 各 位 数字 之 和 为 n 的 四 位 数 有 a, 个 , 则 ea =，，， 沁 1(4 为 非 负 整数 ， 


了 


i=1,2,3,4),1<t<9,0<4<9(j=2,3,4), 则 a, 的 母 函 数 为 
A(z) = Da = 3 1)x" 


0 tt 人 ti 


: Be | 
BD Ptr 
0 4 =0 4 =0 


次 瑟 中 监 下 廿 性 泛 漠 攻 站 交 O 


0 
= > 
Cr 3 


=(x+x + + 1+ x+ r+ +) 
=(1+x+°+X) (+r+ .+x ) 
_ (x0): (1- 0) 
(1-x) (x) 
= (1-4z9+6 44 + a) 3 +3 ) Cw 
| 其 中 x 的 系数 为 
ea=(Ca =403,3) ~ (Ch,s —3Ci,,)=(455— 40) - (91- 18) = 342. 
| 即 各 位 数字 之 和 等 于 12 的 四 位 数 有 342 个 . 
例 3 和 袋 中 有 红 、 白 \ 黑 三 种 颜色 的 球 各 10 个 ,从 中 抽出 16 个 ,要 求 三 种 颜色 的 球 
都 有 , 问 有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? 
解 假设 每 次 取出 n 个 球 的 取 法 总 数 为 a, ,其 中 红 、 白 、 黑 球 的 个 数 分 别 为 x, ， 
x29 X35 则 a = ,2 1(x; 为 正 整数 ,1< x <10,i= 1,2,3), 于 是 a, 的 母 函 数 为 


f(x)= Saw = > 2 l= S $ ns 
($e)( pe 
re 2 (1— x) | 


=2(1-3x0+3x2 — x”) Ca 


其 中 的 系数 为 
3 28 Es 


ac = C5, -3C3. = 105-30=75. 
即 共有 75 种 不 同 的 取 法 . 

例 4 将 正 整数 n 写成 若干 个 1 与 若干 个 2 之 和 , 和 项 顺序 不 同 的 认为 是 不 同 的 
写法 ,所 有 写法 种 数 记 为 a(n) .将 n 写成 若干 个 大 于 1 的 整数 之 和 ,和 项 顺序 不 同 的 
也 认为 是 不 同 的 写法 ,所 有 写法 种 数 记 为 8(n). 证 明 :对 每 个 正 整 数 n,a(n)=B(n+ 
2) . (第 17 届 美 国 普 特 南 竞赛 试题 ) 

证 明 我 们 找 出 关于 a(n) 及 8(n) 的 母 函 数 . 首 先 ,n 作为 上 个 1 与 2 的 有 序 和 的 
表达 式 的 数目 显然 等 于 (x + x?)* 的 展开 式 中 x 的 系数 ,所 以 


1+ Saln)x=B(s+): = 
又 n 作为 k 个 大 于 1 的 正 整 数 的 有 序 和 表达 式 的 数目 等 于 (x? + +…+x"+…)* 的 
展开 式 中 x" 的 系数 .所 以 


1+ SpO) = 电 (+2= 训 于 )-(-] 王 )- 


二 二 二 
1 -一 和 1-x-2X 


于 是 

pn) =x +Y Saln)w 
即 B(2)x? + B(3)x + + Bn+2) ?+ 

=x +a(l)x +a(2)x + +a(n)x ?+ 
比较 同 次 项 的 系数 得 a(n) = B(n +2). 

例 5 一 副 三 色 纸牌 共 32 张 , 其 中 红 黄 蓝 每 种 颜色 的 牌 各 10 张 , 编 号 分 别 是 1,2， 
3,…,10; 另 有 大 小 王 各 一 张 , 编 号 均 为 0. 从 这 副 牌 中 取出 若干 张 牌 , 然 后 按 如 下 规则 
计算 分 值 :每 张 编号 为 的 牌 计 为 2 分 .车 它们 的 分 值 之 和 等 于 2004, 就 称 这 些 牌 为 
一 个 “好 " 牌 组 . 试 求 “ 好 ” 牌 组 的 个 数 . (2004 年 第 3 届 女 子 奥 林 匹 克 试题 ) 

解 用 a 表示 分 值 之 和 等 于 n 的 牌 组 数目 .于 是 a, 的 母 函数 为 


/2)= Dor (+ Pt t+) 


1 


Tt + C+) + ) 


1 21 ys 
RC (1 


WB 1 
因为 2004 <2" , 故 ozo 等 于 [Tz)CI-x 了 展开 式 中 x 闻 的 系数 .而 


离 也 路 监 相 女性 磷 汪 由 并 交 0O 


次 西宁 监 下 壬 性 活 灌 同 并 着 oO 


定理 2( 反 射 原理 ) 设 bo >0, 如 >0 且 @ 成 立 ,从 格 点 (a, bo) 出 发 并 与 x 轴 有 公 
| 30 汪 = 


ry jy 
故 其 中 xz 系数 为 
amm = Clos + Co+…+CI+Ci 
= 2005 + 2003 + …+3+1= 1003? = 1006009. 
即 所 求 “好 " 牌 组 数 为 1006009. 


7. 折线 法 与 反射 原理 


如 图 1 -5, 在 平面 直角 坐标 系 中 ,从 格 点 4(a, bo) 到 格 点 B(a + n,b,) 的 连 线 由 
单位 正方 形 的 对 角 线 首尾 连接 而 成 ,并 且 任 何平 行 y 轴 的 直线 与 这 条 连 线 至 多 只 有 一 
个 交点 ,我 们 就 把 这 条 折线 叫做 连接 4,8 的 折线 ;点 4 称 为 折线 的 起 点 ,点 B 称 为 折 
线 的 终点 ;折线 上 每 个 单位 正方 形 的 对 角 线 称 为 这 条 折线 的 一 节 


Ala,bo)| 


图 1-5 
过 4 作 和 斜率 为 -1 的 直线 4 ,过 B 作 和 斜率 为 1 的 直线 六 ,显然 4,8 之 间 能 用 折线 
连接 的 充 要 条 件 是 4 与 i, 的 交点 为 格 点 , 即 


1 bol<n 且 n+b, -bo 是 偶 数 . (0 
定理 1 如 果 格 点 (ao, bo) 与 (a + n,b,) 满 足 @ 式 ,那么 连接 两 点 的 折线 条 数 为 
CH¥+h to . 


证 明 “由 两 点 的 模 坐 标 知道 ,这 折线 有 n 节 , 其 中 有 m = 二 (n+ 6 - 如) 节 的 人 
率 为 1,n -ni 节 的 斜率 为 - 1, 而 且 这 种 折线 全 体 与 由 个 1 及 nn 个 -1 的 排列 方 
法 全 体 一 一 对 应 ,后 者 的 排列 数 为 C% , 故 所 求 折线 数 为 Ch = C3"*%- 和 0). 


共 点 ,最 后 到 达 格 点 (a + n, 5,) 的 所 有 折线 条 数 等 于 从 点 (a, - 加) 出 发 到 达 格 点 
(a +n,b,) 的 所 有 折线 的 条 数 . 

证 明 ”如 图 1-6, 从 (a, bo) 出 发 的 一 条 折线 1 Ca 
与 x 轴 的 第 一 个 ( 自 左 到 右 数 ) 交 点 为 (c,0), 作 折线 
4 : 自 点 (ao, - bo) 至 点 (c,0) 这 一 段 与 1 自 点 (a, bo) 
至 点 (c,0) 一 段 关于 x 轴 对 称 , 自 点 (c,0) 至 点 (a + 
n,b, ) 则 与 1 重合 . 令 ! 与 了 上 对 应 ,显然 这 个 对 应 是 
一 一 对 应 ,于 是 要 证 的 结论 成 立 . 

由 定理 1 和 2 即 得 下 列 推论 : 

推论 设 5。>0,6b, >0 且 成 立 , 则 图 1-6 

(1) 连 接 格 点 (a,bo) 与 (a + n,b,) 且 与 x 轴 有 公共 点 的 折线 条 数 为 C3"*%*%) ， 

(2) 连 接 格 点 (a,bo) 与 (a + n,b,) 且 与 x 轴 没 有 公共 点 的 折线 条 数 为 

CH¥ln+ ho) ee CH h +) 

给 定 集合 4 ,设法 把 4 中 元 素 与 xoy 平面 上 的 某 些 折线 作 一 一 对 应 , 便 可 将 4 中 
元 素 的 计数 问题 转化 成 对 折线 的 计数 问题 . 

例 1 甲乙 两 人 参加 竞选 , 甲 得 m 张 选票 , 乙 得 n 张 选票 ,m > n. 问 :在 m+n 
张 选票 逐一 唱 票 的 过 程 中 , 甲 得 的 票数 一 直 领 先 的 点 票 记录 有 多 少 种 可 能 ? 

解 点 票 记录 用 m+ n 元 有 序 组 (a1,as,,…, a。-,) 表 示 , 当 第 次 唱 票 时 ,是 甲 
的 选票 , 则 取 as =1; 是 乙 的 取 票 , 则 取 as = -1(k=1,2,… ,m+n). 令 Bi=a1+ar+"*+ 
ai(k=1,2,…,m+n), 自 左 到 右 依次 连接 以 下 格 点 (1, 51),(2, 682),…,(k, bi)，…， 
(m+n,b,，) ,得 到 一 条 含 m+ n 一 1 节 的 折线 . 因 甲 的 票数 一 直 领 先 , 故 b, >0(k=1， 
2,…,m+n) 且 b=1,b%,。=m-n, 可 见 折线 是 一 条 连接 (1,1) 与 (m+ n,m-n) 且 与 
x 轴 没 有 公共 点 的 折线 .将 具有 这 种 性 质 的 折线 全 体 记 为 N, 符 合 题目 条 件 的 点 票 记 
录 全 体 记 为 M , 则 M 与 N 成 一 一 对 应 ,由 推论 得 


二 _ rm-1 rm _ 到 一 下 rm 
INI=1MI= Chrn-! Crin-i mtnC™e. 


注 例 1 是 组 合 分 析 中 有 名 的 选择 问题 (也 称 投票 问题 ) ,所 得 到 的 结论 称 为 选择 
定理 . 

例 2 戏院 票房 前 有 2” 人 排队 买 票 ,每 张 票 的 价格 为 5 元 ,其 中 有 n 个 人 各 持 一 
张 5 元 的 纸币 , 另 n 个 人 各 持 1 张 10 元 的 纸币 ,售票 处 没有 零钱 找补 . 问 :使 大 家 都 能 
顺利 买 票 ,不 致 发 生 找补 零钱 的 困难 的 排队 方法 有 多 少 种 ? 


解 在 平面 直角 坐标 系 中 以 0(0,0) 和 点 B(2n,0) 分 别 表示 “售票 开始 "和 “售票 
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离 互 中 监 避 王 性 泣 水 局 潍 交 O 


族 吾 中 涂 层 且 眉 溢 负 加 汶 浅 O 


结束 ”. 持 5 元 纸币 买 票 用 斜率 为 1 的 一 节 折线 表示 , 持 
10 元 纸币 买 票 用 斜率 为 - 1 的 一 节 折 线 表 示 . 于 是 ,要 使 
买 票 顺利 进行 ,显然 当 且 仅 当 所 作 折 线 全 在 x 轴 上 方 
(至 多 与 x 轴 接 触 ,但 不 会 越过 ) ,从 定理 1 知 , 从 (0,0) 
到 (2n,0) 的 折线 数目 为 C2, ,为 了 求 得 满足 条 件 的 折线 
数 , 只 要 从 中 减 去 越过 x 轴 的 折线 数目 ,显然 每 条 越过 
x 轴 的 折线 且 必 定 与 直线 y = - 1 有 公共 点 .如 图 1 -7， 
设 自 左 至 右 的 第 一 个 公共 点 为 4 ,将 折线 ! 上 0 到 4 的 一 段 以 直线 y = - 1 为 对 称 轴 翻 
折 下 来 ,余下 部 分 不 动 , 则 得 到 一 条 从 0'(0, -2) 经 过 4 到 有 B(2n,0) 的 折线 上 ,于 是 我 
们 令 1 与 对 应 ,这 个 对 应 显然 是 一 一 对 应 , 故 越过 x 轴 的 折线 数 等 于 从 0'(0, - 2) 到 
8(2n,0) 的 折线 数 C22 ,所 以 ,在 x 轴 上 方 (至 多 与 x 轴 接 触 ) 的 折线 数 为 C3, - C2:' = 


二 人 ee 和 ， 妈 符 合 条 件 的 排队 方法 有 -22) 种. 

例 3 甲乙 两 人 打 乒 乓 球 , 打 成 14:14, 间 在 比赛 过 程 中 , 除 中 途 从 有 一 次 比分 相 
等 外 ,四 都 领先 的 比分 序列 (其 全 体 记 作 MM) 有 多 少 种 ? 

解 设 叶 中 的 比分 序列 m 为 x4:y(k=1,2,3,…,28), 令 b= 一 yi, 则 bn =0， 
让 m 与 依次 连接 下 述 点 列 

(0,0) (1,61),(2,62), (27, bm), (28,0) 


的 一 条 折线 1 对 应 ,以 4 记 除 起 点 (0,0) ,终点 (28,0) 外 ,与 * 轴 恰 有 一 个 公共 点 且 落 | 


在 上 半 平 面 的 折线 全 体 , 则 1€ 4, 且 按 上 法 M 与 4 成 一 一 对 应 ,所 以 1MI = 141. 
以 B 记 除 起 点 (0,0) ,终点 (28,0) 外 ,与 x 轴 没 有 其 他 公共 点 且 落 在 上 半 平 面 的 折 
线 全 体 , 因 B 中 折线 必 过 点 (1,1) 及 (27,1) ,由 反射 原理 的 推论 中 结论 (2) ,可 得 


181 = CE Cr CEsritD = 吉 . 


图 1-8 


Ee 


下 证 181= 141. 设 !E4, 且 与 x 轴 在 * =2k 处 相交 ,此 点 分 ! 为 两 段 1 与 1,( 图 
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1-8). 去 掉 4 的 第 1 节 , 平 移 4 接 在 点 (2# + 1,1) 处 ,然后 将 去 掉 的 那 一 节 补 在 (0,0)》 
到 (1,1) 的 连 线 处 ,这 样 得 到 折线 属于 B. 令 1 与 1 对 应 , 易 知 这 是 4 与 妃 之 间 的 一 一 


对 应 , 故 141 = 1B1, 于 是 MI= 141= 1B1= 才 人 嗓 . 


例 4 甲 有 m 粒 豆子 , 忆 有 m+2n 粒 豆 子 (mm,m>1) .甲乙 两 人 以 丢 掷 硬币 为 游 
戏 ,出 正面 时 , 乙 给 甲 一 粒 豆子 ,出 反面 时 , 甲 给 乙 一 粒 豆子 .如 果 某 人 的 豆子 输 光 , 游 
戏 结束 .以 4 记 恰好 在 第 m +2n 次 竺 搓 硬 币 后 , 甲 把 m 粒 豆子 输 光 的 丢 掷 序列 全 体 ， 
试 求 4 中 序列 的 个 数 . 

解 当 第 大 次 投掷 硬币 后 , 若 出 正面 , 则 令 a = - 1, 若 出 反面 , 则 令 a; = 1, 并 令 
和 =a+o+ 和 +aet( 天 =12, 玫 +22). 于 是 , 若 冯 =0 则 及 表示 第 大 次 投掷 硬币 
后 , 甲 给 乙 的 豆子 总 数 ; 若 b <0 则 16b1 表 示 乙 给 甲 的 豆子 总 数 . 依 题 意 有 ,b,,2, = m. 


作 从 0(0,0) 到 M(m +2n,m), 并 依次 经 过 (1,51),(2,b2)，…, (m+2n 一 1, ba.20.1) | 


的 折线 ,于 是 ,4 中 每 一 个 序列 a 对 应 出 一 条 从 0(0,0) 出 发 ,并 在 x = m +2n 首次 达到 
直线 y = m 的 一 条 折线 1. 这 时 我 们 令 a 与 1 对 应 ,于 是 ,车 将 从 0(0,0) 出 发 并 在 x = 
m+2n 首次 到 达 直 线 y = m 的 直线 的 全 体 记 为 8, 则 上 述 对 应 是 4 与 B 之 间 的 一 一 对 
应 ,所 以 141=1B8B1. 

再 记 E 是 离开 0(0,0) 后 ,再 不 与 x 轴 共 
点 ,并 最 终 到 达 点 M(m + 2n, m) 的 折线 的 全 
体 .下 面 证 明 181=1E1. 事 实 上 ,如 图 1-9, 任 
取 一 条 属于 B 的 折线 1. 取 线段 OM 的 中 点 P， 
将 1 绕 P 旋转 180° 得 到 折线 1, 则 WEE. 邻 1 一 
与 了 对 应 ,于 是 得 到 B 与 5 之 间 的 一 个 一 一 对 
应 ,所 以 181 = | 五 | ,因为 E 中 的 折线 必 经 过 点 


(1,1) ,最 终 到 达 点 村 (m+2n,m), 且 与 轴 无 图 1-9 
公共 点 , 故 由 反射 原理 的 推论 ,得 
141=1B1=1El= CE”) Ca 


= Cn 一 Cai- 


m on 
=mn+ Ce- 


8 ”. 群 论 方法 
波 利 亚 (Polya) 群 论 计数 方法 在 计数 理论 中 有 着 极其 重要 的 地 位 .许多 复杂 的 计数 


问题 ,利用 波 利 亚 计数 定理 即 可 迎刃而解 .下面 我 们 对 这 一 定理 的 特殊 情形 作 一 个 初 
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次 百 中 淫荡 玫 性 泛 洪 加 滤 交 O 


订 各 中 小 全 卫 届 溢 洗 回 入 站 O 


首先 ,引信 下 列 概念 : 
定义 1 设 和 N= 并,2,…,n|, 则 从 NN, 到 NN, 上 的 一 个 一 一 映射 ( 双 射 ) p 称 为 N。 
上 的 一 个 置换 ,通常 记 为 


?= (pw 0 罗 Se 


这 里 pg(1),g(2),…,g(n) 恰 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 , 故 N, 上 的 置换 共有 nl 个 . 注 
意 ,在 上 述 表示 法 里 ,置换 与 第 一 行 n 个 数字 的 顺序 是 无 关 的 .例如 N, 上 的 置换 
1 2 23,14 

(6 3 1 35(; 1 4 寺 
表示 的 是 同一 置换 p, 因为 它们 有 相间 的 对 应 关系 :p(1) =4,p(2) =3,9(3) = 1， 
9(4) = 2. 

两 个 置换 yg 与 少 构成 的 复合 映射 , 称 为 这 两 个 置换 的 乘积 ,用 wp 及 ‰ 来 表示 ， 
- 般 说 来 gy 承 yp .例如 给 定 N, 土 的 两 个 置换 


»=(, 2 3 外 y=-( Pp 4)， 


| 人 23 2 143 
则 mw-( 4 3 3 (2 1 
可 见 gy # yp. 


定义 2 设 g 是 N, 上 的 一 个 置换 ,a,a,,…,a, 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 . 若 
pla)=a, p00) = 0 ,pl ) = g(a),p(a) = p(a), 且 当 k<n 时 有 


g(a) = i419(G442) = a442 ,9(4,) = a,, 则 称 g 是 一 个 k 阶 循环 置换 或 k 阶 轮 | 


换 .这 样 的 一 个 转换 我 们 记 为 (a 42… a ) 或 (az as… axai ) 或 … 或 (axa oa) 
例如 Ns 上 的 下 列 置换 是 一 个 3 阶 轮 换 : 
( ,1 
Je 
应 注意 ,并 非 W 上 的 每 一 个 置换 都 是 轮换 .例如 , N; 上 的 置换 
| Se Be 
°-(; 4152 
不 是 一 个 循环 置换 .但 它 可 以 写成 两 个 轮换 的 乘积 p = (1 3)(245). 
一 般 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 : N, 上 的 每 一 个 置换 都 可 以 写成 若干 个 互相 没有 共 


) = (245) = (452) = (524). 


9 同 数字 的 轮换 的 乘积 . 
六 


由 一 一 映射 的 性 质 可 知 N, 上 的 全 体 置换 组 成 的 集合 5, 满足 下 列 性 质 ; 

(1) 置 换 乘 法 满足 结合 律 . 即 对 任意 a,B,YE 5, ,有 (a8)Y = c(By). 

(2) 存 在 置换 7= (1)(2)…(m) ,叫做 便 等 置换 ,使 对 任意 PE 5,, 有 lp= gl = 9. 

(3) 对 每 一 个 PE 5, ,存在 逆 置 换 pg-'( 即 p 的 逆 映 射 ), 使 pp! = p-2p = 了 

这 时 ,我 们 称 5, 对 置换 乘法 构成 群 ,并 且 称 $, 为 n 阶 置换 群 . 

应 注意 ,车 5, 的 一 个 子 集 G 也 满足 上 述 三 条 性 质 时 ,我 们 称 G 也 构成 群 , 且 称 G 
是 $5, 的 一 个 子 群 .例如 ,不 难 验证 : 5, 的 下 列 含 4 个 置换 的 子 集 G = 17,(1,2),(3,4)， 
(1,2)(3,4 半 构成 54 的 一 个 子 群 .今后 ,我 们 称 G 是 N, 上 的 一 个 置换 群 , 指 的 是 G 是 
5, 本 身 或 5 的 一 个 子 群 . 

下 列 定理 是 波 利 亚 计数 定理 的 一 个 特殊 情形 . 

定理 1 设 和 N=11,2,…,n|,G= ip,p…,pt 是 W 上 的 一 个 置换 群 ,用 m 种 
颜色 给 N, 中 的 元 素 染色 , 则 在 G 的 作用 下 不 同 的 染色 方案 数 是 

= Tm 
其 中 C( P) 是 将 置换 P; 分 解 或 轮换 乘积 时 所 含 轮换 (包括 1 阶 轮换 ) 的 个 数 . 

关于 这 个 定理 的 证 明 这 里 就 不 介绍 了 ,读者 可 参看 有 关 组 合 数学 的 书籍 .下 面 举 
例 说 明 这 个 定理 的 应 用 . | 

例 1 在 皇冠 的 5 个 位 置 上 各 镶嵌 一 颗 销 石 ,它们 分 布 在 一 个 1 
圆周 的 5 等 分 点 上 .车 有 3 种 颜色 的 钻石 可 供 选 用 ， 有 多 少 种 嵌 法 ? ， 
假设 5 个 位 置 是 没有 区 别 的 . 

解 如 图 1-10, Ns = |1,2,3,4,5|, m=3,N 上 的 群 为 C= 
iP=7,P;,P;,P,Ps} ,其 中 3 4 

P=7=(1)(2)(3)(4)(5), 不 动 ， 图 1_10 

P= (1 2 3 4 5), 逆 时 针 旋 转 72°， 

P; = (1 3 5 2 4), 逆 时 针 旋 转 144°， 

P= (1425 3), 逆 时 针 旋转 216?， 

P; = (1 5 4 3 2), 逆 时 针 旋 转 288?. 


由 定型 (1) 得 ,不 同 的 戏 人 方法 数 为 M = 十 (3 +3+3+3+3) =51. 


例 2 如 图 1 - 10, 用 绳子 将 5 粒 珠子 串 成 一 副 项 链 . 今 有 3 种 颜色 的 珠子 可 供 使 | 
用 , 问 共 可 串 成 多 少 种 不 同 的 项 链 ? 


解 N=11,2,3,4,51,m=3, Ns 上 的 置换 群 为 C= 1P = 7, P,P,,…, P| ,其 


隆 表 中 半壁 五 站 溢 昱 加 计 奖 0 


硒 豆 中 深层 卫 惊 潍 沁 同 深 六 O 


中 P,P,,…, Ps 与 例 1 相同 ,而 
Ps = (1)(2 5)(3 4) ,关于 过 圆心 及 1 的 直线 的 轴 对 称 ， 
P; = (2)(1,3)(4,5) ,关于 过 圆心 及 2 的 直线 的 轴 对 称 ， 
Ps =(3)(2,4)(1 5) ,关于 > 及 3 的 直线 的 轴 对 称 ， 
P= (4)(3 5)(1 2) ,关于 过 圆心 及 4 的 直线 的 轴 对 称 ， 
Pio = (5)(1 4)(2 3) ,关于 过 圆心 及 5 的 直线 的 轴 对 称 . 
于 是 ,由 定理 1 得 ,不 同 的 项 链 数 为 


= 而:+3+3+3+3+3+3 +3 +3 +3)=39. 


例 3 正方 体 的 8 个 顶点 各 镶 一 颖 钻石 ,有 m 种 不 同 颜色 的 钻石 可 供 选 用 , 求 不 | 


同 的 稚 法 种 数 (假设 8 个 顶点 彼此 是 没有 区 别 的 ) . 

解 如 图 1-11,Ns = 11,2,3,4,5,6,7,8}, Ns 上 的 群 C = 
1Pi,P,,…, Px|,G 中 置换 可 分 为 5 类 (图 1- 12) . 

I 类 .使 正方 体 不 动 的 置换 P= [= (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) 3 
(8), 故 CCP) = 8. 


开 类 .以 正方 体 对 面 中 心 连 线 为 轴 旋 转 * 90?, 这 类 置换 有 6 | 5 
个 : 忆 , PP ,每 一 个 可 写成 2 个 4 阶 轮换 之 积 .例如 已 =(1 7 


234)(5678), 故 C(P.)=2(i=2,3,…,7). 5 
亚 类 .以 正方 体 两 个 对 面 中 心 连 线 为 轴 旋 转 180°, 这 类 置换 
有 3 个 :Pi, Ps,Pio, 其 中 每 一 个 都 能 写成 4 个 2 阶 轮换 的 乘积 .例如 Ps = (1 00 | 
7)(6 8), 故 C(P;)=4(i=8,9,3). 
类 .以 正方 体 对 角 线 为 轴 旋 转 + 120", 这 类 置换 有 8 个 : Pi, Pi, ,…, Pis, 其 中 每 
-个 都 可 写成 2 个 1 阶 轮换 与 2 个 3 阶 轮 换 的 乘积 .例如 Pi = (1)(7)(254)(368) , 故 
C( 己 )=4(i=11,12,……,18) . 


+ 图 1-11 


图 1-12( 工 下) 图 1-12(N) 图 1-12(V) 


V 类 .以 正方 体 的 两 条 对 棱 中 点 为 轴 旋 转 180°, 这 类 置换 有 6 个; Ps, Pn,**, Pa, 
其 中 每 个 都 是 4 个 2 阶 轮换 的 乘积 .例如 Pe = (1 5)(2 8)(3 7)(4 6), 故 C(P)=4(i= 
19,20,…,124) . 

由 定理 (1) ,得 不 同 的 嵌入 方法 数 为 


24 
= 去 名 me = 去 ( me +6m2+3m4+8m4+Gm4) 


= 去 mCms +17m2 +6). 

例 4 给 定 正方 体 ,对 其 表面 染色 ,每 面 只 染 一 种 颜色 ,有 m 种 颜色 可 供 使 用 . 问 
共有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 

解 ”Ne = |1,2,…,6|, 这 里 ,1,2,3,4,5,6 分 别 表示 正方 体 的 
上 、 下 及 四 周 的 4 个 面 (图 1-13), 同 上 例 N 的 置换 群 G = |P， 
P.,…, Pu|,G 中 置换 分 为 5 类 (图 1- 12). 

I 类 .使 正方 体 不 动 的 置换 P, = 7, = (1)(2)(3)(4)(5)(6), 故 
C(P)=6. 

下 类 .以 正方 体 两 个 对 面 中 心 的 连 线 为 轴 旋 转 + 90*, 这 类 置换 
有 6 个 :P,P ，,…, P, ,其 中 每 一 个 都 可 看 成 2 个 1 阶 轮换 与 1 个 4 图 1- 13 
阶 轮 换 的 乘积 .例如 P, = (1)(2)(3456) , 故 C(P ) =3(i=2,3,.…,7). 

下 类 .以 正方 体 两 个 对 面 的 中 心 的 连 线 为 轴 旋 转 180*, 这 类 置换 有 3 个 : Ps, P,， 
Po ,其 中 每 一 个 都 能 看 成 2 个 1 阶 轮换 与 2 个 2 阶 轮换 的 乘积 .例如 P,, = (1)(2)(35) 
(46) , 故 CCP) =4(i=8,9,10). 

了 类 .以 正方 体 的 一 条 对 角 线 为 轴 旋 转 + 120", 这 类 置换 有 8 个 : P，， Pa， Pis, 
其 中 每 一 个 都 可 看 成 2 个 3 阶 轮换 的 乘积 .例如 P,, = (136)(254) , 故 C(P,)=2(i= 
11,12,…，,18) . 

V 类 .以 正方 体 的 一 组 对 楼 中 点 的 连 线 为 轴 旋 转 180*, 这 类 置换 有 6 个 : Ps， 
Pm，…, Px, 其 中 每 个 都 能 看 成 3 个 2 阶 轮 换 的 乘积 .例如 Ps = (12)(34) (56), 故 
C(P)=3(i= 19,20,… ,24). 

于 是 ,由 定理 (1) 得 不 同 的 染色 方法 数 为 


24 
=- Sm ms +6m +3m' +8m: + 6m) 
IlG! ji 24 


= 直 m (m+3m? + 12m + 8). 


由 于 一 般 的 波 利 亚 计数 定理 要 用 到 较 多 的 群 论 知识 来 叙述 ,这 里 只 好 割爱 . 波 利 
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( 工 ) 当 n=2m 为 偶数 时 ， 
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亚 计数 定理 是 计数 理论 中 的 主要 定理 , 它 在 化 学 、 遗 传 学 等 涉及 分 子 结构 的 科学 有 重 
要 的 应 用 .此 外 , 它 在 图 论 ,编码 说 论 以 及 计算 机 科学 等 学 科 中 也 有 广泛 的 应 用 . 


§3 典型 例题 解 题 分 析 


例 1 一 个 正三 角形 4BC ,每 边 n 等 分 ,过 各 分 点 作 其 他 两 边 的 平行 线 ,将 原 三 角 | 
形 剖 分 为 小 的 正三 角形 , 问 : 

(1) 一 共产 生 多 少 个 正三 角形 (包括 原 正三 角形 在 内 )? 

(2) 一 共产 生 多 少 个 菱形 ? (1990 年 中 国 国 家 集训 队 试题 ) 

分 析 所 有 三 角形 分 为 “ 头 朝 上 "和 "* 头 朝 下 "的 两 类 ,每 类 三 角形 按 边 长 从 小 到 大 
逐一 枚 举 出 来 .而 边 不 平行 BC 的 萎 形 的 下 半 部 恰 是 一 个 “ 头 朝 下 "的 正三 角形 ,利用 
这 种 一 一 对 应 关系 便 可 得 出 葵 形 的 个 数 . 

解 (1) 记 原 三 角形 4BC 的 边 长 为 n 且 设 边 长 为 E(1<k<n) 的 “ 头 袁 上 "的 正三 


角形 个 数 为 x, 边 长 为 1< 1<[ 号] ) 的 “ 头 朝 下 "的 正三 角形 个 数 为 y, ,于 是 


和 =1+2+…+m= 二 na(n+D)= 井 [n(na+l)(na+2)-(n-UDnna+l]， 


和 =1+2+…+(n-D= 寺 On-Dn= 二 [0a-Dna+rID-(n-2)(a-1UDn)]， 


xi=1+2= 二 (2x3) = 站 (2x3x4-1x2x3)， 
霹 = 1= 却 (1x2)= 二 (1x2x3)， 

所 以 $1= 宫 m= 证 n(n+t Dn+2). 

又 lt2++(n-1) = 二 n(n-1)， 


思 =1+2+…+(n-3)= 二 (mn-2)(n-3)， 


和 =1+2+…+(n-21+1) = 去 (n-24+2)(1+21+1),1=12…,[ 生 ] . 


[ 纪 
为 了 计算 2 y, 需 分 下 列 两 种 情形 : 


[9 A 
$2 = m2 2) 2m-2+) = 2m 2+2) (2m-21+ 


=29(m- 1+1)7 -Sm-1+1) =23e -2 
= 计 m(m+D)(2m+1)- 吉 mm+l)=m( m+ l(am-l) 


= 二 na(n+2)(2n- D. 


([I) 当 ”=2m -1 为 奇数 时 ， 


[ 旨 a Ri 
5, = 和 pp (2m-2D) 2m-21+1) =25 (m1) + Sm-1) 


= 3(m- Dm(2m-D) +B(m- Dm=d(m- Dm(am+1) 


= 起 (nD(nt 1D(2n+3). 
故 当 n 为 偶数 时 ,三 角形 的 总 数 为 
= 襄 n(n+D(n+2)+ 直 n(n+2)(2n -1) = 二 n(n+2) (2n+1); 
当 n 为 奇数 时 ,三 角形 的 总 数 为 
S= 言 (n+D(na+2)+ 击 (a-D(n+1)(2n+3) = 了 (n+1)(2m2+3a-1) 


(2) 因 为 边 不 平行 BC 的 菱形 的 下 半 部 分 正好 是 一 个 “ 头 朝 下 "的 正三 角形 ,这 种 对 
应 是 一 一 对 应 , 故 边 不 平行 BC 的 菱形 个 数 等 于 “ 头 朝 下 "的 正三 角形 的 个 数 5,, 于 是 
由 (1) 得 所 有 菱形 个 数 为 


直 nCn+2)(2n -1),n 为 偶数 时 ， 


KN 


寺 (n 一 DCn+1)(2n+3),n 为 奇数 时 . 


例 2 4 对 夫妻 去 看 电影 ,8 人 坐 成 一 排 , 若 女 性 的 邻 座 只 能 是 其 丈夫 或 其 他 女性 ， 
共有 多 少 种 不 同 的 坐 法 ? (1995 年 日 本 奥林匹克 预选 题 ) 

分 析 ” 先 用 枚 举 法 弄 清 男女 人 坐 方式 的 类 别 ,再 分 类 将 不 同 的 具体 人 坐 方 法 计算 
出 来 . 

解 ” 先 将 女性 排 定 有 4! 种 方法 .女性 与 女性 之 间 若 坐 有 男性 , 则 男性 至 少 有 2 个 
(两 女性 的 丈夫 ) ,同样 在 男性 与 男性 之 间 人 座 的 女性 也 至 少 有 2 个 (两 男性 的 妻子 )， 


把 座位 连 在 一 起 的 女性 视 为 一 组 , 则 女性 分 组 方式 (不 论 顺 序 ) 有 1+1+1+1,2+1+ 
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的 场次 <[ 刍 ] =3. 但 W,>6. 所 以 hs 还 要 胜 4,,hw, hn,Aw 中 3 人 .不 妨 设 hs 胜 4，， 
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1,2+2,3+1,4. 

孤立 坐 着 的 女性 必须 在 一 排 座位 的 两 端 ( 因 每 位 女性 只 有 1 位 丈夫 ), 所 以 1+1+ 
1+1 的 分 组 方式 不 符合 要 求 . 

女性 分 成 2+ 1+ 1 时 ,两 端 必 须 坐 女性 ,这 时 男性 只 能 分 成 2+ 2, 即 下 列 @ 类 : 女 
男男女女 男 男 女 , 这 时 男性 的 排 法 只 有 1 种 . 

女性 分 成 2+2 时 , 则 只 有 下 列 @@,@,@,@4 类 : 

@ 女 女 男 男 男 男女 女 

@ 女 女 男 男男女女 男 或 男女 女 男 男 男 女 女 

@ 女 女 男 男女 女 男 男 或 男男女女 男男女女 

@@ 男 女 女 男男女女 男 | 
这 时 男性 的 排 法 分 别 有 21,1,1,1 种 , 共 2! +2x1+2x1+1=7 种 . 

女性 分 成 3+1 时 , 则 只 有 下 列 @,,@3 类: 

@ 女 女 女 男 男 男 男女 或 女 男 男 男 男女 女 女 

@ 男 男女 女 女 男 男 女 或 女 男男女女 女 男 男 

@ 男 女 男 男男女女 女 男 或 男女 女 女 男 男 男 女 
这 时 男性 的 排 法 分 别 有 21,1,1 种 , 共 2x2!+2x1l+2xl=8 种 . 

女性 4 人 连 排 时 , 则 只 有 下 列 @,@,@3 类 : 

@ 女 女 女 女 男 男 男 男 或 男 男 男 男女 女 女 女 

四 男 男 男女 女 女 女 男 或 男女 女 女 女 男 男 男 

@@ 男 男女 女 女 女 男 男 
这 时 男性 的 排 法 分 别 31,21,2! 种 , 共 2x3!+2x2! +2! =18 种 . 

综 上 得 排 法 总 数 为 41(1+7+8+18) =24x34=816 种 . 

例 3 12 名 选手 参加 乒乓 球 循环 赛 ,每 两 名 选手 比赛 一 场 , 若 选 手 4; 胜 4 ,4 胜 
hi ,hi 胜 4;, 则 称 | 4; ,4 ,A441 为 三 角形 . 设 L;,W 表示 选手 4; 所 胜局 数 和 所 负 局 数 .已 
知 车 4 胜 4, 则 Li + W 宇 10. 试 求 这 次 循环 赛 中 三 角形 的 个 数 . 


解 依 题 意 ,总 WW = 吕方 = C% = 66, 且 对 任意 i(1<i<12),L+ 多 =11. 不 妨 设 


到 = ,max,| 多 上 ,于 是 7 十 切 了 =5.5, 所 以 所 ,>6. 
若 鸣 =7, 则 万 =11- W<4. 不 妨 设 4 胜 4 4，…4s, 则 由 厂 + 职 >10, 得 
W>10- L>6(i=2,3,…,8). 从 而 L =11- W<5(i=2,3,.…,8). 


考察 4, ,4，,…, hs 之 间 的 C3 = 21 场 比赛 ,不 妨 设 其 中 4s 胜 的 场次 最 少 , 故 4s 胜 


4o,4n. 由 + 形 >10 及 用 <11- 隔 <5 得 及 >10- 玫 >5(0=9,10,11), 从 而 万 = 
11- Ws<6(j=9,10,11). 

若 4 ,4 …,4 中 有 1 人 A 胜 hw, 则 Li + Wa>10, Wy,>10- 心 忆 4; 若 4 
4 4 都 败 于 4 , 则 多 s>11. 故 总 有 用 。>4. 于 是 


风 取 >7+7x6+3x5+4=68>66, 矛 盾 . 
故 W =6, 从 而 WF.<W =6(1<i<12). 类 似 地 可 以 证 明 疡 <6(1<i<12), 而 到 + 
W =11. 故 L;, W; 的 值 只 可 能 等 于 5 或 6. 设 机 ,WW,，,…, Ws 中 有 x 个 等 于 5,y 个 等 于 
6, 则 


5x+6y=66, 人 6， 
上 
发 宁 信 所 以 6. 
不 妨 设 W = WW =… = Ws =5, Wi = Ws=…= Ws=6, 于 是 L=L=…=L=6,1L;= 
Ls="…= Luo=5. 


用 平面 内 12 个 点 ( 仍 记 为 4 ,4,，,…, 4) 表示 

12 名 选手 .车 4; 胜 4, 则 从 4 向 4 画 一 箭头 : 4, 一 
和, 得 到 一 个 有 向 图 G, 图 中 共有 C% = 220 个 三 角 

形 ,这 些 三 角形 分 为 两 类 :在 第 ( 工 ) 类 三 角形 每 个 


顶点 处 的 两 个 箭头 都 是 一 进 一 出 的 ,其 余 的 三 角形 (I) (ID) 
属 第 ( 工 ) 类 (图 1 - 14), 故 所 求 三 角形 的 个 数 即 为 图 1- 14 
第 ( 工 ) 类 三 角形 的 个 数 u. 设 第 ( 工 ) 类 三 角形 个 数 为 v, 则 

w+v=220. O 


我 们 将 从 一 点 出 发 的 两 个 箭头 组 成 的 角 叫 做 射出 角 .一 方面 当 1<i<6 时 ,以 下 
为 顶点 的 射出 角 有 C 个 , 当 7<i<12 时 ,从 4 为 顶点 的 射出 角 有 C3 个 ,所 以 图 6 中 
射出 角 的 总 数 为 

5S=6(C3+ C2) =150. 
另 一 方面 ,在 第 ( 工 ) 类 中 每 个 三 角形 内 无 射出 角 ,在 第 ( 工 ) 类 中 ,每 个 三 角形 内 恰 有 一 
个 射出 角 ,所 以 $S = ,于 是 "= 150. 由 @ 得 

u =220- v=70. 
故 所 求 三 角形 个 数 为 70. 

例 4 设 集合 4= 11,2,…,10} ,4 到 4 的 映射 /满足 下 列 两 个 条 件 : 

(1) 对 任意 x€ 4,fw(x)=x. 


(2) 对 每 个 EN, ,1<k<29, 至少 存 在 一 个 aE4, 使 f(a)z#a. 
i 41 [ 


痪 了 瑟 中 监 否 玫 心 泣 证 四 站 业 oO 


窗 百 宁 监 下 五 心 杰 油 同 渡 交 C 


求 这 样 映射 了 的 个 数 (约定 帮 (z) = AR(xz) ,Hz)=ACRCz)) 大 =1;,2,…). 

(1992 年 日 本 奥林匹克 预赛 题 ) 

分 析 为 了 计算 了 的 个 数 ,必须 弄 清 确定 了 的 条 件 .首先 由 已 知 条 件 (1) 易 证 /为 
双 射 , 且 对 每 个 wE 4 , 必 形 成 一 个 上 的 映射 圈 . 

Qa Ya ,al(a, a …, Qa4-! 互 不 相同 )， 

即 太 (o) =ai. 而 f(a)#¥a(sEN, ,I<sek -1),H k130. 

由 条 件 (2) 则 可 证 了 的 各 映射 图 所 含 元 素 个 数 的 最 小 公 售 数 等 于 30 而 不 能 小 于 
30. 由 此 ,我 们 不 难 计算 出 的 个 数 . 

解 首先 证 明 为 双 射 .事实 上 ,对 任意 x,yE 4,xz#y, 若 f(x)=f(y), 则 = 
f(x)=fw(y)=y, 蔬 盾 , 所 以 是 单 射 .又 对 任意 yE4, 令 x=fw(y)E4, 则 f(x)= 
fn(Y) = y, 所 以 /是 满 射 , 故 了 是 双 射 . 

其 次 ,我 们 证 明 4 中 只 存在 /的 映射 图, 而 不 存在 映射 链 . 即 对 任意 w E 4 ,存在 
太 EN, 使 户 (w) = 而 上/(o) 关 au(sEN: ,1<s<h-1). 事 实 上 ,对 任意 acE4, 有 
fq)=ai( 这 时 =1) 或 (a) = o 关 as 在 后 一 种 情况 下 ,不 可 能 有 户 (w ) = 
扩 a) = a ,否则 f(a)=f(ai)=ai 且 ai ,这 与 是 单身 也 盾 , 故 必 有 f(a;)= 
(oa ) = ai( 这 时 局 =2) 或 f(ai)= a #91, a -车 (ai) = a , 则 依 同样 道理 ,不 可 能 
有 .A(w) = /as ) = al ,an ,而 只 可 能 请 (a) = a;( 这 时 名 =3) 或 h(a;)= aa 天 ai， 
,oa ,如 此 等 等 .因为 4 是 有 限 集 , 所 以 经 过 有 限 次 ( 设 为 次) 后 ,有 所 (ai)= a 而 
(a)#a(sEN, ,1<s<h -1).P 对 任意 ciE4 存在 含 k 个 不 同 元 素 的 映射 圈 

进一步 ,我 们 证 明 每 个 映射 圈 所 含 元 素 的 个 数 整除 30. 事 实 上 , 设 30 = gik; + 六 
(gEN, mrEN,0<ms 记 -1). 若 mx0, 则 au = (ww) = 大 (Wu 《i)) = (6), 这 与 
f(ai)¥a(sEN,1<s<h -1) 矛 盾 ,所 以 r=0, 即 130. 

通过 上 述 分 析 知 4 中 只 存在 f 的 映射 团 且 各 映射 轿 所 含 元 素 个 数 的 最 小 公 倍数 mm 
必 是 30 的 约 数 . 若 m < 30, 则 对 任意 a€4, 有 f(a) = a, 这 与 已 知 条 件 (2) 了 矛盾, 所 以 
m=30, 且 各 映射 章 所 含 元 素 个 数 之 和 应 等 于 4 中 元 素 个 数 10. 但 30=5x3x2 且 10= 
5+3+2, 故 4 中 10 个 元 素 恰 构成 /的 3 个 映射 轿 , 各 映射 圈 所 含 元 素 个 数 分 别 为 5， 
3,2, 故 /的 数目 等 于 从 10 个 元 素 中 取 5 个 ,再 从 剩 下 的 元 素 取 3 个 ,最 后 2 个 也 取出 ， 
它们 分 别 作 圆 排列 的 个 数 , 即 的 个 数 为 

Cio*(5—-1)! -C3(3-1)! :C2(2-1)! =120960. 


注 本 题 中 已 知 条 件 (1) 中 f(x) =x*, 换 成 任意 的 有 (x) =x(noEN, ), 同 样 可 
证 明了 满足 相应 的 性 质 .也 就 是 我 们 事实 上 已 证 明了 下 列 结论 : 

定理 1 设 4 是 有 限 集 ,f:4 一 4 是 双 射 , 则 对 任意 a; € 4, 存 在 正 整 数 ,使 
(4)= ,而 f(a) 尖 ai(sEN, ,1<s<h -1), 即 对 每 一 个 a,€ 4, 在 4 中 都 存在 f 
的 一 个 含 k 个 不 同 元 素 的 映射 链 : 


(0, ，…, a 两 两 不 同 ). 


定理 2 设 4 是 有 限 集 ,f:4 一 4 是 一 个 映射 , 若 存在 no EN, ,使 对 任意 xE 4, 有 
如 (xz) = zx, 则 了 是 双 射 , 且 的 任何 映射 圈 中 所 含 元 素 的 个 数 都 整除 n. 

例 5 设 集合 4=|1,2,3,4,5,6} ,映射 f;4 一 4A, 其 三 次 复合 ff*f 是 恒 等 映 射 ,这 
样 的 /有 多 少 个 ? (1996 年 日 本 奥林匹克 预选 题 ) 


Qa a 


解 ” 由 上 述 定理 2 和 1 知 / 为 双 射 .4 中 只 存在 f 的 映射 轿 , 且 每 个 映射 轿 中 所 售 


元 素 个 数 是 1 或 3, 故 了 只 有 下 列 3 种 情形 : 
(1)/ 为 恒 等 映射 ,这 样 的 上 只 有 1 个 . 
(2)4 中 3 个 元 素 构 成 了 的 映射 图, 另外 3 个 元 素 是 的 不 动 点 ,这 样 的 了 有 
Ci'(3-1)! =40 个 . 
(3)4 中 元 素平 均 分 为 两 组 ,每 组 3 个 数 均 构 成 /的 映射 图, 这 样 的 上 有 
二 GG(3-D! (3-D! =40 个 . 


故 所 求 / 共 有 1+40+40=81 个 . 

例 6 给 定 四 个 正 整数 m,n,p,g, 满 足 p< m 且 g < n, 在 平面 直角 坐标 系 内 取 定 
四 个 点 4(0,0),B(p,0),C(m,g),D(m,n), 考 虑 从 4 到 DD 的 路 径 f 和 从 B 到 C 的 路 
径 g,f 和 & 只 能 沿 着 坐标 轴 的 正方 向 , 且 只 能 在 整 点 处 改变 方向 (从 一 个 坐标 轴 的 正 
方向 变 为 另 一 个 坐标 轴 的 正方 向 ) . 

令 8 是 满足 Ag 没有 公共 点 的 路 径 对 (f, g) 的 个 数 ,证 明 : 

3S = CC- Co Cap. (2003 年 越南 国家 队 选 氢 考试 试题 ) 

证 明 从 4 到 D 的 路 径 可 用 m 个 沿 x 轴 正 方向 行进 1 的 基本 路 径 和 nm 个 沿 y 轴 
方向 行进 1 的 基本 路 径 的 排列 来 表示 ,于 是 ,这 样 的 排列 有 C%, ,种 .对 应 的 从 4 到 D 
| 的 路 径 有 Cm, ,种 . 

同 理 ,从 8 到 C 的 路 径 有 CC%,,-, 种 . 

所 以 ,不 加 条 件 的 (f,g) 对 的 总 数 为 Cr,,C,,_, 种 . 

对 任意 一 组 相交 的 (f,g) 对 , 设 它 们 最 后 一 个 交点 为 K,K 一 D 与 K->C 的 局 部 路 
径 上 没有 交点 .交换 这 两 段 局 部 路 径 , 于 是 将 (/,g ) 映 射 到 另 一 对 路 径 (i,j) = (4 一 K 


离 互 中 监 下 妖 必 演进 加 六 间 O 


效 互 中航 杰 开心 洗 洪 同 涉 冰 O 


A(-41,—31),B(31, ~- 4’). 
| 4 


| 的 解数 的 计算 就 可 得 出 所 求 直 角 三 角形 的 个 数 .这 


一 C,B 一 KD), 且 这 个 映射 是 单 射 .反之 对 任意 一 对 路 径 (i,j) = (4 一 C,BD), 易 
知 它们 是 相交 的 .同样 设 最 后 一 个 交点 为 K 并 且 交 换 K 一 C 与 XK 一 D ,得 到 一 对 路 径 
(4 一 DD,B 一 C) 且 它们 最 相交 的 ,于 是 前 面 得 到 的 映射 是 满 射 ,从 而 此 映射 为 双 射 

所 以 ,相交 的 (f,g) 的 个 数 等 于 (i,j) 的 个 数 ,又 i 的 个 数 为 C”,。,j 的 个 数 为 
C5 ,ssp， 所 以 相交 的 (f,g) 的 个 数 为 Ca,Cs+e-， 

综 上 所 述 ,不 相交 的 (f,g) 的 个 数 为 $= Cm,,C%,g_p 一 CryCn 

例 7 设 M 为 平面 上 坐标 为 (p x 1994,7p x 1994) 的 点 ,其 中 p 为 素数 . 求 满足 下 
列 条 件 的 直角 三 角形 的 个 数 : 

(1) 三 角形 的 顶点 都 是 整 点 ,M 是 直角 顶点 ; 

(2) 三 角形 的 内 心 是 坐标 原点 . (1994 年 CMO 试题 ) 

分 析 ”如 图 1 - 15, 设 直角 三 角形 M4B 满足 条 
件 (1),(2) ,其 内 切 圆 半径 为 ,过 0 分 别 作 MA, MB 
的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 D, C, 则 易 知 0C = 0D = MC = 
MD = r.r 可 由 OM 确定 , 故 Rt 人 MAB 由 BC = u， 
4D = v 唯 一 确定 .为 此 ,我 们 只 须根 据 条 件 (1), (2) 建 
立 u,v 满足 的 不 定 方程 (组 ), 再 通过 不 定 方程 (组 ) 


样 就 通过 建立 对 应 关系 ,将 一 个 复杂 的 不 熟悉 的 问 
题 转化 为 一 个 熟知 的 问题 来 求解 . 

解 ” 为 了 计算 简便 ,将 坐标 原点 平移 到 W ,建立 图 1-15 
新 的 直角 坐标 系 x'My’ ,于 是 在 新 的 直角 坐标 系 中 , W 的 坐标 为 (0,0) ,内心 0 的 坐标 
为 (px1994, -7p x 1994) .所 以 

10MI =V (p x 1994): + (7p x 1994)? = p x 1994x5V7， 

设 人 MAB 为 任意 一 个 符合 条 件 (1)(2) 的 直角 三 角形 ,其 内 切 圆 半径 为 r, 过 0 分 | 
别 作 直角 边 M4 与 MB 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 D 和 C( 图 1- 14). 设 AM 的 斜率 为 上 , 易 知 
OM 的 斜率 为 


并 注意 到 0 为 Rt M4B 的 内 心 ,入 OMA =45°, 故 由 两 直线 夹 角 公式 得 
kr-k 7-k 
1+ EET 1+7k’ 


所 以 大 = 号 .而 MAJLMB, 故 MB 的 斜率 为 后 = -所 . 故 可 设 4,B 的 坐标 为 


1=tan45° = 


因 (3,4) = 1, 且 4, 忆 为 整 点 , 故 上 与 皆 为 正 整数 .于 是 MA = Si, MB = 54, 即 两 直角 
边 的 长 都 是 5 的 正 整数 倍 ,于 是 MC = MD = r= MO cos45° = p x 1994 x 5. 

记 BC=w,4D=v, 则 u= MB- MC=5(t -px1994),v= MA- MD=5(t-px 
1994) , 即 u,v 都 是 5 的 正 整数 倍 

记 入 0BC =a, 人 04D = P, 因 0 是 Rt 人 M4B 的 内 心 , 易 知 c + B= 45, 于 是 tana = 


,tang = 荆 , 且 = tana = tan(45°- p) = 1 -nb - 也- 了 


1l+tanp v+r’ 
2 
所 以 4 


于 是 m 及 n 均 为 5 的 正 整数 倍 , 且 

mm=2r=2x(px1994x5)2=23x9x9972 x p?. 0 
因为 对 于 m,n 的 一 组 正 整 数 解 (m,n), 可 求 出 唯一 一 组 u,v 的 正 整 数 解 (4,v) = 
(n+r,m+7), 从 而 唯一 确定 一 个 符合 条 件 的 Rt 人 MAB. 反 之 亦 真 . 故 符合 条 件 的 直角 
三 角形 的 个 数 5 等 于 不 定 方程 的 满足 条 件 51m,51n 的 正 整数 解 (m,n) 的 组 数 . 


(1) 若 Pz#2,p 尖 997, 则 写 * 号 =2 x p? x 997 的 一 切 解 为 


时 =2’ x p x997: i=0,1,2,3 
j=0,1,2 
针 =2 x pi x (k=0,1,2 
共有 4x3x3=36 组 解 . 
(2) 车 p=997, 则 时 "号 =2 x997 的 一 切 解 为 


J [a ) 

和 2 x9971 j=0,1,2,3,4 

共有 4x5=20 组 解 . 
(3) 车 p=2, 则 办 "号 =2 x 1997 的 一 切 解 为 
号 = 己 x 1997 | 
及 = 了 xl997P7 "j=0,1,2 


共有 6x3=18 组 解 . 


综 上 所 述 ,符合 条 件 的 直角 三 角形 的 个 数 为 
45 


秒 吾 中 沙 层 卫 站 洋 济 同 这 浅 O 


离 互 宁 浴 车 手心 涤 沽 同 涉 交 O | 


20(p =997 时 )， 
18(n -2 时 ). 
解法 二 设 RL 人 MAB 为 符合 条 件 的 任意 一 个 直角 三 角形 ,7r 为 其 内 切 圆 半径 (图 
1- 15) . 同 解法 一 可 得 MA =5t, MB =5t'(t，,t' 均 为 正 整数 ), 且 r=px1994x5, 记 ro= 


Ee 时 )， 
三 


=2x997xp(2,997,p 皆 为 素数 ) .于 是 
4B =VH+HMHB =5V E+. 
由 平面 几何 知识 , 易 知 4B = MA + MB -2r, 即 SV f+t?=5t+5t 10ro. 
两 边 除 以 5 后 再 平方 ,并 经 过 整理 可 得 
(1-2r0)(t -2r0)=27 =2 x997 x p?’. 
记 mo=t-2r0,no=t -2r0; 则 mono =2 x997 xp?’. (0) 
易 知 符合 条 件 的 RIA MAB 的 个 数 $ 等 于 不 定 方程 中 的 正 整数 解 组 的 个 数 , 同 解 


2 
5 


| 法 一 ,可 求 得 


36(p #2 8 p97), 
3S= 120(p=997)， 
18(p =2). 
例 8 将 三 角形 角 边 n 等 分 ,过 分 点 作 其 余 两 边 的 平行 线 ,在 已 知 三 角形 内 所 形成 


| 的 平行 四 边 形 的 个 数 记 为 5, 求 5 的 表达 式 . (1991 年 第 23 届 加 拿 大 奥林匹克 试题 ). 


分 析 一 ”本 题 如 果 仍 按 例 1 用 枚 举 法 逐一 计数 ,将 非常 复 
杂 ( 因 为 平行 四 边 形 的 边 长 有 2 个 ). 如 图 1 - 16 所 示 , 边 不 平 


行 4C 的 平行 四 边 形 ,由 BD = a, DE = 6, EP =c, FC = d( 取 小 


BC 为 单位 长 ) 这 4 个 整数 确定 , 且 a>>0,b>0, c=1,d>1,2< 
a+b+c+d<n, 故 将 边 不 平行 4C 的 平行 四 边 形 的 计数 转化 
为 计算 四 数组 (a ,5 ,c,d) 的 个 数 . BoDbBeFdG CHN 
解法 一 ”如 图 1 - 16 所 示 , 边 不 平行 4C 的 平行 四 边 形 由 图 1-16 
四 个 整数 a,b,c,d 确定 ( 取 士 BC 为 单位 长 ) ,是 a>0,5>0,c>1,d>1,2<a+b+ 
c+d<n, 记 xi =a,x2=b,x=c-1l,x=d-l 及 x +x+x3+xa=k, 则 JOSke 
n 一 2, 因 不 定 方程 x, + x2 + x3+ x4 = 上 的 非 负 整 数 解 组 的 个 数 为 Ci,: ,所 以 边 不 平行 
4C 的 平行 四 边 形 个 数 为 3 = 侣 Ci.3= C+ 加 [Ci C4.s] = C2. 故 图 中 平行 四 边 


形 的 个 数 为 $=35, =3Ct,， 
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分 析 二 ”如 图 1 - 16 所 示 , 边 不 平行 4C 的 平行 四 边 形 由 其 两 组 对 边 所 在 直线 确 
定 ,而 这 两 组 平行 线 的 方向 已 由 4B, BC 的 方向 确定 , 故 这 两 组 平行 线 可 由 每 条 直线 上 
一 点 来 确定 . 若 考 虑 这 两 组 平行 线 与 边 4C 的 交点 , 则 会 出 现 交点 为 4 点 ( 当 平行 四 边 
形 的 顶点 都 不 在 4C 上 时 ) 或 交点 为 3 点 ( 当 平行 四 边 形 有 一 个 顶点 在 4C 上 时 ) 的 两 


种 情形 .为 了 减少 由 于 分 类 计算 增加 的 计算 量 ,我 们 延长 B4 到 M 使 4M = 二 84 ,延长 


BC 到 入 使 CN = 二 BC ,连接 BF ,于 是 平行 四 边 形 两 组 对 边 所 在 直线 必 交 MN 于 4 点 ， 


从 而 将 边 不 平行 4C 的 平行 四 边 形 的 计数 转化 为 线段 MN 上 4 个 n+1 等 分 点 组 的 计 
算 . 


解法 二 如 图 1- 16, 延 长 BA 到 M 使 4M = 十 B4, 延 长 BC 到 N 使 CV= 工 BC. 设 


将 MHNn+l 等 分 的 分 点 (包括 有 M,N 共 n +2 个 ) 依 次 记 为 0,1,2,…,n+1, 于 是 平行 四 
边 形 每 边 所 在 直线 恰 与 MN 交 于 4 点 j,k,1(0<i<j<k<lsn+1). 反 之 从 MN 上 
的 n+2 个 等 分 点 中 任 取 4 个 等 分 点 i,j,k,1(0<i<j<k<l<n+1), 过 i,j 作 4B 的 
平行 线 ,过 k,l 作 BC 的 平行 线 , 便 可 得 图 中 的 一 个 平行 四 边 形 , 这 种 对 应 是 一 一 对 应 ， 
所 以 图 中 边 不 平行 4C 的 平行 四 边 形 个 数 S, = GC;,;, 从 而 图 中 平行 四 边 形 的 总 个 数 为 
i 

例 9 在 一 个 车 厢 中 ,任何 m(>3) 个 旅客 都 有 唯一 的 公共 朋友 ( 当 甲 是 乙 的 朋友 
时 , 乙 也 是 甲 的 朋友 ,任何 人 不 作为 自己 的 朋友 ) . 问 在 这 个 车 厢 中 ,朋友 最 多 的 人 有 多 
少 个 朋友 ? (1990 年 第 5 届 中 国 国 家 集训 队 试 题 ) 

分 析 本题 的 已 知 条件 只 有 一 个 , 即 每 m 位 旅客 对 应 于 唯一 一 位 公共 朋友 .只 有 
紧 紧 抓 住 这 一 对 应 关系 ,才能 找 出 问题 的 答案 . 

解 ” 设 朋友 最 多 的 人 4 有 上位 朋友 ,因为 m 个 旅客 都 有 唯一 公共 朋友 a, 即 a 至 
少 有 m 个 朋友 ,所 以 km. | 

车 k> m, 设 4 有 k 个 朋友 Bi,B,,…, B,, 并 记 S=1B,,B,,…,B,|, 在 5 中 任 取 | 
m 一 1 个 元 素 及 ,B, ,…, B;，, 则 4,B;…,B; ,有 唯一 的 公共 朋友 , 记 作 C;, 因 C; 是 
4 的 朋友 , 故 CiE 5, 可 见 $ 的 任何 m -1 元 子 集 对 应 于 $ 中 唯一 确定 的 元 素 ,得 到 一 
个 从 $ 的 所 有 m -1 元 子 集 到 5 的 一 个 映射 .下 面 证 明 /是 单 射 . 

事实 上 , 设 1 8, ,B, ,…,B， ,| 和 |B ,BB ,…,B; ,| 是 5 的 两 个 不 同 的 m -1 元 子 
集 , 且 它们 对 应 的 除 4 外 的 唯一 公共 朋友 分 别 为 C,, C. 若 C; = G( 记 为 C), 则 
1B ,…,B ,U1B; ,…, Bi ,| 至 少 有 普 个 元 素 ,但 它们 却 有 两 个 不 同 的 公共 朋友 4 | 


和 C, 这 与 已 知 矛盾 ,所 以 C; 关 Ci , 故 / 是 单 射 ,所 以 S 中 中- 工 元 子 集 的 个 数 不 超过 5 


离 也 中 监 人 二 性 注 进 局 并 症 O 


滴 百 吵 监 于 于 性 涟 油 同 水 交 oO 


中 的 元 素 个 数 , 即 C?- <. 

但 当 k>m>3 时 ,kh-2>m-1>2,0C2 > CE > Cl= 上 ,矛盾 .这 说 明 > m 不 成 
立 , 所 以 k= m, 即 有 朋友 最 多 的 人 有 m 个 朋友 . 

例 10 平面 内 有 18 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 ,每 两 点 连 一 线段 ,这 些 线段 用 红 、 
蓝 两 色 染 色 ,每 条 线段 恰 染 一 色 , 其 中 从 某 点 4 出 发 的 红色 线段 有 奇数 条 , 而 从 其 余 
17 个 顶点 出 发 的 红色 线段 数 互 不 相同 . 求 以 已 知 点 为 顶点 ,各 边 同 为 红色 三 角形 的 个 
数 及 有 两 边 为 红色 另 一 边 为 蓝 色 的 三 角形 的 个 数 . (1994 年 湖南 省 集训 队 试 题 ) 

分 析 ”我 们 首先 应 弄 清 图 中 红色 边 的 结构 (从 而 也 确定 了 蓝 色 边 的 结构 ), 然 后 用 
算 二 次 方法 通过 计算 一 些 特殊 的 几何 量 (两 边 为 红色 的 角 ,两 边 为 蓝 色 的 角 , 红 色 边 、 
蓝 色 边 ,…) 建 立 各 类 三 角形 个 数 所 满足 的 方程 组 来 求解 ,或 者 通过 分 析 各 类 三 角形 的 
可 能 构成 方法 去 直接 计算 它们 的 个 数 . 

解 ” 设 所 有 三 角形 中 三 边 为 红色 ,两 边 红 色 一 边 蓝 色 ,两边 蓝 色 一 边 红色 ,三 边 为 
蓝 色 的 三 角形 个 数 分 别 为 m,n,p,g. 

因 除 4 外 ,其 余 各 点 引出 的 红色 线段 数 互 不 相同 ,最 少 为 0, 最 多 为 17, 且 0 与 17 
不 能 同时 出 现 , 故 只 有 下 列 两 种 情形 

0,1,2,…,16 或 1,2,…,17. 

车 为 前 者 , 设 从 4 出 发 的 线段 数 为 2k - 1, 则 图 中 红色 线段 共有 


到 (0+1+2+…+16+24-1)=17x4+ 大 -二 条 ， 


矛盾 . 故 只 能 为 第 2 种 情形 , 设 除 4 外 ,其 余 17 个 点 为 B , B: ，…,Bn 且 从 B; 出 发 恰 有 
i 条 红色 线段 (; = 1,2,…,17) ,于 是 B81 与 其 余 17 点 都 连 有 红线 ,从 而 有 仅 与 Bw 连 有 
红线 ,Bis 与 除 B, 外 的 其 余 16 点 连 有 红线 ,从 而 B, 仅 与 Bw, Bik 连 有 红线 .一 般 说 来 ， 
Bp -与 除 玉 ,BBC=12,…,8) 外 的 其 余 17 -i 个 点 连 有 红线 ,而 有 仅 与 Bp， 
Bis。，,…, Bis-;: 连 有 红线 ,可 见 4 仅 与 By, Bie,…，,Bs 这 9 点 连 有 红线 . 除 此 以 外 ,所 连 
的 其 他 线段 均 为 蓝 线 . 

我 们 称 从 一 点 出 发 的 两 条 红色 线段 为 一 个 红色 角 , 从 一 点 出 发 的 两 条 蓝 色 线 段 为 
一 个 蓝 色 角 ,于 是 每 一 个 三 边 为 红色 的 三 角形 中 有 3 个 红色 角 , 每 一 个 两 边 为 红色 另 
一 边 为 蓝 色 的 三 角形 中 有 一 个 红色 角 , 其 他 三 角形 中 无 红色 角 , 故 红色 角 的 总 数 为 
3m+n. 另 一 方面 以 有 为 顶点 的 红色 角 有 Ci(i = 1,2,…,17) 个 且 约定 Ci =0. 从 4 出 
发 的 红色 角 有 G3 个 , 故 红色 角 的 总 数 又 为 


17 17 
Sr G+, -C+ C= Ch+ C=852. 


所 以 3m + n=852. (0 
9 48 


类 似 地 ,可 得 蓝 色 角 总 数 为 
p+3g= Sch-+ C= Ch + C=708. © 
又 因 每 一 条 线段 是 C=16 个 三 角形 的 公共 边 , 故 图 中 红色 线段 数 为 而 Gm +2n + p). 
另 一 方面 从 B 出 发 有 i 条 红色 线段 (i=1,2,…,17), 且 从 4 出 发 有 9 条 红色 线段 , 且 
每 条 红色 线段 计算 了 两 次 , 故 红色 线段 总 数 又 为 二 (1+ 2+ …+ 17+9) =81, 所 以 


3m+2n+p=16x81=1296. ©® 
类 似 可 得 图 中 蓝 色 线段 数 为 


吉 (n+2p+3g)= 直 (16+ 15+…+2+1+8)=72， 


即 n+2p+3g=16x72=1152. @ 
联 立 , 回 ,@,@, 解 得 m = 204,n = 240,p =204,9 = 168. 
即 三 边 为 红色 的 三 角形 有 204 个 ,两 边 为 红色 另 一 边 为 蓝 色 的 三 角形 有 240 个. 
解法 二 ” 同 解法 一 的 分 析 和 记号 后 , 令 M= | Bi,B,,…, Bsl,N=|4,B,,Bo,…， 
Bn|, 则 M 中 任意 两 点 无 红色 线段 相连 ,而 N 中 任意 两 点 连 有 红色 线段 , 且 M 中 任意 
-点 B(1<i<8|, 恰 与 NN 中 i 个 点 连 有 红色 线段 .因此 ,以 B 为 顶点 且 三 边 为 红色 的 


三 角形 不 存在 ,以 B,(2< i<8) 为 顶点 且 三 边 为 红色 的 三 角形 有 C? 个 ,以 N 中 任意 3 | 


点 为 顶点 且 三 边 为 红色 的 三 角形 有 Ci 个 , 故 三 边 均 为 红色 的 三 角形 个 数 为 

CI+C+…+C+Co=Cl+Co=84+120=204. 

又 两 边 为 红色 另 一 边 为 蓝 色 的 三 角形 分 为 两 类 :第 一 类 是 三 角形 的 一 个 顶点 为 
BE M(1<i<8), 另 两 个 顶点 属于 N, 且 从 B; 向 NN 中 两 点 引出 的 两 条 线段 是 一 红 一 
蓝 (NN 中 两 点 连 线 为 红色 ) ,这 类 三 角形 的 个 数 为 

Bch i=1x9+2x8+3x7+4x6+5x5+6x4+7x3+8X2=156. 

第 二 类 三 角形 的 一 个 顶点 为 PE N(P 为 4 或 B(9<j<17), 另 两 个 顶点 属于 M， 
且 从 PP 向 MM 中 两 点 所 引线 段 均 为 红色 (M 中 两 点 连 线 为 蓝 色 ) ,这 类 三 角形 的 个 数 为 
c= C+ C++ C= C3=84(C= C=0). 

故 两 边 为 红色 另 一 边 为 蓝 色 的 三 角形 共有 156 + 84= 240 个 . 

注 (1) 求 出 红色 三 角形 的 个 数 m = 204 后 ,也 可 同 解 法 一 建立 方程 ,从 而 求 出 
两 边 为 红色 另 一 边 为 蓝 色 的 三 角形 个 数 为 n = 852 - 3 x 204 = 240. 

(2) 本 题 也 可 用 算 二 次 方法 通过 计算 异 色 角 ( 从 一 点 出 发 的 一 条 红色 线段 和 一 条 


蓝 色 线段 组 成 的 角 ) 的 总 数 及 三 角形 的 总 数 建立 两 个 方程 来 代替 @ ~ @ 中 任意 两 个 方 
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寅 五 中 上 监 相 乓 性 滋 油 同 洪 交 O 


消 瑟 中 监 属 王 性 汝 涝 局 滤 症 O 


例 11 将 周 长 为 24 的 圆周 等 分 为 24 段 , 从 24 个 分 点 中 选取 8 个 点 使 得 其 中 任何 
两 点 所 夹 的 弧 长 都 不 等 于 3 和 8. 问 满足 要 求 的 8 点 组 的 不 同 取 法 有 多 少 种 ?说 明理 


由 . (2001 年 CMO 试题 ) | 
解 设 24 个 分 点 依次 为 1,2,…,24, 将 24 个 数列 成 下 表 : 
1 4 7 | 1 13 
区 学 | 2 15 | 18 2 
好 20 23 2 5 


表 中 每 行 相 邻 两 数 所 代表 的 点 所 夹 弧 长 为 3( 认 为 同一 行 首 尾 两 数 也 相 邻 ) ,每 列 
相 邻 两 数 所 代表 的 点 所 夹 弧 长 等 于 8( 认 为 同 列 首尾 两 数 也 相 邻 ) , 故 每 列 至 多 取 1 个 
数 ,8 列 至 多 取 8 个 数 ,但 一 共 要 取 8 个 数 , 故 每 列 恰 取 1 个 数 且 相 邻 两 列 所 取 的 数 不 
同行 (认为 首尾 两 列 也 相 邻 ) . 

按照 递 推 方法 一 节 中 例 1, 若 将 每 列 看 成 一 个 扇形 ,每 列 中 第 一 、 二 ,三 行 看 成 3 种 
颜色 , 则 这 个 问题 等 价 于 上 述 例 1 中 n=8,m =3 的 情形 . 故 由 上 述 例 1 得 不 同 的 8 点 
组 的 取 法 数 为 as = (3~-1)*+(-1)*(3-1)=258 种 . 

注 本 题 可 推广 为 下 列 一 般 性 结论 : 

设 m,n 为 大 于 1 的 正 整数 ,又 d = (m,n) 表 示 m,n 的 最 大 公约 数 且 n > d, 将 周 
长 为 mn 的 圆周 等 分 为 mn 段 , 从 mn 个 分 点 中 选取 n 个 点 ,使 其 中 任意 两 点 所 夹 的 弧 


长 不 等 于 m 和 可 (k=1,2,…, [内] ), 记 满足 要 求 的 n 点 组 的 不 同 取 法 总 数 为 4(m， 


n), 则 ACm,n)=[(m- D+(- Dm-1)]. 
关于 这 一 命题 的 证 明 ,读者 可 参看 论文 ( 张 考 .两 道 2001 年 数学 竞赛 试题 的 关联 . 
中 学 数学 (湖北 ) ,2002 年 第 5 期 ) . 

例 12 设 十 进 制 ”位 正 整数 中 任何 相 邻 两 位 数字 (从 左 到 右 ) 不 出 现 12 的 数 有 
人 
(1) 求 oo; 

(2) 证 明 :对 一 切 mnE N, ,2 六 二 是 完全 平方 数 ; 
(3) 证 明 : 存 在 两 个 由 正 整 数组 成 的 数列 | x, |}, 1y,1 使 对 一 切 EN, ,有 a = 


+2 
2(%, + yn) 
解 (1) 将 a,, 个 符合 条 件 的 n+1 位 正 整数 分 为 两 类 :(i) 个 位 数字 不 等 于 2 时 ， 


am 


个 位 数字 有 9 种 取 法 ,前 面 a 位 数 有 a 种 取 法 ,这 时 n+1 位 数 有 9a, 个 ;(i) 个 位 数字 


等 于 2 时 ,前 面 位 数 有 a, 种 取 法 ,但 这 a, 个 n+1 数 中 倒数 第 2 位 等 于 1 的 o,-, 个 
数 不 符 合 条 件 , 故 个 位 数字 等 于 2 且 十 位 数 不 等 于 1 的 n+1 位 数 有 a, -ai 个 .由 加 
法 原理 得 

Qt = + an — Gn-1) = 104, -ar 0 


显然 ol =9,a =9x10-1=89( 因 2 位 正 整数 有 90 个 ,其 中 只 有 一 个 数 12 不 满足 要 
求 ) ,特征 方程 为 r* = 10r - 1, 特征 根 为 r,,=5+2V6, 所 以 

a = Ci(5+2V6)" + C,(5—2Y6)", 
定义 oo 满足 a, = 10a, - ao, 即 oo = 10a, - ac =1, 结 合 ai =9 得 


C 2+V6 
hie Le 
Ci(5+2V6) + C(5-2V6) =9™ 2_V6 
人 
2V6 
所 以 
= (5 +/6)" -Ss- V6)"(nEN, ). ©® 


(2) 解 法 一 “由 @ 及 ao = la =9 易 算出 : os = 89, ai = 881,…, 二 ! -= 2， 


aq-1.20 1, 本 
2 = 2 = 198 ,*…. 


设 pl ga 
则 由 上 面 数 据 得 


人 和 
89p+99 =20™ pF 


即 


QnGnrl—l /ant1-o 
4 


=( 3 ® 
下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 对 一 切 nE N, , @ 式 成 立 . 


1 时, 


渭 互 吵 淮 相 笑 性 海江 加 站 症 O 


离 五 中 改革 五 性 海洋 局 涉 症 O 


假设 m = 大 时 ,92 和 二 = (生生 并- 100swar + 中 = -8, 那 么 n= 


kk+ 1 时， 


(Qt2 hr) el G2 — 机 [Qe — a1)— oe] _ Qu(l0@,1 -ab) -1 
4 3 4 


1 
= 击 (lai.， —l8arr1as +@) 一 二 (1002 一 airlot)+ 广 


= 十 (ci -10a,1 0 + at) + 十 


即 Qt+l = = 人 人 ) 


故 对 一 切 n EN。 ,2 ey. 


因为 a,- al =9-1=8 是 4 的 倍数 . 假设 a,,, - oa 是 4 的 倍数 ,那么 ai,2 - at 
=8a, +(axi - ar) 也 是 4 的 倍数 . 故 对 一 切 nEN, ,as -as 是 4 的 倍数 .从 而 


和 (+1 一 后 是 完全 平方 数 . 


解法 二 由 ti + 10= “2 + 后 得 


Qn ntl 

Qt QnrlGn-1= nan + Gn, 
于 是 

a 一 QnQnt2 = a 了 Gn+1Qn-1 三 ”二 a -aa0= -8. 
将 oa,,2=10a,41 -a, 代入 上 式 得 

a -lO0a.as + a = -8, @ 
即 2 

下 面 同方 法 一 . 

解法 三 ”由 @ 式 经 过 计算 可 得 


antl 工 [2+V6 2_2-Y6 网 
3 s+ +2V6) - 2 6- 2v6)] 


人 -2 (5- 2V6)"*! | -3 - 


-于 [ :05446(5+ 2V6)2a*1 + 三 +1054460G5 -2vV6)>] -二 


=[ 去 ( (5+2VG6)2n+ :看 + 去 ( 5 2V6)”*?] 
=| 3S +26)" “了 6- 2v6)""] 
设 (5+2V6)"*! = 4, + B,V6(4,,B, 是 正 整数 ), 则 (5-2V6)"!' = 4, - B,V6, 于 是 


aa -1 [4+BV6 A-BV6l _ ,, 
ns =|A4+B.vy6 4 =B:(nEN, )， 
2 2V6 2V6 ] ” 


即 对 一 切 nE N, ,一 是 完全 平方 数 . 
(3) 从 @ 可 得 (co - a,)*+8=8a,,ia,, 所 以 


(2 和 +2 
2 
令 os-o=2xasi+ Qn =2ys， 即 a = %。 + Yas =y,- x， 于 是 可 得 
on EN,). 
因 a, =9,as = 89 为 奇数 ,由 @ 应 用 数学 归纳 法 易 知 | o。 | 为 单调 递增 的 奇数 列 . 故 x, ， 
yy 均 为 正 整数 . 


注 一 般 我 们 可 以 证 明 下 列 结论 成 立 : 

定理 ”如果 数列 | xj ,x, 闫 0(n =0,1,2,…) 满 足下 列 三 个 递 推 关系 中 的 一 个 , 那 
么 它 也 满足 其 余 两 个 递 推 关 系 (其 中 p,9g 天 0 为 常数 ) : 

(DD x42 + pxzstl+ gxn =0， 

(2) nr2%n — X21 = 9 (xox2 — 7), 

(3) ra 1 + Prari ro + gre = (x1— xox2)g . 

关于 这 一 定理 的 证 明 及 应 用 ,读者 可 参看 论文 ( 张 考 .一 类 等 价 递 推 关系 及 其 应 
用 .中 等 数学 ,2006 年 第 4 期 ). 

例 13 在 一 次 实战 军事 演习 中 , 红 方 的 一 条 直线 防线 上 设 有 20 个 岗位 ,为 了 试验 
5 种 不 同 的 新 式 武器 ,打算 安排 5 个 岗位 配备 这 些 新 式 武器 ,要 求 第 一 个 和 最 后 一 个 岗 
位 不 配备 新 式 武器 , 且 每 相 邻 5 个 岗位 至 少 有 一 个 岗位 配备 新 式 武器 , 相 邻 两 个 岗位 
不 同时 配备 新 式 武器 , 问 共 有 多 少 种 配备 新 式 武器 的 方案 ? (2005 年 浙江 省 预赛 试题 ) 


解法 一 ” 设 20 个 岗位 按 先后 排序 为 1,2,…,20, 且 设 第 & 种 新 式 武器 设置 的 序号 


痪 马路 监 村 笑 性 泣 让 则 兴 关 oO 


离 百 宁 淮 否 和 心 涟 油 加 站 将 O 


为 ae(K=1,2,3,4,5). 令 zi =ai=o-a = 一 ax4=a4 一 045X5= 05 一 04， 


x6=20- as, 则 有 


XI + NX2 + Xa + x4 + Xs + Xe =20, 

ee . 
作 代 换 mx =x -2(k=1,2,3,4,5),y6 = xs 一 1, 则 
i A CGO @ 
0<y.<3(i=1,2,3,4,5,6) 


设 不 定 方程 y+ y+ y3 + y4+Yys+ y=9 的 非 负 整数 解 集合 为 5, 则 151 = C376-, = 
C5 . 设 4; 为 S 中 满足 y>>4 的 整数 解 集合 , 令 y= yy 一 4,y = 和 (关门 , 则 14;1 等 于 
A SA GR A ba 即 14;1 = Cs76-1 = 
C% .类 似 地 ,14: 门 十 ! 等 于 Ye+ y+…+Y。=1 的 非 负 整 数 解 的 组 数 . 即 14; 门 4;1 = 
C176-1= 人 .而 当 3<r<6 时 14i 门 4 门 … 门 4; 1=0, 这 是 因为 yy + y+*…+y6=9 
中 不 可 能 有 3 个 或 3 个 以 上 的 y; 4. 由 容 斥 原理 得 


1 1=181- B14. 1+， 2 sl 站 41= C%- Ci Ch + C2 Cs = 580. 

因为 5 种 新 式 武 器 各 不 相同 ， 宇 换 位 置 得 到 不 同 的 排列 数 ， 所 以 配备 新 式 武 器 的 
方案 数 等 于 580 x 5! = 69600. 

解法 二 ” 同 解法 一 可 得 不 定 方程 , 且 Q@ 的 整数 解 的 组 数 m 等 于 下 列 多 项 式 中 
x” 的 系数 : 

f(x)=(x +x + + ) x+ x +r + Xt) 


4 
= tt te 


= (DC-DG) (Dc,s), 
即 

m= C3,s ~— CéCs,s + Ce Ci,s =580. 

下 同 解法 一 . 

例 14 设 $ 是 复 平面 上 单位 圆周 ( 即 模 等 于 !1 的 复数 集合 ),f 是 从 S 到 5S 的 映射 ， 
定义 上 (z) =(z), jz)=FA(z)) ,=1,2,3,…, 若 cES 及 正 整数 mn, 使 广 (c) = 
0 而 (ec)z#c(kEN' ,1<k<n -1), 我 们 就 称 C 为 [的 nm- 周期 点 . 

设 m 是 大 于 1 的 正 整 数 ,f 的 定义 如 下 : 

NNNP(rES). 


试 计算 的 1989 -周期 点 的 个 数 . (1989 年 第 4 届 CMO 试题 ) 
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分 析 记 4,=izES$Slz 是 六 的 nm- 周 期 点 |,B, = izESIA(z)=z| 为 扩 的 不 动 点 
集合 ,显然 4, 三 B,, 且 4, = B,\ (B,\ 4,), 因 此 只 要 和 弄 清 集合 B,\ 4,( 即 B, 与 4, 的 
差 ) 的 特性 ,我 们 就 可 通过 容 斥 原理 求 出 1 hi 1- 

解 因为/(z)=f(z) =z", 故 用 归纳 法 易 证 明 f(z)= 2 ,n=1,2,. 记 Ah, =1z 
ES1z 为 /的 n -周期 点 !, B, =1z&E S1f,(z) = z|, 则 问题 归纳 为 求 14io 1. 显 然 B, 了 


A,, 目 由 zE 5S 时 zz0, 知 道 方程 f(z)=z 等 价 于 *-'=1, 即 z 是 1 的 m" -1 次 方 根 , | 


共有 m* -1 个 , 故 有 1B,1=m" -1. 

下 面 证 明 / 的 不 动 点 集合 B, 与 的 n -周期 点 集合 4, 具有 下 列 性 质 : 设 k,n 为 
正 整 数 ， 

(1) 若 kln 则 B SB 

(2)Bi 门 B= Bu ,这 是 (k,n) 为 上 和 nn 的 最 大 公约 数 ; 

(3)cE B,\ 4, 司 存在 正 整 数 k<n 使 kln 是 cE B. 

事实 上 ， 

(1) 设 n= (gq 为 正 整 数 ), 若 cE€Bi, 即 fi(c)=c, 则 (ec)=f(e)= 
hh(h(e)))= cB cE B,, 故 B, SB,. 


‘i 

(2) 由 (1) 知 Bis 及 ,BoS B,, 故 BGwy 忆 Bi 门 B,. 反 之 , 设 cE€ Bi 门 B, ,由 
(ec)=c,f(c)=c. 不 失 一 般 性 可 设 h<n, 则 fi(c)=fi(fi(c))=f.(c)=c, 于 
是 由 轧 转 相 除法 可 得 Atw(c)= c, 即 cE€ Bw, 故 BiB S Bt 所 以 成 门 B = 
Brn: 

(3) 由 (1) 及 /的 n -周期 点 的 定义 知 充分 性 成 立 ,下 面 证 明 必要 性 . 设 cE B,\ 
4,, 即 (cec)=c 且 存在 1<n 使 h(c)=c, 设 使 f(c)=c 成 立 的 最 小 正 整 数 为 ,显然 
上 < ,我 们 证 明 kln .否则 ,存在 正 整 数 gr 使 n=gk+r(0<r<k). 由 (1) 有 f。(c)= 
c, 于 是 f(c)=f(f(c))=fs,(c)=f.(c)=c, 这 与 上 的 最 小 性 矛盾 . 

因为 1989 =3 13.17, 如 果 正 整数 11989(k < 1989) ,那么 下 必 是 3.13.7,3?.17， 
3 了.13( 即 663,153,117) 这 三 个 数 中 至 少 一 个 的 因数 ,由 性 质 (1) 有 B, S Bu U BisU 
Bi .从 而 由 性 质 (3) 有 

Aww = Bow \( \), Bi)= Biow \ (Bos U BisU Bn). 
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ls hs19%9 
再 由 容 斥 原理 及 性 质 (2) 得 /的 1989 - 周期 点 的 个 数 为 
14sg1=1Bse1-1Bl-1Bs1-1B8np1+1B 门 Bisl+ 


lB NN Binl + 1Bea Bis Bu 


帘 百 中小 下 扫 并 涨 油 同 入 交 O 


宛 瑟 路 监 否 笑 性 泣 洪 同 洪 闻 O | 


Db 


LU 


FE 


ua 


a 


=(me1)- (me) -m1)-(m -1)+(m’ -1)+ 
(m”—1)+(m -1)-(m -1) 
=m? -mmm +m +m’ +m -—m. 
注 本 题 证 明 B, 和 4, 的 三 条 性 质 时 ,没有 用 到 f 的 表达 式 的 形状 ,故我 们 事实 
上 已 证 明了 下 列 结 论 成 立 ; 
定理 3 设 f(x) 是 定义 在 数 集 M 上 上 且 取 值 于 MM 的 函数 ,k,n 是 正 整数 , CE M， 
(1) 若 kln, 且 C 是 f(x) 的 不 动 点 , 则 C 是 f(x) 的 不 动 点 ; 
(2) 若 C 是 f(x) 和 f(x) 的 公共 不 动 点 , 则 C 是 f(x) 的 不 动 点 ; 
(3)C 是 f(x) 的 不 动 点 而 非 f 的 n - 周期 点 的 充 要 条 件 是 存在 正 整 数 上 < ,使 
kin 且 C 是 f(x) 的 不 动 点 . 


【模拟 实战 一 】 


习题 A 


的 取 法 有 种 . (1998 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 
- 某 次 乒乓 球 单打 比赛 , 原 计 划 每 两 名 选手 比赛 一 场 , 但 有 3 名 选手 各 比赛 了 2 场 后 
退出 了 比赛 ,这 样 全 部 比赛 一 共 进行 了 50 场 .那么 上 述 3 名 选手 之 间 比 赛 的 场 数 为 


. 从 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 10 个 数 中 取 3 个 数 ,使 其 和 为 不 小 于 10 的 偶数 , 则 不 同 | 


(1999 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) | 


.已 知 直线 w+ 妨 +6= 0 中 ,a,4b,c 取 自 集合 | -3, -2, -1,0,1,2,3| 中 的 三 个 不 同 
元 素 , 并 设 直线 倾斜 角 为 锐角 ,那么 这 样 的 直线 的 条 数 是 ____. 
《1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


栽种 一 种 植物 , 相 邻 两 个 区 域内 栽种 的 植物 不 同 , 今 有 6 种 植物 可 供 选 择 , 则 共有 


. 2x3 的 矩形 花坛 被 分 成 6 个 1x1 的 小 正方 形 区 域 :4,B,C,D,E,F, 在 每 个 区 域内 | 


_ 种 不 同 的 栽种 方案 . 《2002 年 湖南 省 中 学 生 数 学 夏令 营 试题 ) 


. 设 S=11,2,…,500|, 从 $ 中 任 取 4 个 不 同 的 数 ,按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 成 一 个 
公 比 为 正 整数 的 等 比 数列 , 求 这 样 的 等 比 数列 的 个 数 . 

(1996 年 湖南 省 中 学 生 数 学 夏令 营 试题 ) 

.甲乙 两 队 各 抽出 7 名 队员 按 事先 排 好 的 顺序 出 场 参加 围棋 擂台 赛 , 双 方 先 由 1 号 

队员 比赛 , 负 者 被 淘汰 , 胜 者 再 与 负 方 2 号 队员 比赛 ,…, 直 到 一 方 队员 全 部 被 淘汰 

为 止 , 另 一 方 获得 胜利 ,形成 一 个 比赛 过 程 .那么 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 种 数 为 


. (1988 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 
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7. 如 果 (1)a,b,c,d 都 属于 |1,2,3,4};(2)azb,b#c,c#d,dza;(3)a 是 a,b,c,d 
中 的 最 小 值 ,那么 可 组 成 不 同 的 四 位 数 abcd 的 个 数 是 4 


(2000 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 
8. 记 集 合 7= 10,1,2,3,4,5,6} ,M= | 呈 + 学 + 办 + 妾 |,aET,i=11,2,3, 和 ,将 用 
ed 


中 的 数 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 , 则 第 2005 个 数 是 : 
(2005 年 全 国 高 中 联赛 试题 , 原 题 是 选择 题 ) 

9. 如 果 自 然 数 a 的 各 位 数字 之 和 等 于 7, 那么 称 a 为 “吉祥 数 ”, 将 所 有 “吉祥 数 ” 从 小 
到 大 排 成 一 列 a1,a2,a3,…, 若 a,=2005,; 则 ass=_ _. 

(2005 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 

10. 将 24 名 志愿 者 名 额 分 配给 3 个 学 校 , 则 每 校 至 少 有 一 个 名 额 且 各 校 名 额 互 不 相同 
的 分 配方 法 共有 种 . (2008 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 

11. 试 确定 形 如 x* + ajx" -++ gix%+a,(a;= 圭 1,1<i<n) 的 全 体 多 项 式 ,使 得 
每 个 多 项 式 的 零点 都 是 实数 . 

12. 一 次 竞赛 有 mn>2 名 选手 参加 ,每 天 选手 的 得 分 恰好 组 成 集合 |1,2,…, ni .如 果 在 
第 上 天 末 , 每 两 名 选手 的 总 分 之 和 均 为 52 分 , 求 出 使 这 件 事 成 为 可 能 的 所 有 数 对 
(n,k). 

13. 从 正 整数 列 1,2,3,4,… 中 划 去 3 及 4 的 倍数 ,但 其 中 凡是 5 的 倍数 均 保留 (例如 
15,20,60,120 均 不 划 去 ) , 划 完 后 , 剩 下 的 数 依 原 有 次 序 组 成 一 个 数列 : a, = 1, a = 
2,a3 =5,a4 =7,…. 试 求 cam . 

14. n 对 夫妻 任意 排 成 一 行 , 求 没有 任何 一 对 夫妻 相 邻 的 排 法 总 数 . 

15. 8 位 旅客 随意 踏 上 6 节 车 厢 , 使 得 丛 有 2 节 车 厢 空 着 的 上 法 总 数 是 多 少 ? 

16. 设 集合 5, = 11,2,…,n| ,车 Z 是 5, 的 子 集 , 记 Z 中 所 有 数 的 和 称 为 Z 的 容量 ( 规 
定 空 集 的 容量 为 零 ) . 若 2 的 容量 为 奇 ( 偶 ) 数 , 则 称 Z 为 5, 的 奇 ( 偶 ) 子 集 , 
(1) 求 证 ; 5, 的 奇 子 集 与 偶 子 集 的 个 数 相等 ; 

(2) 求 证 :n>3 时 ,5, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 等 于 所 有 偶 子 集 的 容量 之 和 ; 


(3) 当 mn>3 时 , 求 5, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 . (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
17. 在 小 于 10' 的 正 整数 中 ,有 多 少 个 正 整 数 n, 使 2 - n? 被 7 整除? 
(第 6 届 莫 斯 科 市 奥林匹克 试题 ) 


18. 以 4 表示 方程 ,+ 妈 + … + mas = 于 满足 约束 条 件 :xi + sa + …+ 二 < 卫 j(L<7< 
2n -1) 及 0<x<1(1<j<2n) 的 整数 解 (x, ,x,,…,%,, ) 的 全 体 , 求 141. 


19. 从 装 有 n- 1 个 白 球 的 n -1 个 黑 球 的 钱 里 逐一 取出 所 有 2n -2 个 球 ,使 得 每 次 取 
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离 互 路 徐 否 十 尾 涟 庆 巾 六 郊 O 


痪 隔 路 监 耿 所 性 渐 漆 加 涉 状 O 


23 
24 
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22: 


27. 


, 数 . (第 36 届 IMO 预选 题 ) | 
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球 后 , 留 在 袋 里 的 黑 球 不 少 于 白 球 .假设 同色 球 没有 区 别 , 求 所 有 取 法 种 数 . 
. 甲乙 打 乒 乓 球 ,最 后 甲 以 11:6 获胜 , 求 在 比赛 过 程 中 甲 一 直 领 先 的 比分 序列 的 个 


数 . 

. (DD 用 m 种 颜色 给 一 个 正八 面体 的 6 个 顶点 染色 (假设 这 6 个 顶点 没有 区 别 ), 则 不 
同 的 染色 方案 有 多 少 种 ? 

(2) 改 为 用 m 种 颜色 给 一 个 正八 面体 的 八 个 面 染 色 , 则 不 同 的 染色 方案 有 多 少 种 ? 


习题 B 


给 定 了 nm? 个 不 同 的 实数 , 排 成 n x n 的 数 表 ,每 列 中 取出 最 大 数 且 每 行 中 取出 最 

小 数 , 求 恰 可 取出 2n 个 不 同 数 的 排列 方式 数 . 

. 以 正 n 边 形 的 顶点 为 顶点 的 梯形 共有 多 少 个 ? . 

. 设 4=|11,2,3,…,4n+2},M= |2n+1,4n+3,6n+5|. 对 4 的 任意 非 空子 集 B8, 当 
8B 的 任意 两 个 数 之 和 不 属于 M 时 , 称 B 为 M- 自 由 集 .如 果 A4=4,U 4,,4 门 4;= 
多 , 且 41,4; 均 为 有 M- 自 由 集 ,那么 称 有 序 对 (4,, 4;) 为 4 的 一 个 M 一 划分 . 试 求 
4 的 所 有 1M - 划分 的 个 数 . 

( 当 n=500 时 ,此 题 为 2003 年 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 试题 ) 

. 把 边 长 为 1 的 正三 角形 4BC 各 边 都 n 等 分 ,过 各 分 点 作 平 行 其 他 两 边 的 直线 ,将 这 
三 角形 分 成 小 三 角形 ,各 小 三 角形 的 顶点 都 称 为 结 点 ,在 每 一 结 点 上 放置 一 个 实 
数 .已 知 : 

(iD4,B,C 三 点 上 放置 的 实数 为 a,b,c; 

(iD 在 每 个 有 公共 边 的 两 个 最 小 三 角形 组 成 的 菱形 中 ,两 组 相对 顶点 上 放置 的 数 之 
和 相等 . 

试 求 :(1) 放 置 最 大 数 的 点 与 放置 最 小 数 的 点 之 间 的 距离 7; 

(2) 所 有 结 点 上 数 的 总 和 5. (1987 年 第 2 届 CMO 试题 ) 

- 由 0,1,2,3,4,5 组 成 的 n 位 正 整数 中 ,数字 ! 与 2 不 相 邻 的 有 a, 个 . | 

(1) 证 明 :对 一 切 n EN, ,41a? + ( - 4)"*? 是 完全 平方 数 ; 

4[ uv — (~ 4)"] 


《2) 证 明 : 存 在 两 个 由 正 整 数组 成 的 数列 w, 和 使 x = Sue | 


N, ). 
某 次 会 议 共 出 席 12k 人 (4 为 正 整 数 ) ,并 且 每 个 人 恰 同 其 他 3k + 6 俱 互相 认识 . 假 | 
设 对 任意 两 人 , 同 这 两 个 人 都 互相 认识 的 人 数 都 是 相等 的 , 试 求 出 席 这 次 会 议 的 人 


| 


29 


30. 
- (1D 对 任意 xE4,J/s(z)=xi 


32. 


33. 


3 


. 设 n 为 正 整 数 .由 n 个 正 整 数 (可 以 相等 ) 组 成 的 数列 cl, ax,…，, a, 称 为 “ 满 数 
列 ”, 如 果 它 满足 下 列 条 件 : 对 任意 正 整 数 k(k 二 2) ,如 果 是 该 数列 中 的 一 项 , 那 
么 -1 也 是 该 数列 中 一 项 , 且 -1 在 数列 中 第 一 次 出 现 的 位 置 在 k 最 后 一 次 出 
现 的 位 置 的 前 面 . 问 对 每 一 个 n, 有 和 多少 个 “ 满 数 列 ”? (第 43 届 IMO 预选 题 ) 

. 地 面 上 有 10 只 小 鸟 在 吸食 ,其 中 任意 5 只 小 鸟 中 至 少 有 4 只 在 同一 圆 上 , 问 有 鸟 

最 多 的 圆 上 最 少 有 几 只 鸟 ? (1991 年 第 6 届 CMO 试题 ) 

设 A=11,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11|,/ 是 从 4 到 4 的 映射 ,满足 : 


(2) 对 任意 正 整 数 k(1<k<14) ,至 少 存在 一 个 cE4 ,使 六 (ac) 关 a. 
求 满足 上 述 条 件 的 了 的 个 数 .这 里 规定 f(x) = f(x),fi,1(x)=/(f:(x))(xE4， 
k=1,2,3,.…). 


. 设 Z=11,2,… ,nj,k 为 正 整 数 , 邓 <k<n, 求 满足 下 列 条 件 的 映射 /: Z 一 Z 的 个 


数 : 

(F=f; 

(让 (x) 的 值 域 扎 Z) 中 丛 有 大 个 不 同 元 素 ; 

( 道 ) 对 每 个 yYEf( 2Z), 使 f(x) =y 的 xE 2 至 多 两 个 . 

设 1<r<n, 有 序 组 (x, x,,…, x,) 中 每 个 x € 11,2,…,n}, 并 且 对 每 个 i=1， 
2,…,n,w1,%2，"…,% 中 至 多 有 i-1 个 <i. 求 这 种 "元 有 序 组 的 个 数 . 

对 正 整数 ,将 n 分 成 一 个 或 若干 个 正 整 数 的 和 ,并 将 这 些 数 按 不 减 的 顺序 排列 ， 
称 为 n 的 一 个 分 划 z. 对 任意 分 划 x ,定义 4() 为 分 划 中 数字 1 出 现 的 个 数 ， 


B(z) 是 分 划 中 不 同 数字 的 个 数 (如 对 n=13 的 一 个 分 划 r:1+1+2+2+2+5 而 | 


言 ,4(r)=2,B(r)=3). 证 明 :对 任意 给 定 的 正 整数 mn, 所 有 分 划 的 4(x) 之 和 等 
于 B(r) 之 和 . 
. 设 4x4x4 的 大 正方 体 由 64 个 单位 正方 体 组 成 ,选取 其 中 16 个 单位 正方 体 涂 成 红 
色 , 使 得 正方 体 中 每 个 由 4 个 单位 正方 体 组 成 的 1 x 1 x 4 的 小 长 方 体 中 ,都 从 有 1 
个 红 正 方 体 . 问 16 个 红 正 方 体 有 多 少 种 不 同 取 法 ? 说 明理 由 . 
(1999 年 中 国 奥 林 匹 克 (冬令 营 ) 试 题 ) 
设 n 是 能 被 4 整除 的 正 整 数 , 求 1,2,3,…,n| 的 所 有 满足 下 列 排列 的 排列 o 的 数 
目 :jo(1),o(2),…,o(n)| 是 和 1,2,…,nj 的 一 个 排列 ,上 且 o(j)) +o-1(j)=n+1 对 
所 有 jE {1,2,…,n| 成 立 ,其 中 当 o(i)=j 时 ,ao-1(j)=i. 
(2006 年 印度 国家 队 选 拨 考 试 试题 ) 


痪 五 路 些 莒 王 性 党 油 巾 并 沽 oO 


= gy 


郊 互 中 瞪 要 所 性 泛 油 加 入 将 0 | 


第 二 章 ”组 合 恒等式 和 组 合 问题 中 的 不 等 式 


§ 1 基础 知识 
1. 二 项 式 定理 


定理 1 (z + y)" = 总 Cy 特别 地 (1+ xz) "= 岂 C5 ,其 中 为 正 整数 ， 


k=0 
Ct= -Dekh pen), C=1. 


2. 基本 组 合 恒等式 

(DCn= Cm". (2) Cun = Cr+ Ce. 

(3) Ct = kc (4) CCF = C7C-%. 

(5)1+ Ct"+C=2". (O1- C+C -+(—1)"C 


=0, 
(DO + CI ++ CIC + CA#] = 2"-: 


3. 广义 二 项 式 定理 

定理 2 对 任意 实数 az0, 有 (1+z)"= 六 Ce (lzl<D)， 
其 中 G10 = De n+ 1). 

广义 二 项 式 定理 的 证 明 要 用 到 高 等 数学 知识 ,这 里 就 省 略 了 - 
$ 2 证 明 组 合 恒等式 的 基本 方法 

1. 利用 已 有 的 基本 组 合 恒等式 及 二 项 式 定理 


例 1 证 明 : 几 hCt= mn2 


+ 


证 明 由 恒等式 khC; = nC*-' 得 
记 tc = 总 ai = nict., =n°2"!. 


(2n)! 
2.(n1) 
an 


例 2 证 明 :为 C5 =Z + 


2n nl ,al WW 
2 Cm= Cm i= 2 0 = 0 Ch 
ntl j=0 j=0 j=0 


= 
所 以 襄 G%=2"-( 澡 CG。- C3,) ,由 此 可 得 
(2n)! 
2(n1)*" 
例 3 证 明 : C+ Cio + e+ Cisa-1= C7. 
证 明 CI+ C++ CH 
= CC CAH) + (C3 C2) + tC C1) = CA 


Sy 2 2n 92n-l 
总 C= + ) 2 + 


2. 母 函 数 方法 


应 用 母 函 数 方法 证 明 组 合 恒等式 时 ,常常 是 适当 选择 一 个 母 函数 ,用 两 种 不 同 的 
| 方法 将 它 展开 成 两 个 罕 级 数 , 则 由 同 次 宕 的 系数 相等 便 得 到 要 证 的 组 合 恒等式 . 
例 1 证 明 :(D)(C%) 了 +(C ?++(C) = C0,; 


(DCP + +t) Go. 

证 明 (1) 一 方面 (1+ x)” = 总 Ch 中 的 系数 为 C2, 另 一 方面 (1+ xj” = 
(+2"0+ x)" = (加 Cw ).( 襄 CGx) 中 必 的 系数 为 员 CtC5e = 为 (Ct 所 以 
ECF= G6,. 

(2) 首 先 将 (1) 中 恒等式 的 ”用 2n 代 将 得 总 (C= C&。@. 其 次 ,一 方面 
(天 疡 = 六 (一 DChw* 中 入 的 系数 为 ( - "Ci., 另 -方面 ((- om = (1- xm(1+ 
#7 ( 筷 (- .Dict) (入 Co) 中 放 的 系数 为 对 - DiCSC- = 且 (- D4(C5 
所 以 总 (D(C = (- D"G@, 于 是 ,由 (D ~- @)+2 得 号 (CS-P= 二 cy 


(- DC 
| 61 


| 


帘 要 路 篮 否 生性 溢 示 四 滤 油 oO 


次 五 路 瞧 导 五 性 水 由 由 并 烛 Oo | 


] ed f=0 1 
站 


例 2 证 明 :(D) 罗 CC = C2 1 


[让 

(2 加 (GC = 二 iC( 其 中 C71=0). 

证 明 (1) 一 方面 (1+ x)” = 总 Cx 中 "的 系数 为 C2', 另 一 方面 (1+*)” = 
(rs)"(1+#)"= (六 Cw) ( 吕 Gx) 中 必 " 的 系数 为 避 CCi""* ,所 以 号 CG" = 
Ca 

[9 [1 [ ， 

(2) 因 为 疡 (CC = [CC +(C 站 -2 疙 CC =4-B, 其 中 

[ 妇 (a 
4= SL(C) + (Cr)],B=2 2 Cc. 

当 n=2m 为 偶数 时 ,利用 例 1(1) 中 恒等式 得 

4 = SC) + (C= SC + ey 

= Ct) + OC = D(C) + 了 
= = Co 
类 似 地 ， 利用 本 例 (1) 中 恒等式 ， 有 
B =2% Cc! = CC + Ct 


= cc 人 ‘+ Cs 之 CC *= C2t!. 
当 2m + 1 为 奇数 时 ， 同上 可 证 
A= Ci,-(C%*),B= C3 — Cac = C3 — (Ce). 


故 对 任意 正 整数 ,都 有 
[4] 
SBC- 0A- B= GCC 


[4] 
例 3 证 明 : 总 (- 04C8 C=n+l 
证 明 一 方面 (1+ zx)” = 避 Ct,, 中 江 的 系数 为 n+1, 另 一 方面 (1 + x)”*! = 


[4 
和 (DG) (加 G6ww) 中 必 的 系数 为 训 (一)*Chs Gln 


[ 引 [ 引 
(1)*CtC 2 所 以 (1)*CtCy, 2 =n+l 


注 “ 当 便 等 式 中 流动 标号 出 现在 组 合 记号 C% 的 下 位 m 中 时 ,可 考虑 用 公式 


SG 
k=0 


Es 
(1—x)"" 
例 4 证 明 : 立 ( -De22C2 = n+1. 
证 明 注意 到 Ci = CI 和 及 (2 一 oo 人 = 宫 (DiCLer2ere 二 中 
zf 的 系数 为 (- DC = (DC 所 以 (zx) = 山 (- + 
2 和 全: 允 中 大 的 系数 为 4 = 页 ( 一 17e22 C2 


x) "1 lo (2x 一 冯 ) 


另 一 方面 f(x) = (2-x)"' (2 x) = (2- 5 
Pe 1-(2x-x) 
(2— 2) "(1 2) 中 合 x" 的 项 仅 在 (2 - x)"*'(1 一 %)-2 
中 ,而 
(2-x)"* (1— x) ?=[1+ (1 2)]"*'(1- x2)? 
= Cou(l—%)" + Cl 2)" i ++ C+ 
Coil- x) + Ca) 
中 , 仅 最 后 两 项 含有 x", 且 这 两 项 中 x* 的 系数 之 和 为 C?,) + Ce Cl =2(n+1). 
故 生 =2(n+1) ,所 以 六 (De201C =2(n+1)， 
好 (Dt = n+l. 
注 当 恒 等 式 中 流动 标号 在 组 合 记号 C% 的 上 ,下 位 n、m 中 都 出 现时 ,常常 要 用 
二 项 式 与 x 的 赛 的 乘积 之 和 作为 母 函 数 . 
ee We _f1Gi=)), 
例 5 证 明 : 窜 ( -1)*CtC=( Da, 其 ha 人 oo 人 
证 明 注意 到 当 >p 时 ,(1+ x)* = 为 Ci 中 必 的 系数 为 Cf; 当 0<h<p 时 ， 
(1+ 4%) 中江 的 系数 为 零 ,所 以 品 ( -1D*Ci(1+ x)* 中 必 的 系数 为 内 (1)*CiCi. 另 一 
方面 发 (- DCS(I+ x)* =[(1-(1+x)]"=(-1)"w' 中 必 的 系数 为 (一 1)"6,。= 
tes 
(-D"(p=n 
注 按 定义 C= 和 -Dp+D 有 Qs =- C1 =…= 0?.， =0. 故 本 题 中 但 等 


) 故 号 (-D'ctcCt=(- Da， 


泗 瑟 中航 下 五 性 海 沁 同 潍 症 o | 


诡 瑟 路 监 导 玫 性 汪 油 由 站 泪 O 


f(x)), Clf(x))= Cf(x) + rg(x)). 


式 可 写成 购 ( -1)*CCi = ( - D)"8n .今后 ,我 们 都 约定 当 0<k<P -1 时 ,Ci=0. 


3. 算 子 方法 


设 p[x] 表 示 如 下 形状 的 形式 震级 数组 成 的 集合 :f(x*) = 己 wx". 特别 ,如 果 ao， 
aa as, 中 只 有 有 限 个 数 不 等 于 0, 那么 /(x) 为 多 项 式 . 

对 任意 /xz) = 吕 aww' ,g(x) = 如 bx" ,我们 定义 

(Dz) = 加 (ha )x*( 为 常数 ),(2)f(x) + g(x)= 污 (o, 6,)w， 

(3)f(x)g(x)= 污 Cv, 其 中 ,= 记 ab4 

对 任意 (x)E p[x], 我 们 定义 算 子 : CG,《J(x)) = ou, 即 CCJ(z)) 为 /Cx) 展 开 式 | 
中 的 系数 .由 此 定义 我 们 易 知 算 子 C《/(x)》 有 下 列 性 质 成 立 : | 

(1) 对 任意 f(x)E p[x] 及 常数 a, Ci《af(x)) = aC,《f(x)). 

(2) 对 任意 f(x),g(x)Ep[x], Clf(x)+ g(x)) = Clf(x)) + Clg (x)); 
Cx) gs)) = 出 C((aD)) Cries)). 

(3) 对 任意 正 整数 n,h 及 /(x),g(x)Ep[zx], 当 n>k 时 ,Ci(/(x)) = Ce 


公式 I 当 n,k 为 正 整 数 ,a,b 为 常数 时 ， 
CCe+ 如) )= Coa 'b( 当 n<k 时 ,约定 Cs=0). 
公式 设 m,k 为 正 整 数 ,a 为 常数 , 则 
Cil(1 -ax) ")= Ci ia = Ci,nia:(lzl <1). 
上 述 公 式 工 可 由 二 项 式 定理 推出 ,而 公式 工 可 由 第 一 章 $ 1- 7 中 公式 开 推 出 . 
公式 下” 设 普 ,m 为 非 负 整数 ,ao,b 为 常数 , 则 
GE) = C1 te) + (a 的 z)")， 
证 明 ”由 上 述 性 质 (1) ~ (3) ,公式 I 和 工 得 
GS) = B+ or)") 1+ be) 7) 
= ci) 


= C0- he) ) = NCL en) (1 om) 


= CC be) "nC an) (1 br)"-') 
= CA(1- br) + (a 6)z)"). 
注 公式 用 等 价 于 下 列 组 合 形式 : 


SC- DGC ssa .De = CamsiC (一 中 和 
其 中 也 mv 为 正 整数 ,ab 为 常数 . 
例 1 车 n,r 为 正 整数 ,日 nm> r, 则 


pf 2) iCeiCi,,,, ={ -1) 7 2"C (na-r 为 偶数 )， 


0(n - r 为 奇数 ) . 
证 明 ”首先 改变 求 和 顺序 ， 然后 利用 性 质 和 公式 得 
-2) CC, = 2) CC 
i DF) CC, (Game 
性 质 (3) 


= (-2)"*C.. TC- 2x)' (1+ x)"') 


=(-2)""C, (1+x)" TC 22) (1+ x)"-i) 
性 质 (3) 后 汪 和 
= (2)°C (+t)" DC -24) 1+ x)"!) 
=(—2)" "°C, ,A(l+x)""(l+%—-2x)") 
=(-2)""C,.,((1- x*)") 
i 于 27"C5 (nm - r 为 偶数 ) ， 
”【o(n -7 为 奇数 ). 
例 2(Hardy 恒等式 ) 若 m 为 正 整数 , 则 


nm 
ee 2 各 (车 31m)， 
es m-k” 到 


1 
m-—k 


(-D"7 卫 ( 若 3hm) 


证 明 因为 Csi 有 E= 直 [Ch + 人 pCh4]= 直 [Ch s+ Ce] 


(T+ x) + x(l+x)"*-') 


=1¢ 
=mC: 
= 二 Ce((1+2z)(1+ 4)"- 1) (k=0,1,2,.,| 旦 ])， 


且 CGI+2z)(1+s)" 人》=0(4= [到 ] +1,[ 轩 ] +2 wm-D, 所 以 


痪 五 中 监 否 生 性 涤 油 局 涉 症 O 


离 瑟 中 攻 导 生性 炎 灌 同 涉 症 O | 


DD nla -DC +20) (+ #)" 7) 
-CD 1+24) (+ 4))"') 
+2x) 总 
(=-1)”- (1+2x)[1-(-x(1+x))”] 
= m Ce 1+%(1+x) 》 


(1 1+2% 
m CT+ 


令 o= -二 + 如 1 则 名 =1+tw+wr=0, 设 
1+2x _ 1+2% Pe EE 
1l+x+%x (ll-owx)(l-wx) l-wr 1-wx’ 
1+2x _ 1+2w0 ww _ _ 1+2% _ 1+2w _ 
于 是 4 = Twix 2 vl-w ~ 1l-w = -vw B= Ta a 


-w+w wW Ww » 
(Tw)(l+wo) 1+o™ z= 一 吕 -所 以 


[到 和 
DC OCT) 


ml = 四 
FD w op -ow Dt 
m i=0 =0 


( -Co 一 oztrD)xty 
(-D"' 全 (3tm)， 


= 一 Down+wzm)= 
m 1 
(-D"™ i (Btm). 
例 3 对 任意 正 整 数 m,n 及 任意 复数 z, 有 
SD'C(atn- etn-i- D(ztn-i-m+!l) 
0 (m<n), 
=Im! (m=n), 
Cin! :z(z—1)(z-2)(z-m+n+l) (m>n). 
证 明 由 多 项 式 恒 等 定 理 , 只 须 对 z, m,n 为 正 整数 且 z> m,z=m 时 等 式 成 立 . 
记 等 式 的 左边 为 s(m,n,z), 则 


s(mnss)= -DC ml Ghai= (Cm! Co((L+a) 


=m! Cl(1+x)’ -1)'C(1+#)"’) 
=m! C(I1+x)[(1+x) -1]")=m! Cl(l+%)’x"). 
于 是 , 当 m<n 时 ,s(m,n,z)=0; 当 m=n 时 ,s(m,n,z)=m!l; 当 m>n 时， 


1 .2(z-1)(z-m+n+!1) 
Wk m-n)! 


s(mn,z)=m! C = 
= Cnl z(z-1)(z-2)…(z-m+m+l). 
例 4( Moriarity 恒等式 ) 假设 m,n 是 正 整数 ,n> m, 则 


Rn hmp2k ok nm Zn+l, an 
-DD'CIC 2 = (D2 Cn 


证 明 3(-1)CYC% 2 = 加 (-4)*Crcr:t 


= (4)*CeC, (1+ x)"**) 


k=m 
= CYC- 44) (1+ 2)"*!) 
= Cr)" "(4x)" SCE -4r(1+ x)]"") 


= Cl) 4x)" DOr.ol 4x(1+ 4#)1*) 
(1+x)"*"( 一 4xz) 
[1+4x(1+x)]” 1 


2 m (qe dn 
=(-4) Cn (TTF ri) 


=(-4)"C,,((1 2x) mn + (1 -2)x]"*") 
=(-4)"C,_,.((1—2x)(1— x)"*") 

=(-4)"C,.n((1— x)"*"* x(1— x)"*") 
=(-4)"(-1)" "(Cn + Cn!) 


= Ch 


=(-1)"2"(L+t 人 n+l nn, nm Cr-n) 


2m+1 2m+1 
_-(_1)eom.2m+1 -nm 
=(-1)"2 Fmtl Ce. 


例 5 证 明 :对 任意 nEN, ,下 列 等 式 成 立 


[4 kk 1 
己 (-D CoC2 -ai= 了 (n+Il). 


a 县 
2 2 


[9 
证 明 交 (- 1 Co Ghat 总 (1 CC 


k=0 Ce 


诸 盏 中 洲 导 于 妆 涟 洲 同 诉 癣 O 


效 适 中 上 仁 卫 届 潍 六 回 江洲 O 


[1 
= i si((1+%)” -1) 


= C1 时 (— TD)4C4 ws (1+ x)" 1!) 


=C, (rmi - 1)*Ct (x3) [L(+ 2)’) 


= C。 LT 加 “[(1+ xz) — 2x]"*') 
_ (1+2x)"’! 
= (人 2 


= C1((1 -gw) De + x)"*) 
= C1((l+%)"")= Ci = C= 坟 n(n tl). 


注 “关于 算 子 方法 的 一 般 理 论 , 要 用 到 复 变 函 数论 中 的 残 数理 论 , 有 兴趣 的 读者 
可 参看 下 书籍 :G.P.EGORYCHEF. Integral Representation and The Computation of Combina- 
torial Sums. American Mathematical Society. Providence. Rhodelsland, 1984. 


4. 递 推 方法 
例 1 证 明 : pb i 
证 明 记 w% = 发 去 C?.… 则 


本 村 
ois 


a 1 + 
总 寺 C= 必 下 [Ce C4]= 记 去 C4+ 凡 去 C3 


人 28 


= + C+ C=0) 
| 1 1 e+ 
C++ pL 


1 1 1 + 
= +t Ft +t aT Cnr! -ZC 


1 1 [1 (2n+1)! 1 (2n +2)! 
= + ti[ 诈 (n+DI 2 +DI CD 


1 
= 0+ Fa. 


所 以 ay =2a, ,结合 ao = 1, 得 对 一 切 非 负 整数 n, 有 a, =2" . 即 轧 二 ce=2. 


=ao Cl- 2)" + Oa Ct CH ) (2)" t+ on Cie"! 
= [act 0) 

= P(x)(1- 4) + Da C1 和 

=P,(x)(1- x) + «D(a + d)C'(1— x)"- xt 


=P,(x)(1- 4) + xp,(x) + de C1- #)" -tt 
=P,(x)+dx[x+(1-%)]"=P,(x)+ dx. 
又 P(x)=ao(l-x)+aix=ao+ dx, 所 以 


一 次 多 项 式 . 
1 


» 1 1 -11 
明 ;CL- 上 cz+ 工 cz .+(_-lD)-LLeo -1+ 工 1 
例 3 证 明 :C 元 Cx+ 本 Cn +(-1) mrCs=1+ 可 + 十 


Ct + LC =1,2, nD) ,C= 二 C:, 所 以 


a = Dc 
= ti)"]= 1+il. 


又 m= Ci=1, 帮 a=@i+ 癌 (oro)=1+ 凡 证 =1+ 寺 +…+ 十 ， 


即 澡 (一) 和 二 Ct=1+ 地 + 寺 +…+ 二 ， 


例 4 证 明 : 凡 (1)*Ct 时 =(C%,,) -1 


证 明 记 b= 襄 (1:C! = 加, 则 


一 一 一 一 一 一 四 


例 2 已 知 |a, | 是 一 个 公差 不 等 于 零 的 等 差 数 列 .证 明 : P, (x*) = 名 oC (1 - 
z) "tt 是 x 的 一 次 多 项 式 . 

证 明 设 公差 为 4, 则 

Pi = act (1 ao 二 


已 (z)= P(x) + LP(z) -P(t)]=a0+ d+(n-1) d= a+ nd 是 x 的 


注 
n 
证 明 记 ,= 襄 (-1)* 十 C+, 则 因为 二 Ct = 二 (C1+ Ce = 二 CC + 二 Ci = 


淆 也 中 淮 东 五 心 洛 涟 同 涉 将 oO 


靖 卫 中 星相 扫尾 泣 汪 同和 涉 亲 O 


b, =1+ -D(C + CD 六 


下 


名人 m+n 


=b,1 + (1)*Ci = 于 


=b tC (Ct) 


=bi+ 于 [ 宫 (- UDC- 六 (-D4C 


二 二 
= bt +21 -1)" -6 ]= bb,. 
.1. 又 bo=1, 所 以 
b= by bal, bb 和 -5 n-l 0 。 
eo By Bs bibo mtn mt+(n-1l) m+2 m+l 


= Ce.) 


-DC (Cn) 
本 2a=1 Se, 1 
例 5 证 明 :号 (- DC = 
证 明 记 ww = 号 (-D 和 (CD 有 = 呈 (- DC (GD)- 注意 到 
-1_2n+1 1 
(GJ)= 筷 二 (GD 
ot bs = DED C= Dr +1 


= ne +1 
1 1 


rd] + 

又 n0, bs = (Dn,)! 
-和 

(DO+@):(n+D 得 m= Ee DY!) = 


时 我 们 也 证 明了 多 (一.k( Gi) = -2 


1 1 1 
a Cam 一 了 Com + 3002 Cm — 人 村 100C 如 | 六 


例 6 求证 :2004| 


证 明 记 a,= > CD ,. Hn 
mz0 及 一 了 m n-m 

Ci(m 宇 1), 所 以 a,=1+ 2( -DD)"[C, + Cs-] = 总 — 1)"C" ,+ 
SDC -1)"C 1 中 = 
总 (- D"CT 而 

br —b, = CD [Ce EEC = 之 2 一 Cn 

= -DC = -bi 

所 以 bw =b， 全 1 
由 bo= 65,=1, 推 知 6 =0,63= -15 = -1,4bs =0,be=1,b;=1… 一 般 应 有 b,,。 = 
(n 宕 0) .事实 上 ， 

bar3=bnr2— barr=(br—b)- b= —b 

所 以 B46= -bw3=b,(n>0). 

所 以 oa = byxm - bmm = bo -bs=1-(-1)=2. 
也 就 是 2004 3 (二 DCCs ,=2. 

0 2004 - m2-™ 


例 7 证 明 :六 (- De -2C5 4 =n+1. 
证 明 记 o， =(- 1 2 2C5 4541, 则 
a =2 + 3-1 2 MCE Ci) 


a Ep i, 
= 1) DO D200 yin( 令 k=i+1l) 


其 中 ,加 = 六 ( 12"-*C,.，. 同 理 
有 = 
= D2 D0 
=45( SD 号 D202 yD  ( 令 k=i+l) 


=4a. 一 已- © 
由 @ 及 @ 得 


条 吾 中 注 轩 上 匡 息 潍 测 同 入 尊 O 


Gn + Ga1= 6, =40,1— bri =4a,-1 — (an-1+ 0-2), 
所 以 a, =2a,_1 ~ a,-2， 


Ga- d=01- 42=""=4 -a0=2-1=1. 
所 以 w = m+ 岂 (ae- a1)=1+n. 
即 -D2 tl. 
同时 ,我 们 还 证 得 b, = ou + ww- =2n+1, 即 沪 ( 一 DD*2"77Ci, ,=2n+1. 


5. 利用 组 合 互 逆 公 式 
首先 ,我 们 介绍 下 列 组 合 互 逆 公 式 : 
定理 1 设 |a,1 是 给 定 的 数列 ,如 果 b= 窟 (一 1)*Ctai ,n=0,1,2,…, 那 么 ,a, = 
-DCibe, n=0,1,2,.. 
a jy 0(iz)) 
证 明 由 82-2 中 例 5 有 识 (-)'Cici=( 138, 其 中 6,= 人 i/) ,于 是 
-Dc = Drcia,) 
= SDE- Dc) =H-1)"(- 1" = 0,. 
即 要 证 结论 成 立 . 
b= 总 (DCiaw, 与 ,= 澡 ( 一 1)*Cib 称 为 一 对 组 合 变换 的 反 演 公式 ,又 称 组 
合 互 道 公式 .其 中 若 有 一 个 成 立 , 则 另 一 个 也 成 立 , 这 就 为 从 已 知 组 合 恒等式 出 发, 扒 
证 新 的 组 合 恒等式 提供 了 一 种 新 方法 ,这 种 方法 又 称 为 反 演 方法 . 


例 1 证 明 : 轧 (- DCtG+ 二 +……+ 二 )= -二 
k=] n 


证 明 由 $2-4 中 例 3, 我 们 有 总 (- DC4 二 =1+2+…+ 革 . 令 m=0,ai= 
-二 (4=12) ,bo=0,b =1+ 二 +…+ 二 (k=0,1,2,…), 则 2-4 中 例 3 中 恒 等 
式 即 为 加 ( -1)*Cta = 6 .于 是 ,由 组 合 互 道 公式 得 六 ( - 1D)*Ci = 0,, 即 

这 -DectG+ 评 ++ 晤 )= -二 


ml! nl m 


例 2 证 明 : 立 ( 


ee 
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证 明 要 证 恒等式 可 写 为 名 (1)*Ct( Co = 元. 令 a= (CS ,b= 


m+n 


则 由 $2- 4 中 例 4, 有 六 (- 1)*Cb, = -Dc 元 f= (Cao) ”= mw, 故 由 


Erg 


组 合 互 着 公式 ,得 员 ( 1)*Cta, = b, 即 名 (1) ke A 


+n 
av m!l n! 

也 就 是 (Dini 了 Tn 

例 3( 错 位 排列 公式 ) 证 明 ;n 个 元 素 1,2,…,n 的 所 有 排列 中 ,i 不 在 第 i 个 位 置 
(i=1,2,…,n) 的 所 有 排列 个 数 为 

D,=n! (1- 二 + 再 -+ 过) (第 1 章 82-5 例 1) 

证 明 设 1,2,…, 丰 的 所 有 排列 中 ,大 个 元 素 都 不 在 原来 位 置 的 排列 个 数 为 应 
(k=1,2,…,n), 并 约定 D。= 1. 因 为 n 个 元 素 的 全 排列 共有 n! 个 ,所 以 

cp, =n! ,TS —1)*Ct.(—1)*D,=n!. 
令 b=( 一 DDesas = 肌 , 则 内 (一 1)*Cib = .由 组 合 互 着 公式 得 

(-D)"D, =B( -DCk!. 

所 以 D.= 训 (= 于 5 =a! 访 (-1) 南 

例 4 把 ”个 不 同 的 球 放 入 r(m> r) 个 相同 的 盒子 中 去 ,假设 没有 空 盒 , 则 放 球 的 
方法 数 SCn,r) 叫 做 第 二 类 stiding 数 .证 明 : 

SCn,7) = Cr) + Cr) Dn]. 

epee 

证 明 我们 考虑 把 n 个 不 同 的 球 放 人 r(r<zm) 个 不 同 的 盒子 里 , 允许 空 盒 的 放 球 
方法 数 .一 方面 每 个 球 有 r 种 不 同 的 放 法 ,mn 个 球 共 有 rr 种 不 同 的 放 法 . 另 一 方面 ,对 
任意 正 整数 kh(0<k<r),C! 表示 从 r 个 盒子 中 选 出 大 个 盒子 的 放 法 数 .SCn ,下 ) .8 
表示 将 n 个 不 同 的 球 放 人 入 这 上 个 不 同 盒子 中 不 允许 空 愈 的 方法 数 . 故 C**S(n,k)*k! 
表示 把 ”个 不 同 的 球 放 人 个 不 同 的 盒子 恰 有 上 个 盒子 不 空 的 方法 数 , 故 将 n 个 不 同 


的 球 放 入 r(r<n) 个 不 同 的 盒子 ,允许 空 全 的 方法 数 为 部 CIS(n,k)* 如 ,于 是 
"= BCSCn, kk! = -1)S(Cn, k)ek!. 


= 姑 ,b =( 一 1)*S(n,k)"k!, 并 约定 S(n,0) =0, 则 a, = 办 (1)*C 志 .由 组 合 互 
k=0 
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洲 瑟 中 监 孙 手心 涨 油 局 站 关 O 


逆 公式 得 忆 ( - DCial = 6b, 即 
(D'sn,n) er! = -ce. 
所 以 


S(n, 站 = 直 训 (=D)" Cr 各 = 动 避 (- 1)*Cr(r ~ k)" 
= 十 [“ -cir-D"+Cr-2)"-， +(-1)"™ "ce1"]. 


例 5 ee 
证 明 令 au = C4,be=(-1)*Cm*, 于 是 

D1)Ctb, = PCC = PCC (1+ x)") 

k=0 k=0 k=0 


离 瑟 中 监 否 生性 亚 灌 加 涉 关 O 


= C(O 1+)")= C1+ x)" DC) 
= C((L+x)"(1+z)*》= C((I+x)"r")》= Ch,, = 0,, 
故 由 组 合 互 逆 公 式 得 沪 ( -1)*Cta, = b, 即 
EC -DD = -DCGr". 
6. 数学 归纳 法 
例 1 证明: 对 一 切 正 整数 ”和 一 切实 数 *(xz0, -1,…, - n), 有 
SD)’c: 


x nl 
x+k (x+1)(x+2)(x+n) 
证 明 n=1 时 ， 左边 =1-- 乞 = 二 = 右边 . 
设 n=m 时 ,对 一 切实 数 x(x 尖 0, -1,…, 一 m), 有 
本 ! 
-D'C FE Tm 
那么 , 当 n= m+1 时 ,对 一 切实 数 x(z 关 0, -1,…, (m+1)), 有 


i(- 1)*Ch 1+ 训 (C+ CE+ (Dr 各 


x+m+l 


= (DC + (DC 5 


3 


= 六 (-1 4C4 到 - SD'c, 2 


"xt+k 2 x+1 
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专 题 研究 系 列 


ml! m! pe 
era “(x+m) (x+2)(x+3)-(x+l+m) x+1 
! [(x+m+1)—x] (m+1)! 


=tze 1)(x+2)- (x+m+1) (x+1)(x+2). (x+m+1): 
即 n=m+1 时 ,等 式 成 立 . 
故 对 一 切 正 整数 n 及 一 切实 数 x(x 承 0, -1,…, - n), 有 


六 (Dec 
k=0 


< nl 
x+k (x+l1)(x+2)(x+n). 


例 2 引信 记号 [x]"=x(x+1)…(x+n-1). 这 里 xE€ER,nEN, ,并 规定 [x]" = 


1. 证 明 : 

[z+ y= Sc [yt. 

证 明 当 n=1 时 ,@ 式 显然 成 立 . 设 n=m 时,@ 式 成 立 , 那 么 n=m+1 时 ， 
"=[x+y] "(x+y+n)=[x+y]"(x+k+y+m—-k) 

= Ce] Ly]"t(+ ht y+ 

=SCsx] y+ Ces ye 


9 


= 名 Cr Lz] [yl 《CS [3 
sl DO: + Ce)[zx] Ly)" t+ y]"*! 
= ce Lz] yl 
所 以 对 一 切 "EN, 及 任意 x*ER,@ 式 成 立 . 
注 引入 记号 [x], = x(x 一 1)…(x -n+1), 这 里 x€ER,nEN, ,并 规定 [x] = 
用 类 似 的 方法 可 得 到 与 〇 O 式 对 称 的 恒等式 : 
[z+7), = Ce) [Ly].. 


名 与 @ 式 在 形式 上 与 二 项 式 定理 完全 一 致 ,它们 在 证 明 组 合 便 等 式 中 经 常 被 用 到 . 
例 3 设 a,8,nEN,, 且 ns<B, 则 


Gp = CE 
证 明 注意 到 Ce = ee m= n+l) -Lest ,@ 式 可 写成 为 


[a+B-n+2]" -名 二 ees 
nl (n-k)! 


[x+y 


lat+B-nt+2]" = SCLa+1] [B-n+1]"*. 


@ 


| 晤 


© 


® 


证 本 路 监 相 甘心 炎 洪 由 其 症 O 


离 西 守 誉 眉 心疼 说 同 洪 症 O 


在 @O 中 令 x=a+ly=8-nm+l, 即 得 @, 故 @@ 成 立 . 


例 4 证 明 : 岂 二 Ci Cao = 二 Co 
证 明 ， = 1 时 ,左边 = 1 = 右边 ,等 式 成 立 . 


设 n=m 时 ,等 式 成 立 .那么 n=m+1 时 ,注意 到 


+ 一 2m+1-2k) mm- 1 加 
Ca ~ =2(2- 吉 1 下) C3, 有 


ml 
+ 


忆 ea, CD = 时 3(2- pe EL D Cap + nC 
= 多 je Cap — 2 二 sen Cap + pr 
=(4- i 交 Ti.y Cts -= ey Cl + i 

在 第 - i m+1-k=t, 有 
i 这 Ce D Cn p = = 2 ls Cio-b， 
故 乱 表 CC (4- 吉 Dc + 

=(# i 2 


_1.,(2m+2)(2m+1)., (2m)! _ (2m +2)! 1 
(m+l)(m+1) ml ml 3 ‘Tm+DIFE™ 


即 n= m+1 时 ,等 式 成 立 . 
故 对 一 切 正 整数 4, 有 澡 趟 Ci Ci n= 二. 


+1 
Can+n» 


例 5 证 明 :(1) 台 (1)*Ci(x 一)"=nl; 


(2) 避 (DCt,,(z 一 和 "=0, 其 中 x 为 实数 ,m,n 为 正 整数 且 m<n. 
证 明 当 n=1 时 , 必 有 m=1. 
(有) 左边 = CI(x -0) -CI(xz-1)=1! = 右边 . 
(2) 左 边 = C(x -0)- Cl(x--1)+ C(x-2)=0= 右 边 ， 
即 n=1 时 ,等 式 成 立 . 
设 n=r 时 ,对 一 切实 数 x 有 
页 (- DCKx -= 及 守 (-1)'Ch, (zh)" =0, 
其 中 ms<r. 则 当 n=r+1 时 ， 


(DED eA = Dc (sh [srl) + (r+1- A)] 


=0°(z-r- D+ -DC (r+1- Eh) (sh) 

= (r+ DCD), (sh) -Dict (sb) 

= 7+ DDC (sh) (r+ DL) (zk) 
=(r+ Ds-0° + (r+ DDT - CHI(s- A) 


痪 本 中 监 相 开心 泛 油 加 并 症 O 


=(r+ D(z-O0°+(r+ DE -1 -有 
=(r+ D3- DC -=(r+rD'rl =(r+D!. 
(2) 当 msr+1 时 ， 
-Ca A)" 
k=0 
= Cs +) 2)" 
= D0) C+ C(x k)" 
= (sh)" -Dc D) -DI" 


tt 


= DC sk)" Dc [sD) A" 
=0-0=0. 
这 就 完成 了 题目 的 归纳 证 明 . 


7. 组 合 模型 方法 


例 1 设 n>m, 证 明 : 到 CC2 =2"-"C?. 

证 明 ”考虑 从 ” 个 人 中 选 出 m 名 正式 代表 及 若干 名 列席 代表 (列席 代表 人 数 不 
限 ,可 为 0). 

一 方面 , 先 选 定 正式 代表 ,有 CY 种 方法 ,然后 从 余下 n- m 人 中 选 列席 代表 ,有 
2 "种 方法 ,因此 ,共有 2""C? 种 选 法 - 

另 一 方面 ,可 先 选 出 包括 正式 代表 和 列席 代表 共 m+ 人 (k=0,1,…,n -mm), 然 
后 再 从 中 选 出 m 名 正式 代表 ,对 每 一 个 上 有 Cx*** 0%, 种 选 法 ,从 而 选 法 总 数 为 


3 CC 


0 
77 [ 


渍 天 宁 小 下 下 性 求 滞 由 入 三 O 


综 上 ,得 加 CCz=27C2. 


例 2 证 明光 C= na+1D 2 

证 明 考虑 从 n 人 中 选 出 若干 人 组 成 一 个 代表 团 ,并 从 中 选 出 正 团 长 1 名 及 副 团 
长 1 名 ( 正 、 副 团 长 可 由 1 人 兼任 ). 

一 方面 , 若 正 . 副 团 长 由 1 人 兼任 , 则 从 n 人 中 选 1 人 兼任 正副 团 长 有 C! 种 方 


| 法 ,其 余 m-1 人 有 2 种 选 法 ,此 时 有 2 ' C* 种 方法 . 若 正 、 副 团 长 分 别 由 2 人 担 


任 , 则 从 nn 人 中 选 出 2 人 任 正 . 副 团 长 有 P? 种 方法 ,其 余 a -2 人 有 2"”…? 种 选 法 ,此 时 ， 
有 忆 "2"“ 种 方法 . 故 总 的 方法 数 为 

Cio2" + P22 ?=2 in(2+ nn-1)=n(n+1)*2" ?种 . 

另 一 方面 ,从 n 人 中 选 出 & 人 组 成 代表 团 有 C; 种 选 法 ,再 从 中 选 出 正 团 长 1 人 及 


| 副 团 长 1 人 (可 由 同一 人 兼任 ) 有 CiC 种 选 法 (k= 1,2,…,n), 故 对 每 一 个 上 有 


Ci CICL = 已 ct 种 选 法 , 故 总 的 方法 数 又 为 总 妇 ct. 

综 上 ,得 Sec = nn+1l) 22. 

例 3 证 明 :Co +2 C2,2 + + C2 = 

证 明 考虑 一 个 由 编号 为 1,2,3,…,2n +1 的 2n+1 名 棋 手 组 成 的 俱乐部 ,从 中 
选 出 n+ 1 人 参加 与 另 一 俱乐部 的 比赛 ,此 外 ,从 剩 下 的 n 名 棋 手 中 选 出 1 名 领队 和 1 
名 教练 ,同一 棋 手 可 以 担任 这 两 个 职务 (将 领队 和 教练 统称 为 职员 ) ,但 每 一 个 职员 的 
编号 至 少 排 在 选 出 的 一 名 模 手 的 编号 之 前 . 

令 选 出 的 棋 手 中 编号 最 大 的 是 k(n +2<k<2n +1), 对 每 一 个 这 样 的 ,其余 nn 
名 棋 手 可 从 编号 为 1,2,…,k -1 的 棋 手 中 选 出 ,有 Ci_, = Ct-} “种 选 法 .而 职员 的 选 
法 有 (k 一 1-n)? 种 , 故 选 法 的 总 数 为 

Sk -1- nm)2Ct = CC 

另 一 方面 不 考虑 条 件 限制 时 , 选 n+ 1 名 棋 手 有 C2+!, 种 方法 ,同时 选 职员 有 mw 种 
方法 ,共有 rw C2+!, 种 选 法 ,但 我 们 应 去 掉 那 些 至 少 有 1 名 职员 的 编号 位 于 所 有 选 出 棋 
手 的 编号 之 后 的 情形 ,如 果 两 名 职员 的 位 置 由 同一 棋 手 占据 ,那么 选择 n+ 1 名 棋 手 加 
上 这 名 职员 共有 C32 种 方法 ,并 令 其 中 编号 最 大 的 是 这 名 职员 ,如 果 职 员 位 置 由 2 名 
不 同 棋 手 担任 , 则 选择 n+1 名 棋 手 加 上 这 两 名 职员 有 C2 种 方法 ,其 中 编号 最 大 的 
是 2 名 职员 之 一 有 C; 种 方法 , 另 一 位 职员 从 另外 n+2 名 棋 手 中 任 选 1 人 担任 ,这 时 


有 2(n+2)C231 种 方法 , 故 符合 条 件 的 选 法 总 数 又 为 
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1 + 
PO C2 20 4D Ci TBE 


名 +1) + 
综 上 ,得 CN + 于 Ca 于 CT 全 让 G2 


8. 微 积分 方法 


1 2-1 2-1 ..， 2 -1 
+nC= T+ 2 + hs 


例 1 证 明 :Cs+ 吉 C3+ 


证 明 六 二 CI = 六 Ct wdr= Ci!dx 


k=1 


(1+x)"-1 
J= fs (7 dx 


= 人 CI+(I+x)+(1+x)2+…+(1+x)" 1]dx 


= [2 -1 


=[(1+z)+ 广 (1+ x+ 二 (1+ 


2-1 2-1 2-1 2°-1 
二 


本 n 


工党 _(n-1):2+1, 
例 2 证 明 :(DG= 


n+l 


“(Dk _l 
(DT 


有 十] 


证 明 因为 六 Ci = (1+ 4)", 两 边 对 + 从 0 到 积分 得 


"Ce Te gr (+x)"" -1 
妆 Prt =>c: [Titdt= [5(1+2) dl 


两 边 除 以 x 后 ,再 对 x 求 导数 得 

cw [1 Ct Dr d+) nn 
令 x=1 和 x= -1, 分 别 得 到 

Batic A 0 
和 六 (- Dk kp 1 


f=0 k+l Cn n+l 


(4n+3)(3""? -1) 
4(2n +2)(2n +3) 


证 明 因为 避 信 4 记 = 各 寺 和 字 过 G60t = 涩 [Gt 


例 3 证 明 : 2 


2k 
Can+l = 


次 瑟 中 上 监 屡 性 汪 油 同 六 交 O 


汕 孔 路 淮 否 执 性 泣 涝 同 站 效 O 


两 边 乘 以 上 后 ,并 对 上 从 0 到 % 积分 得 


外 5 Ca as 

=1je [aa td 

2 

= 二 1 [Qt (+t) 1" + (1 ]dt 


1 Ore) rs) l,l (sl] 
2 2n+3 2n+2 2n+3 2n+2 “ 
x=2， 且 阿 边 除 以 2 得 
1 [3 1 -1-1 1-1 
总 Fi rT 4l 2n+3 2n+2 2n+3 2n+2 
a 1 [2 -3 3" -1 _ (4n+3)(3"+? -1) 
一 4 2n+3 2n+2 1 4(2n+2)(2n+3) 


例 4 证 明 : C3, +2C5, +3C3, + "+ PC 了 1 = 二 [Cn+2)2r- +(-1)”-!'(6n +1)]. 


证 明 设 w= -十 + 训 5, 则 局 =1,1++ os=0, 且 对 任何 非 负 整数 户 有 
1(j=3k-1), 

0(j=3k 或 3k+1). 
3n 


于 是 赔 Ce = 号 言 G+wt+ wD ) Oh 


地 (1 4 wD ) ={ 


= +) tl ew) + (1+ ws)"]. 


两 边 乘 以 x 后 ,再 对 x 求 导数 ,得 


3 = 到 [Gy am +3nmnx(1+%)z +w(l+ or) +3nw x(1+ wr)”-! + 
w (1+ x)” +3nw rx(l+ wr)" ]. 
令 x=1 后 两 边 除 以 3, 并 利用 1+w+w ?=0 及 w=1 得 
i AKC3-1 = [2 +3n°2" +a(1+w)i +3nw (+ ow) +o (1+w)"+ 


ey 
= 吉 [(3n +42) 2 +o 0) + In wo) + 
ww)" +3nw( —w)™”-!] 


= 圳 [C3n+2) 2 D+) + -13n(w + wr)] 


= 二 [C3n+2) 2 +( -1m (6n+1)]. 


9". 差分 方法 


设 x) 为 任意 函数 ,人 A 为 差分 算 子 ,其 定义 为 Af(x)=/(x+1)-f(x),A'f(x)= 
A[A*"'f(x)](k=2,3,…), 以 算 子 A 作成 的 差分 多 项 式 

P(A)= Po+PA+…+PA" | 
仍 称 为 一 算 子 ,其 系数 已 为 常数 ,并 规定 

P(A)f(x)= Pof(x) + PIAf(x) + PA f(x) + + PA’f(x). 
又 规定 7 与 0 分 别 为 单位 算 子 与 零 算 子 ,其 定义 为 

x)=f(x)= A f(x),0f(x)=0,A: +0=0+A:=A.. 
另 一 个 常用 的 算 子 是 移 位 算 子 ,其 定义 为 

Ef(x)=/(x+1), EF = EEC Bo=1， 
于 是 ,由 Af(x)=f(x+1)-f(x)= E(x)- J(x)=(E-71)f(x), 得 A=E-1 或 E= 
A+ 1 了, 易 证 上 述 多 项 式 算 子 对 规定 的 加 法 、 乘 法 运算 满足 结合 律 .交换 律 和 分 配 律 ,也 
就 是 我 们 可 以 像 数 一 样 ,对 它们 进行 加 、 减 、 乘 的 运算 ,例如 P(A)[@(A)f(x)]= | 
[P(A)Q(A)I/(x) = Q(A)[P(A)A(x)]. | 

定理 1 设 f(x) 为 任意 函数 ,那么 

Af(x)= Cf(x+n)- Cflxtn-l)+ cfrtn-2) +( -1)"C/(x). 

证 明 Af(x)=(E- D(x)=(B( -1)*CtE") f(x) | 

= -1D)*CE" (4) = (1) + nk). 

定理 2 设 f(x) 为 任意 函数 ,nEN, ,那么 

f(x+n)=f(x) + CIAf(x) + CA f(x) + + CIAf( x). 

证 明 f(x+n)= Ef(x)=(T+A)'f(x) = (SCA) fr) = CA s). 

定理 3 设 f(x)=aox + qx +…+ ix+ ar(ao 头 0) 为 次 多 项 式 , 则 
A'f(x)= klao,A''' f(x) =0. 

证 明 8=I 时 ,F(xz)= aox+a,Af(x)=f(x+1)-/(x)=[a(x+1)+a]- 
(aox+al)=ao=1ll aoAA(x)=Afz+l-Axz)=ao-ao=0. 

设 对 正 整 数 结论 成 立 ,那么 对 k+1, 有 


f(x) = aox + GN t+ it + Qirl. 


于 是 Af(x)=f(x+1)-/(x) 
gt 


各 了 吾 中 演 导 五 性 溢 测 回迁 壮 O 


诸 豆 中 光 鞭 卫 惊 洋 洪 问 渤 净 O 


=ao[(x+1l)4 xt]+al(x+1):— x]+.+a[(x+1)—x] 


kr 让 
这 kl 

= ao Cini | ‘+ a2 Cw + "+a 
加 


是 一 个 首 项 系数 为 Cl,1ao = (k+1)ao 的 大 次 多 项 式 ,由 归纳 假设 有 

ArTif(x)=A[Af(x)] = kk+1)a = (k+l) a, A f(x) =A [Af(x)]=0, 
于 是 命题 得 证 . 

设 a, =f(n) 是 一 个 数列 ,车 A:f(n) = Aso, 为 非 零 常数 列 , 则 称 a, 为 k 阶 等 差 数 
列 .特别 地 ,1 阶 等 差 数 列 就 是 通常 的 等 差 数列 . 

定理 4 a, =f(n) 为 上 阶 等 差 数列 的 充 要 条 件 是 a, =f(n) 是 n 的 k 次 多 项 式 . 

证 明 充分 性 由 定理 3 即 得 . 

必要 性 . 若 a, = f(n) 为 k 阶 等 差 数 列 , 即 Ato, = e 为 非 零 常数 , 且 A"a, =0(m>> 
+ 1) , 则 由 定理 2, 得 

oa =f(n)=/(0) + CLAf(0) + + CAF (0). 
其 中 AS(0) = cz0, C: 为 n 的 k 次 多 项 式 , 故 a 为 n 的 次 多 项 式 . 

例 1( 伯 努 利 求 和 公式 ) 设 /(n) 对 nEN, 有 定义 , 则 

S00) = Cf(1) + CAFD+…+ CA 
特别 f(n) 为 n 的 r 次 多 项 式 时 ,有 

SAD = CHD + CAAD + + CrIATGD) 
为 4 的 r+1 次 多 项 式 . 

证 明 令 5( 门 = 号 [DaEN. ),5(0) =0, 则 Ag(0) =g(1) - g(0)=/(1), 
Ag(0) =A'-'(Ag(0)) =A 和 (GD)(E= 1,2,…)- 于 是 ,由 定理 2 得 

B/D) =g(n)=g(0)+ CiAg(0) + CIA g(0) + + CrA"g(0) 

= Cf(1) + CLAf(1) + + CA"-!f(1). 

为 了 计算 A(1) ,Af(1),…,A"…'/(1), 常 使 用 下 列 差 分 表 : 


AD £2 ff) … fn 7m 
Af(1) Af (2) woe fln-1) 
SS 
BF Af(n-2) 
A (GD) 


例 2 证 明 : i= Cl +15C? +50C3 +60C! +24C5 = 击 n(n+ 1)(2n+1)(3e 第 
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证 明 令 f(i) = 六, 用 下 表 可 算出 Af(1)=15,Af(1)=50,Af(1)=60,A'f(1)= 


24. 
AD Ff@ 83) fm /5) 
1 16 81 25 6 
A/(D)=15 -65 175 ” 369 
A2f (1)=50 110 194 
Af(D)=60 84 
A‘f(1)=24 
于 是 由 伯 努 利 求 和 公式 便 得 要 证 的 第 一 个 等 式 , 再 经 过 因 式 分 解 便 得 第 二 个 等 
式 . 


例 3 证 明 : 对 任意 m,n,kEN, , 当 k<m<sn 时 ,有 
We | 
n+k+i n+l. 


证 明 设 /(x)= (x+m)(x+m+1):(x+m+n) ,因为 k<m<n, 所 以 m< 


XxX+nt+k 
n+k<m+n, 故 /(x) 是 首 项 系数 为 1 的 n 次 多 项 式 , 故 由 定理 3 得 A"f(0) = n!. 另 一 
方面 ,由 定理 1 有 
AD) =H DiCVGD = 六 (- DC (i+m)(irm+1) "(i+m+n) 


itn+t+k 


SB- DC sse 


.n+1)! 
n+k+i’ 


= pl -DD'CCW,,; 


ri nthk+i™ 


两 边 除 以 (n + 1)! 即 得 要 证 算式 . 
§ 3 ”证明 组 合 和 问题 中 的 不 等 式 的 基本 方法 


1. 放 缩 法 


证 明 组 合 不 等 式 的 一 个 基本 方法 是 由 组 合 恒 等 式 适当 进行 放 缩 便 可 导出 要 证 的 | 
组 合 不 等 式 . 


即 为 (- CiCC 全 二 = ml， 
例 1 证 明 : C? + + + | 


+ < Car. 


寅 百 中 澳 导 捷 尾 注 进 周 六 站 oO 


S 证 明 因为 站 = Ct (k=0,1,2,. ,2n), 并 且 C3,41， Crs"… 
内 上 Gti ci, = cs 为 最 大 ,所 以 
匹 | 1 
训 总 FTC i 
4 例 2 车 nEN, ,jE10,1,24, 则 必 ( 一 1)*C2*7> 汪 [( -2)" -1] 
的 6 
组 证 明 设 /(x)=(1+%x)"= Ctxt= 2) Cx + BD C+! + DC++ 
合 k=0 k=0 ka0 k=0 
是 」 令 = -于 + 为 起 数 单位 ), 则 wm = 1,1+ w+ oz=0, 且 易 证 
2 [3 (31k) 
1+o + = 人 (3 "于 是 


起 二 = 己 C+ BB " + 马 C" =2 

Ho -tr Cw? =(1+w)"=(-1)"w™”, 

7 )= 己 SC aGt w=(1+w)"=(-1)"w 

PE CAD fo) Ae) t(D w+ (—1)"w"], 


总 (DD"C = 诗 [( -2)" -1]+ 才 [1+ wr + wr"] 


1 G1n), 
-#2 -+ € 
0 (3hn). 


类 似 地 ,有 
总 -DC = CAAD + fo) ow + fo)w] 
= 十 [(- 2)" -1]+ 序 $+ wr + wD] 


1 (3ln+1), 
0 (3tn+1). 


BD = HD + Ao) w+ fl )e] 


= 二 [(- ei 


a -+ 二 [1+ar2+onxea] 
1 本 1 (3ln+2)， 
=3[(-2) -1+{ 


0 (3tn+2). 
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总 之 , 当 nEN, ,jE 10,1,2| 时 ,有 
-DG 3 +{ 


1 (3ln+)), 
0 (3tn+)). 


故 忆 (-D*C%w > 本 [(-2)"-1， 
0 


注 本 题 也 可 通过 取 n= 1,2,3,… 等 特殊 值 来 计算 ,归纳 出 恒等式 ( * ) ,再 用 数学 
归纳 法 证 明 ( * ) 成 立 

2. 组 合 分 析 法 

例 1 设 4 是 一 个 有 n 个 元 素 的 集合 ,4 的 m 个 子 集 4 ,4，…, 4。 两 两 互 不 包 
会 . 试 证 :(D 训 Dr<l (DSc > 


其 中 14; | 表示 4; 所 含 元 素 的 个 数 , Ci%! 表示 从 n 个 不 同 元 素 中 取 14, 1 个 元 素 的 组 合 


数 . (1993 年 全 国 高 中 联赛 第 二 试 试题 ) 
证 明 〈1) 中 不 等 式 等 价 于 
SA! Cn-14D! enl. O 


一 方面 ,4 中 个 不 同 元 素 的 全 排列 个 数 共有 n! 个 , 另 一 方面 对 4 的 每 个 子 集 4， 
作 4 中 个 元 素 的 全 排列 如 下 ; 

XI1 MX2 和 %14171J2 yn-14i1 © 
其 中 x,x,…%i41 是 A; 中 所 有 元 素 的 全 排列 ,而 74y2…ya-i41 是 4; 在 4 中 的 补 集 h; = 
4 \ 4 的 所 有 元 素 的 全 排列 ,于 是 形 如 @ 的 排列 有 14;1! (mn 一 14;1)! 个 . 

下 面 证 明 当 jz i 时 4 对 应 的 排列 与 4, 对 应 的 排列 互 不 相同 .事实 上 , 若 4 对 应 
的 某 个 排列 

0 @ 
与 4; 对 应 的 某 个 排列 @@ 相 同 , 则 当 141<141 时 ,有 x = x1, x’, = 和 
in ; 即 4 三 hi; 而 当 14j1>14;1 时 ,有 x = x ,x = = 和 , 即 4; S 4;, 
这 都 与 4, , 4,,…, 4, 两 两 互 不 包含 矛盾 , 故 

S14! (14DL sal. 


的 
即 这 Tl. 


(2) 由 (1) 及 哥 西 不 等 式 有 
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痪 百 中 险 否 五 性 洒 让 巾 站 交 O 


痪 五 路 准 否 女性 炎 语 同 潍 奖 O 


Sez=(8c) (2 dr)=m. 


注 ”本题 来 源 于 下 列 著名 的 Spemer 定理 : 
Sperner 定理 设 4 为 n 元 集 ,4,4,,…,4, 为 4 的 子 集 且 两 两 互 不 包含 , 则 m 的 


最 大 值 为 C[ 引 . 
证 明 由 上 例 (0) 有 立 Cs 并 且 Ch, Cs,…,C; 中 以 C13 为 最 大 ,所 以 


< rl meclil. 


另 一 方面 4 的 [号 ] 元 子 集 共有 C1 外 个 , 它们 两 两 互 不 包含 , 故 m 的 最 大 值 为 


C[ 引 . 

例 2 某 间谍 组 织 5 有 n(n>>2) 名 间谍 ,两 间谍 之 间或 者 互 不 相识 ,或 者 存在 领导 
与 被 领导 关系 .求证 : 必 可 将 $ 分 成 三 个 不 相交 的 子 集 4,B,C 适合 下 述 关系 : 

(1)4 中 间谍 互相 不 认识 ; 

(2) 对 任意 bE B ,存在 a€ 4 ,使 得 a 领导 4b; 

(3) 对 任意 cE C, 存 在 bE B, 使 得 b 领导 c; 

(4)1AU BI >Vn. 

证 明 以 n 个 点 代表 n 名 间谍 ,对 任意 两 名 间谍 ,以 两 点 间 不 连 线 表示 两 人 不 认 
识 , 以 有 向 线段 表示 两 人 相识 , 且 线 段 方向 指向 的 终点 为 被 领导 者 .对 任意 一 点 , 称 从 
此 点 出 发 的 有 向 线段 为 出 线段 ,以 此 点 为 终点 的 有 向 线段 为 人 线段 ,于 是 得 到 一 个 含 
n 个 点 的 有 向 图 G. 

车 6 中 存在 一 个 独立 点 , 即 此 点 无 线段 相连 , 则 将 此 点 放 人 4 集 ,对 其 他 点 均 无 
影响 .车 6 中 存在 一 点 ,与 这 点 相连 的 线段 均 为 出 线段 , 即 此 间谍 无 上 司 , 则 将 此 点 也 
放 人 4 集 , 把 其 下 属 均 放 人 中 集 , 对 其 余 的 点 均 无 影响 ,并 且 以 上 两 种 情形 均 使 14U 
BI 在 1S1 中 所 占 的 比重 增 大 .所 以 ,只 须 考虑 所 有 点 都 有 入 线 和 出 线 的 情形 . 

设 此 时 点 的 集合 为 Wi , 因 点 数 有 限 ,所 以 其 中 必 有 一 点 4, 使 其 出 线段 数目 最 多 ， 
将 41 放 入 4 中 , 设 4 的 下 属 为 Bi Bs,…, Bii, 则 将 此 点 放 入 B 中 ,将 BB， 
Ba ,…, Bs! 的 下 属 (Cu)i,(Cn)as*,(Cn), (Ca)i, Ca) (Ca (Chit), 
(Ca)a0…,(Chs)。s。 放 人 CC 中 ,但 不 包括 Ba(i=1,2,…,k) 在 内 , 记 余 下 点 的 集合 为 
M,. 

(1) 车 1M21=0, 则 4U BUC 已 包含 届 中 所 有 的 点 , 因 4, 的 出 线段 最 多 ,为 态 


条 ,所 以 nist ts Sh AUBI=h +1, MI=1Al+1BI+1Cl<1+h + 


因为 +1>V1+ki+ 太 ,所 以 1AU Bl>V1Ml. 
(2) 车 1M,1z0, 则 在 点 集 M, 中 同样 找 出 42; Bw, Ba，…, Bez 及 ( Ca)1,( Co) 
(Co iv(Caa) (Caz)a (Coa)， ,分 别 放 人 A，B,C 中 (Ms 中 的 点 与 M, 中 点 连 


有 线段 时 , 则 不 计 在 内 ), 设 余下 的 点 集合 记 为 Ma , 若 1M; 1 > 0, 则 继续 找 出 4;; Ba， 
Ba 

如 此 类 推 ,总 可 把 点 集 Mi 分 成 三 组 点 4,B8,C. 此 时 设 4 中 有 s 个 点 ,1B1= 大 二 
++ 1Cl 和 < 民 + 慑 ++ 民 (k 守 1), 于 是 

1Mil<s+h+h+ + 二 民 二 局 十 … 二 有 

<2h1 +2ko + +2k ++ 人 + th+h+ +h +1)<IAUBL, 
即 14UBI>V1Mi1, 所 以 14U Bl>Vn. 
例 3 在 nxn 棋盘 上 放置 棋子 ,每 个 小 方 格 内 至 多 放 1 枚 棋子 ,并 且 满 足下 列 条 


件 :如 果菜 个 小 方 格 内 没有 放 模 子 ,那么 过 此 方 客 的 水 平 线 及 错 直 线 上 各 小 方 客 内 放 
的 模子 数 的 总 和 不 少 于 .证 明 ; 模 盘 上 放 的 模子 总 数 不 少 于 二 局 村，( 第 13 届 IMO) 

证 明 “棋盘 上 总 有 一 行 或 一 列 放 的 模子 数 是 各 行 \ 各 列 中 放 的 模子 数 中 最 少 的 . 
不 妨 设 它 是 第 一 行 ,在 这 行 中 放 了 上 枚 模子 , 且 这 上 枚 棋子 放 在 前 上 个 位 置 ， 

(D 若 人 > 号, 则 棋盘 内 放 的 棋子 总 数 > 血 > 马 ,结论 成 立 ， 

(2; 若 上 < 和 喇 , 则 由 于 前 上 列 所 放 棋子 总 数 > 上 "上 = 忆 , 并 且 由 已 知 条 件 知 后 一 
列 的 每 一 列 中 放 的 模子 数 不 少 于 ~ 4( 因 后 n -上 列 中 每 一 列 的 模子 数 加 上 第 一 行 的 


棋子 数 上 > n) ,于 是 ,后 n 一 大 列 放 的 棋子 总 数 > (mn -上 )?, 故 表 中 放 的 棋子 总 数 三 记 + | 


Cn- 有 =2(E- 号)+ 本 > 号 ,证 毕 ， 

例 4 证 明 : 在 任何 个 人 中 ,总 存在 2 人 ,使 得 其 余 n-2 人 中 与 这 两 人 都 互相 认 
识 或 都 不 互相 认识 的 人 数 不 少 于 [ 号 ] - 1 个 . 

证 明 如果 结 论 不 成 立 ,那么 对 个 人 中 任意 两 人 A4 和 8B, 其 余 n-2 个 人 中 同时 
认识 4 和 B 以 及 同时 不 认识 4 和 B 的 总 人 数 至 多 为 [ 号 ] -2 个 . 设 除 4,B 外 其 余 n - 


2 个 人 中 恰 认识 4 或 8 中 一 人 的 有 个 , 则 n-2-k<[ 号 ] -2, 所 以 k=n [号] > 
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宛 瑟 只 上 监 舍 开 星光 洪 则 潍 音 O 


m- 冯 = 冯 . 若 C 恰 认识 4、.B 中 一 个 人 , 则 将 (C,4,B) 组 成 一 个 三 人 组 ,并 设 这 种 三 
人 组 的 个 数 为 5, 因 为 n 个 人 可 形成 C? 个 (4,B) 对 ,并 且 对 每 一 对 人 4 和 有 ,至 少 有 


号 个 人 恰 认识 4 或 8 中 一 个 ,所 以 5 之 旦 CG: = 三 ( 内 四. 另 一 方面 , 设 对 人 中 
任意 一 人 C, 其 余 n-1 人 中 恰 有 入 人 认识 C 而 - 1- 大人 不 认识 C, 于 是 含 C 的 三 人 
组 有 h(n-1-h)< (4+231- 和 4) = (43 个 ,而 C 有 n 种 取 法 ,所 以 5 < 


痪 马路 浴 要 开心 演示 同 冻 交 O 


Ze。 @.@ 与 @ 矛 盾 , 故 命题 成 立 . 


从 上 述 例题 可 以 看 出 ,用 组 合 分 析 方法 证 明 组 合 问题 中 的 不 等 式 时 ,就 是 对 题 中 

所 涉及 的 组 合 结构 进行 数量 上 的 分 析 和 比较 ,从 而 导出 要 证 的 不 等 式 ( 例 i、 例 3) .而 
例 2 则 先 转化 成 一 个 图 论 模型 ,再 按 题目 要 求 构造 出 符合 条 件 的 组 合 结构 ,然后 进行 
| 数量 上 的 分 析 与 比较 后 得 出 要 证 的 不 等 式 . 例 4 则 从 结论 的 反面 出 发 ,对 组 合 结构 进 
行 数量 上 的 分 析 和 比较 后 导致 耶 盾 ,从 而 证 明了 结论 成 立 , 例 4 中 考虑 的 “三 元 组 "是 
一 种 很 有 用 的 组 合 结构 ,今后 的 例题 会 看 到 ,对 恰当 的 “三 元 组 "进行 数量 上 的 分 析 和 
比较 是 解决 组 合 问题 的 一 个 有 效 方法 . | 


3. 计数 方法 


证 明 组 合 不 等 式 也 可 以 利用 第 一 章 中 所 介绍 的 各 种 计数 方法 (映射 法 . 算 二 次 、 利 
用 容 斥 原理 \ 递 推 等 等 ) 来 证 明 . 

例 1 设 0wyz 是 空间 直角 坐标 系 ,S 是 空间 中 的 一 个 有 限 点 集 , 5,, 5S, , S, 分 别 是 
5 中 所 有 点 在 坐标 平面 0yz, Ox, Oxy 上 的 正 投影 所 成 的 集合 .求证 : | 

1S2<18.1.18,1.18.1. (1992 年 第 33 届 IMO 试题 ) 

证 明 对 任意 (i,j,0)€ 5,, 令 Ty =|(i,j,z)1(i,j,z)ES}. 
显然 有 3S=  U 7,, 由 哥 西 不 等 式 得 


(Des 0” 
lISP ee Beso Bes Tt = lS Ses Tl 0 
考虑 集合 V= ,Hes (Ts x 5), 这 里 Tx T= 和 (ij 0), ij 2) 1(i, j,i) ET,, 
k=1,21 ,显然 1V1=,， 加 .1751 .定义 映射 V>5, x 5, 为 : 
Vj,2), (i,j,z )) (0,j,z), (i,0, 2 ))E 5, x Sy, 不 难看 出 了 为 单 射 , 因 | 
此 有 IVIl<15.1*15,1. © 


9 由 @ 及 @ 得 1S1<15,1*15,1*15.,1. 


注 例 1 是 第 33 届 IMO 六 道 试题 中 得 分 率 最 低 的 一 道 试题 ,这 里 巧妙 地 应 用 映 
射 方法 即 可 简捷 地 给 出 证 明 . 

例 2 设 "为 正 整数 ,我 们 说 集合 11,2,…,2zn} 的 一 个 排列 (x, ,x，,… ,x2,) 具 有 性 
质 P, 是 指 在 11,2,…,2n - 1} 当中 至 少 有 一 个 i 使 |x; - x;,11=n. 求 证 :对 任何 n, 具 
有 性 质 P 的 排列 比 不 具有 性 质 P 的 排列 多 . (1989 年 第 30 届 IMO 试题 ) 

证 法 一 “考虑 下 列 三 个 集合 : 

4= (zzzan)102z xm xn) 具 有 性 质 己 ， 

有 = 4171,y2…，Y2n)1(y1，y2，…,y2r) 不 具有 性 质 P|， 

C= 1(z1,z2,… ,22n)1 恰 有 一 个 i 使 lz -zl1=n, 且 2<i<2n-1|. 

显然 C 是 4 的 真子 集 ,例如 (i+1,1,2,…,n,2n,n+2,n+3,…,2n 一 1 属于 4 
而 不 属于 C, 故 141>1C1. 

我 们 来 建立 中 与 C 之 间 的 一 个 一 一 映射 .对 任意 y = [71,y,,…,y2。| EB, 有 
17 -yl 关 n, 因 与 yi 之 差 的 绝对 值 为 n 的 数 是 唯一 的 ,不 妨 设 它 为 y,,k >2. 将 yi 
放 在 yi 左边 得 到 一 个 新 的 排列 y= (ys,y3 yj,yos), 于 是 多 EC, 令 
f(y) =y .显然 为 单 射 , 反 过 来 ,对 C 中 任意 一 个 排列 z= (zi ,zy,…,zz,), 在 z* 中 有 
唯一 i>2 使 1z, - all = mn 将 这 个 = 移 到 第 1 位 ,成 为 z= (za 
zz2n ) ,z 中 显然 不 存在 jE {1,2,…,2n -1 使 lj -zl1=n, 故 z€B, 且 f(z)=z ,可见 
f 为 满 射 ,所 以 是 8B 与 C 之 间 的 一 一 对 应 , 故 1B81=1C1, 所 以 141>1C1=181, 即 4 
中 元 素 比 B 中 元 素 多 . 

证 法 二 设 4 为 具有 性 质 P 的 排列 集合 , B 为 不 具有 性 质 PP 的 排列 集合 ,于 是 
141+1B1=(2n)!. 要 证 141>181, 只 要 证 141> 击 (2m)1.， 


设 (xx ,zzs) 中 大 与 上 + 相 邻 的 排列 集合 为 已, 则 1PE1=2.(2n -1)!， 
1PNPl=Z*(2n-2)! (1<k<js<n), 由 容 斥 原理 得 


141=BIPl- 5 IPNPI++(-1)" PNPN:.NP,! 
sl 1eh<jen 


51Pl -PNPl=n2(2n-D! -C2.(2n -2)! 
=(2n)! -n(n D2(2n-2D)! =2n.n(2n -2)! 


> 二"2n:(2n -DG2n -2)! = 二 (2n)1, 


“ 141>1B1. 
例 3( 托 兰 定理 ) 设 平面 内 有 n 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 , 在 其 中 一 些 点 对 之 间 


交 互 路 监 相 女性 泣 洒 同 渡 交 O 


连 有 线段 .如 果 图 中 不 存在 以 所 连 线段 为 边 的 三 角形 , 则 图 中 所 连 线段 都 不 超过 [ 气 ] . 


证 明 设 从 4, 点 出 发 的 线段 数 最 多 有 条 ,并 设 这 上 条 线段 为 41B1 Ai B 
A1BB, 因 图 中 不 存在 三 角形 , 故 B8,，B;,…, B, 中 任意 两 点 间 没有 连 线段 ,每 个 及 至 多 
与 a- 个 点 连 线段 , 设 除 41,B1,B，,…, B 外 ,其 余 n 一 请 -1 个 点 为 4 hy，…， 
4..4, 则 从 每 个 4 出 发 至 多 有 上 条 线段 ,于 是 图 中 各 点 出 发 的 线段 数 总 和 不 超过 

(n—k)k+k(n—k)=2k(n— Ek). 

因 以 上 计数 中 每 条 线段 计算 了 两 次 , 故 图 中 所 连 线段 数 为 

S< 二 -2k(n- 有 = (hk- 加 + 全 < 对， 


小 下 路 监 否 事业 亚 油 同 漆 交 DO 


所 以 S<[ 亏 ] 
注 上 述 不 等 式 中 等 号 可 以 取 到 .事实 上 , 当 n 为 偶数 时 分 为 两 组 ,每 组 2 个 点 ; 


当 n 为 奇数 时 分 为 两 组 ,一 组 J 个 点 , 另 一 组 9! 个 点 . 同 组 的 任意 两 点 不 连 线 ,不 
同 组 的 任意 两 点 连 一 线段 .于 是 图 中 不 存在 以 所 连 线 段 为 边 的 三 角形 , 且 当 a 为 偶数 
时 所 连 线 段 数 为 号 ,号 = 号 = [下] ; 当 为 奇数 时 ,所 连 线段 数 为 +1.27 1 = 一! 
= [于 ] . 

例 4 设 ”个 非 负 实 数 的 和 等 于 1. 证 明 :可 以 将 它们 适当 排列 在 回 周 上 ,使 得 每 
两 个 相 邻 数 相 采 所 得 n 个 乘积 的 和 不 超过 二 


证 明 设 这 个 数 是 x ,x,，,…,% ,将 它们 排列 在 圆周 上 的 不 同 排列 的 个 数 为 (n 
-1)!, 这 里 对 应 了 (mn - 1)! 个 问题 中 所 说 的 和 , 记 为 5,, 5,,…, 5, ,其 中 m=(n- 
1)1 .我 们 考虑 这 些 和 的 总 和 了 = S, + S: + … + 5 .注意 到 每 个 xxi(i< 门 在 上 式 右 端 
恰好 出 现 2.(n -1)! 次 (这 是 因为 在 圆周 上 x; 与 x% 相 邻 有 两 种 排 法 ,相应 的 圆 排 列 个 
数 等 于 其 余 n -2 个 元 素 的 直线 排列 个 数 (n - 2)1) ,因此 

T =2(n-2)1 Dr =(n-2)! [Sa) -dal 

<(n-2)1 [Os -d ?= -2)! (1-1] 


n 
-Di!, 


站 


m 
pa 


一 


由 平均 值 原理 , 必 有 一 个 Si< 南 大 六 : 

例 5 设 Z 是 元素 集合 , 且 4, ,4:，…4。 是 乙 的 两 两 不 同 的 真子 集 , 且 14, 站 
41=1(1<i<j<m). 证 明 :m<n. 

证 明 如 果 存 在 x€EZ, 使 对 任意 1<i<m, 有 xE 4h, 则 由 已 知 条 件 41 \ | x1,4; 
\ 1x|,…,A4。\ fx} 是 两 两 不 相交 的 子 集 ,并 且 其 中 至 多 只 有 一 个 空 集 ,于 是 m-1< 
S14 \{zxll<IZ\ {zll=n-1,B ms<n. 

下 面 设 对 任意 *EZ, 存 在 4; 使 x 锋 4; .我 们 记 x& 4 的 集合 4 的 个 数 为 f(x), 于 
是 m -f(x) 表 示 不 以 x 为 元 素 的 集合 4, 的 个 数 ,是 f(x)<m. 

首先 ,车 x 锋 4;, 则 f(x)<14i1( 这 是 因为 对 每 一 个 xE 4j 的 集合 4 均 有 14; 门 41 
=1, 且 对 不 同 的 4j, 4; 站 4 的 元 素 不 同 ,否则 车 4 门 4; = 1y| = 站 4 ( 方 关 产 ), 则 
局 门 4 = {x,y!, 这 与 14; 门 4 1=1 矛 盾 ), 并 且 14,1<n( 因 4; 是 乙 的 真子 集 ). 

其 次 , 反 设 结论 不 成 立 , 即 n < m. 因 为 x 久 4 时 , f(x)<14i;1, 从 而 n(m -f(x)) 
>m(n-14; a 故 有 


总 n(m— lay) < 总 ; za 14;1)" 0 
上 面 求 和 是 对 所 有 xEZ 及 满足 We 的 4; 人 


注意 到 @ 式 左边 = 上 -1 其 中 总 元 = 友 5 = 1 是 因为 
不 以 * 为 元 素 的 集合 4 恰 有 mm-/(*) 个 .而 D 式 右边 = 沪 忆 二 LT = 电工 = 


= 芝 m 4 DAAm 


总 总 1 nm ez) = 总 n 


1 "其 中 如 5 一 121 a 1 = 1 是 因为 恰 有 n - 14.1 个 元 素 不 属于 4 


于 是 GD 趟 变 成 1<1, 矛 盾 . 所 以 m<n. 
注 本 题 中 m =n 可 以 成 立 ,例如 ZZ= |i,2,… ,ni ,4 = 人 ,4 = 11,21, 4; = 1 
34,…,4,=|1,zl, 则 14;: 门 41=1(1<i<j<n), 这 时 m=n 成 立 . 


例 6(Erdos-Ko-Rado 定理 ) 设 2< r< 羡 ,为 2 = 11,2,…，nj 的 一 些 了 元 子 集 所 


成 的 族 ,如 果 .如 中 的 每 两 个 元 素 (2 的 > 元 子 集 ) 的 交 非 空 ,那么 |. < CD , 当 . 必 = 
1414 为 Z 的 > 子 集 且 含有 2 的 一 固定 元 素 x} 时 ,等 号 成 立 . 
证 明 把 2=11,2,…,n| 的 元 素 任 意 排 在 一 个 圆周 上 有 (n -1)! 种 排 法 .对 于 每 


种 排 法 zw(j=1,2,…,(n -1)1), 如 果 集 合 4 中 的 元 素 在 x 中 相连 没有 间断 , 则 将 
91 P 


风 互 路 监 下 扫尾 亚 灌 同 站 痢 O 


痪 五 中 溺 下 得 心 洋 汇 加 站 症 O | 


(4; ,zt) 配 成 一 对 ,这 种 对 子 集合 记 为 5. 一 方面 ,因为 6 中 每 两 个 元 素 (2 的 r 元 子 


集 ) 的 交 非 空 , 且 2< r< 子 , 故 对 每 个 排列 厂 , 至 多 有 个 集合 4 E .使 每 个 4; 中 的 


元 素 在 zi 中 是 相连 没有 间断 的 , 即 含 x 的 对 子 至 多 有 7r 个 ,而 x; 有 (n 一 1)! 个 ,所 以 
1S1<r(n-1l)1!. 9 
另 一 方面 ,对 每 一 个 4; €.%, 使 4; 中 元 素 在 圆周 上 相连 不 间断 的 圆 排列 有 rl 
(na-r)! 种 ,而 .如 共有 1.HI 个 , 故 181= .brl (n-7r)! 四 ,由 @ 及 @ 得 
1.Blrl (n-7)! <r(n-1)!, 


、 (n-1)! 
所 以 <TF Ti (n-7)! 


其 次 , 当 .48= 1414 为 Z 的 r 元 子 集 且 含 2 的 一 个 固定 元 素 | 时 ,这 时 .如 中 的 4 
恰 有 C7 个 ,这 时 等 式 1.B1 = C -成立 . 

注 进一步 可 以 证 明 ,本 题 中 给 出 的 等 号 成 立 的 条 件 不 仅 是 充分 的 也 是 必要 的 . 

例 7 设 ”和 上 是 正 整数 , $ 是 平面 内 n 个 点 的 集合 ,满足 : 

(1)s 中 任何 三 点 不 共 线 ; 

(2) 对 5 中 每 一 个 点 P,S 中 至 少 有 上 个 点 与 P 的 距离 相等 . 

求证 :#< 汪 +V2n. (第 30 届 MO 试题 ) 


证 法 一 设 5=|P,P,,…, P| , 依 题 意 , 对 任意 已 E 5, 存 在 以 已 为 中 心 的 贺 
Ci ,使 得 C; 上 至 少 有 3 中 此 个 点 (i =1,2,…,n). 设 C; 上 恰 有 5S; 中 7 个 点 且 设 P; 恰 在 
Co CC 中 i 个 加 上 (i =1,2,…,n), 于 是 

el1t+est+"+e =rt+r + +r > kn. 

若 $ 中 点 P; 同时 在 两 个 圆 Ct 与 CG(kzj) 上 , 则 将 己 与 G,G 组 成 一 个 三 元 组 
(Pi; Cu, C), 这 种 三 元 组 的 全 体 构 成 的 集合 记 为 M. 

一 方面 ,每 两 个 圆 至 多 有 2 个 交点 ,至 多 形成 2 个 三 元 组 ,n 个 圆 至 多 形成 2C? 个 
三 元 组 , 故 1M1<2C2 . 

另 一 方面 , 因 P 在 e 个 圆 上 ,可 形成 C% 个 含 P 的 三 元 组 (i=1,2,…,n), 故 


= CC 


1M1=c:. 
综合 上 述 两 个 方面 ,并 利用 哥 西 不 等 式 得 
20 > 六 CC = 二 ( 电 ?De) 


> [3e)- Se] = (Se) (Se-n) 
nisl [el 2n 1 1 


1 = 二 攻 
> 项 "和 (各 -nm)= 方 趴 (人 -1)， 


即 忆 -hk-2(n-1)<0, 
所 以 上 < 革 LU lt+en. +V2n. 


证 法 二 ” 依 题 意 ,以 $ 中 的 每 一 点 为 中 心 可 作 个 圆 ,使 每 个 圆 上 至 少 有 上 下 个 点 
属于 5. 

我 们 称 两 个 端点 均 属于 5 的 线段 为 好 线段 . 

一 方面 ,好 线段 显然 共有 C: 条 . 

另 一 方面 ,每 个 圆 上 至 少 有 C4 条 弦 是 好 线段 ,nm 个 圆 共有 nC? 条 弦 是 好 线段 ,但 
其 中 有 一 些 公 共 弦 被 重复 计算 了 .由 于 每 两 个 圆 至 多 有 一 条 公共 弦 ,m 个 圆 至 多 有 C2 
条 公共 弦 ( 这 些 公共 弦 还 不 一 定 是 好 线段 ) , 故 好 线段 的 条 数 不 少 于 nC? - C?. 

综 上 所 述 , 得 到 C? nC? - C2 . 
即 记 -kk-2(n-1)<0, 


所 以 k<1+ 3 1 2n. 


注 人 ) 玉 天 的 丙种 解法 折 明了 是 站 乐风 统 _ 趟 宁 休 十 耕 人 的 

(2) 在 用 算 二 次 方法 证 明 题目 时 ,由 于 选择 计算 的 量 不 同 ,常常 得 到 的 证 明 方法 不 
全 相同 .在 本 题 中 显然 证 法 二 较 证 法 一 简便 .但 从 $3-2 例 4 以 及 今后 的 例题 会 看 到 ， 
计算 “三 元 组 "是 一 个 有 效 的 方法 . 


(3) 算 二 次 时 ,如 果 两 方面 都 是 精确 结果 ,综合 起 来 就 得 到 一 个 等 式 .如 果 至 少 有 


一 个 方面 采取 了 估计 ( 即 算 了 量 的 下 界 或 上 界 ) ,那么 综合 起 来 就 得 到 了 一 个 不 等 式 . 
4. 数学 归纳 法 
对 于 某 些 与 正 整数 相关 的 组 合 问题 中 的 不 等 式 ,可 考虑 用 数学 归纳 法 去 证 明 . 
例 1 已 知 为 非 负 整 数 ,证 明 ; 当 n>9 时 ， 时 tC <2"7?. 


(第 20 届 爱尔兰 奥林匹克 试题 ) 


: > _n+l-2r 
证 明 记 S(n,r)= 下 TG; 则 

EE A CRP = 
S(n,7)=(1 RFI) C= Ce- n+l-r (n-n)! -rl 


=0-C'(r»1) 


¢ ! 
= Ct (r-D)! , py 


海 吾 中 光 琶 卫 刷 溢 测 和 奖 O 


次 互 路 准 孙 下 性 泣 斌 司 亲 姜 O 


[ 纪 [ 引 
名 al=2rc:- 1+ SB Snn)=1+ Sc- Cr)= cH. 


7=0 n+!- 
故 只 需 证 C[ 引 <2"-?(n>9). 

下 面 用 数学 归纳 法 分 的 奇偶 性 进行 讨论 . 

(1) 当 n=2m(m 之 5) 时 , CL4] = (2 中: 当 m=5 时 ， 


C5 =252<256=2: 
成 立 . 设 m= 上 >>5 时 不 等 式 成 立 ,那么 当 m = k+1 时 ， 


[2Ck+1)]! _2Ck+1)(2k+1).(28)! 2(2k +1) .21-2 cpt, 
[CE+DIP (E+1) (ED Ertl 


故 对 任意 mn= 2m( 严 =5) , 原 不 等 式 成 立 . 


(2) 当 n=2m+1(m>4) 时 ,C[ = 二 (2 加 本 了 7. 当 m=4 时 ， 


Cs=126<128=2’ 
成 立 . 设 m= 上 4 时 不 等 式 成 立 ,那么 m=k+1 时 ， 


(2k+3)! _ (Qk+3)°2(k+1). (2k+1)! < 22k+3). 2 2 
(k+l! (k+2)1 (CER+I)(E+2) kl (kK+1)!l  k+2 


故 对 任意 n =2m +1(m 宇 4) , 原 不 等 式 成 立 . 

综 上 ,对 任意 >9, 原 不 等 式 成 立 . 

例 2 某 间谍 组 织 S 有 nm(n>>2) 名 间谍 ,两 间谍 之 间或 者 互 不 认识 或 者 存在 领导 
与 被 领导 的 关系 .求证 : 必 可 将 5 分 划 为 三 个 不 相交 的 子 集 4,B,C 适合 下 述 关系 : 

(1)4 中 间谍 互 不 认识 ; 

(2) 对 任意 5E B, 存 在 a€ 4 ,使 得 a 领导 b; 

(3) 对 任意 cE C, 存 在 5E 8, 使 得 5 领导 c; 

(4 AU BI>Vn. 

分 析 ”此 例 我 们 在 83-2 的 例 2 中 曾 用 建立 图 论 模型 的 方法 给 出 了 证 明 , 下 面 再 
用 数学 归纳 法 给 出 另 一 个 证 明 . 


证 明 假设 对 任意 xE $, N(x) 表 示 被 x 领导 的 间谍 集合 , 即 NIz) = jylyES,x 
领导 y| . 

对 S 中 元 素 个 数 n 用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 n=2,3 时 ,可 用 枚 举 法 直接 验证 结论 成 立 . 设 n < k(k>>4) 时 结论 成 立 ， a n= 
上 时 , 取 xE 5, 使 IN(x)1 最 小 , 记 S, = S\ jxi \ N(x). 若 S, = 多 , 则 取 4=|x},8= 


N(x),C = 多 , 便 知 命题 结论 成 立 . 当 $; 关 纪 时 ,由 归纳 假设 ,可 把 5, 分 成 三 个 不 相交 
的 子 集 4,, Bi, Ci 满足 题 设 的 四 个 条 件 . 因 4, 不 含 被 x 领导 的 间谍 , 故 只 有 下 述 两 种 
情形 : 
(Dx 与 4, 中 任 一 间谍 均 不 认识 , 则 令 4=A1Uixij,B=N(x)UB,C= CG, 显 
然 ,4、B、C 满足 前 三 个 条 件 对 第 (4) 个 条 件 也 满足 .事实 上 ,由 归纳 假设 知 
IAUBI>Vn- N(x)-1, 


所 IAUBI > N(x)+l+Vn- N(x)-1l>vV N(x)+l+Vn- Nx)-l1 
=V (V N(x)+1+V nN(x) -1) 
VN(x)+l+n- N(x)-1=Vn. 


(2) 存 在 a€ 41,4 领导 x, 则 令 4=41,B=1x|U B,C= CUN(x). 这 样 的 4、| 


B.C 显然 适合 前 三 个 条 件 ,并 且 第 (4) 个 条 件 也 满足 . 

事实 上 , 若 N(x)>Vn, 由 IN(x)1 最 小 知 14U BI1>1N(x)1>Vn ,结论 成 立 . 

车 1 N(x)1 <Vn, 因 15,1=n- N(x) - 1, 由 归纳 假设 知 |14,U Bi1> 
Vn-N(x)-1, 而 I14UBI>1A4UBIl+1>Vn-Nx)-i+1. 余 下 只 要 证 
Vn 一 N(x)-1>Vn -1 即 可 .上 式 等 价 于 

n- N(x)-1l>n-2Vn+lo2VnzlN(x)|l+2. 
因为 /n> 1N(x)1Vn>2, 所 以 上 式 成 立 ,命题 证 毕 . 

例 3 在 nxn 的 棋盘 中 , 任 % 行 和 任 1 列 的 公共 部 分 称 为 它 的 “ 子 片 ”, 并 称 + 1 
为 它 的 半 周 长 .假如 若干 个 半 周 长 不 小 于 n 的 “ 子 片 ”共同 覆盖 了 棋盘 的 整 条 主 对 角 
线 , 证 明 ; 这 些 子 片 所 覆盖 的 方 格 数 不 少 于 棋盘 总 方 格 数 的 一 半 . 

(1991 年 第 25 届 全 苏 奥林匹克 试题 ) 


证 明 对 n 用 数学 归纳 法 证 明 . 当 n=1,2 时 ,结论 显然 成 立 . 当 n>2 时 ,假设 对 ， 


所 有 m x m(m < n) 的 棋盘 结论 成 立 ,要 证 对 n x n 棋盘 结论 也 成 立 . 

对 任 一 组 满足 要 求 的 子 片 ,考虑 关于 主 对 角 线 对 称 的 一 对 方 格 (i,j) 和 (j,i (izz 
门 ,如 果 每 对 方 格 中 至 少 有 一 个 被 覆盖 ,那么 结论 成 立 . 

如 果 某 一 对 方 格 (i,j) 与 (j,i) (izj) 都 不 被 覆盖 , 圳 去 第 i,j 行 及 第 i,j 列 , 这 时 
每 个 子 片 至 多 被 删 去 两 行 或 两 列 或 一 行 一 列 , 否 则 该 子 片 盖 住 方 格 (i,j) 或 (j,i). 因 
此 ,在 剩 下 棋盘 中 ,每 个 子 片 的 半 周 长 都 不 小 于 n - 2. 根 据 归纳 假设 , 剩 下 (mn -2) x 
(n -2) 的 棋盘 中 至 少 有 一 半 的 方 格 被 子 片 盖 住 . 

删 去 的 方 格 共 4n -4 个 ,由 于 盖 住 方 格 (i, i) 的 子 片 , 半 周 长 不 小 于 n, 所 以 它 在 


第 i 行 和 第 i 列 至 少 盖 住 了 n -1 个 方 格 . 同 理 , 盖 住 (j,j) 的 子 片 至 少 盖 住 了 第 j 行 和 
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次 互 中 徐 下 五 尾 六 证 全 芳 症 O 


次 各 中 潜 避 也 届 溢 济 加 深 冯 0 


第 j 列 的 n -1 个 方 格 ,由 于 子 片 不 盖 住 (i,j) 和 (j, i), 所 以 删 去 的 两 行 和 两 列 中 被 子 
片 覆盖 的 方 格 至 少 有 2(n - 1) 个 , 即 不 少 于 被 删 去 方 格 的 一 半 , 于 是 命题 得 证 . 


§4 典型 例题 解 题 分 析 


[ 引 
例 1 求证 :对 一 切 nEN,， 3 pr 
证 法 一 ( 母 函 数 方法 ) 一 方面 (1+ x)* 展 开 式 中 必 的 系数 为 Ci . 另 一 方面 (1+ 
xj =(1+2x + x)" = 六 CC2z) (1 + 好 儿 ,并 且 C(2x)*-401+ x) = C2 
咀 cixz 中 仅 当 上 = 21 为 个 数 时 , 才 含 x 的 项 , 且 的 系数 为 Ci -272Ca = Co22o2 | 


[让 
Gi. 因 0<2i<n,0<i<[ 号 ] ,所 以 (1+ x) 展开 式 中 的 系数 又 为 立 2 -3202C5， 


[4] 
故 沪 2"*C*Cs = C3. 
证 法 二 (组 合 模型 法 ) 考虑 从 ”对 夫妻 中 选 出 ” 人 作 代 表 共有 C;, 种 方法 .其 次 ， 
将 所 有 选 法 分 为 [ 号 ] +1 类 ,其 中 第 i 类 (0<i<[ 号 ] ) 恰 有 i 对 夫妻 两 人 都 选 出 ,其 


余 n -i 对 夫妻 中 设 h 对 夫妻 两 人 都 没有 选 出 ,n - i-h 对 夫妻 恰 有 一 人 选 出 , 因 2i+ 
(nn 一 i 一 hh)=n, 所 以 h=i. 从 nn 对 夫妻 中 选 i 对 夫妻 (2 人 都 选 出 ) 有 Cs 种 方法 ,其 余 
n 一 i 对 夫妻 中 选 n - i-h=n-2i 对 夫妻 (两 人 中 恰 有 1 人 选 出 ) 有 CG-*.2"“ 种 方 


法 , 故 第 i 类 中 的 选 法 数 为 C12.2-*= Cr2C5 2°. 又 i=0,1,…, [号] , 故 共有 


[9] Ls 
总 CC52" -种 选 法 ,所 以 加 CCh2"* = C5 
例 2 证 明 : 守 Ct2:C[ 人 入] = Cs (1994 年 第 9 届 中 国 奥林匹克 试题) 


证 法 一 ( 母 函数 方法 ) 一 方面 (1 + x)”*' 的 展开 式 中 x* 的 系数 为 Ci . 另 一 方 
面 (1+ zz = (1+25+ 和 2)*(1+z) = 让 CiC2x)4(1+ 富 ) lt) C2 1+ 
+ C2 +e), @ 

当 nm -大 为 奇数 时 ，Ct2txt (1+ 好) = C2 加 Ci_ix?Y 中 没 肛 的 项 ,而 


nt = = 
Chgt 1 (1 + x ) "+ = Ce2txt+l 名 Ci_sx* 中 含 x* 的 项 为 Ci24xtrl Cx 


Ct2:C[ $3] .wr. 
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当 -为 偶数 时 ,类 似 可 得 Ct24xt (1 + 民 )"”* 中 含 的 项 为 Ct24wtCi34x* 9 = 
Ct24C[ 午 和 wr ,而 Ct2st+1(1+ ww)"-* 中 无 x* 的 项 . 

可 见 D 式 右 端 x 的 系数 为 沁 Ct2:C[ 竺 和] ,所 以 

2 = Ge 

证 法 二 (组 合 模型 法 ) 一 方面 2n + 1 元 集合 S = | a,a,…, qui 的 n 元 子 集 
有 Cw 个 . 另 一 方面 将 $ 分 为 n 个 二 元 集 及 1 个 单元 素 集 ，; 
ao， aa as at ,es faz, zr} ,avi 

将 $ 的 n 元 子 集 分 为 n+1 类 ,第 类 的 每 一 个 n 元 子 集 中 恰 有 个 元 取 自 上 述 k 
个 二 元 子 集 (每 个 二 元 子 集 恰 取 一 个 元 ) ,其 方法 数 为 ct.24, 其 余 n -个 元 从 余下 的 
子 集中 取出 . 

当 呈 -上 为 偶数 时 ,cx,i 必 不 取出 ,这 n- 元 取 自 剩 下 n -大 个 二 元 子 集中 的 
2 个 子 集 (每 个 子 集 的 2 个 元 都 取出 ), 有 CS 下 = C[ 和 人] 种 取 法 . 

当 -上 为 奇数 时 ,oz , 必 取出 ,余下 二 -大 - 1 个 元 取 自 剩 下 的 n -上 个 元 子 集 


中 = 二 个 子 集 (每 个 子 集 的 2 个 元 都 取出 ), 有 C* 洁 = C[ 生 和] 种 到 法 . 


可 见 第 类 nn 元 子 集 有 C12:C【 生 和 个 .又 k=0,1,…,n, 故 $ 的 n 元 子 集 个 数 为 


ectl. 
所 以 名 Ct2:C[2] = 0,. 
例 3 设 n,7 为 正 整 数 ,r< n 且 n-7 为 偶数 .证 明 : 
DGG, 2 (D3 cH’. 
证 明 记 5,, = 加 (2)-*C2tCt,,,4, 将 上 用 nr- 代替 ,得 
5 = 癌 ( 一 2) "GitC35 人 5+. 于 是 5 是 加 (一 2)-"*rm4Cixt(14 xj 展开 
式 中 *" 的 系数 ,而 ， 光 ，( -2)-"* tCixt (1+ x)*…* 展 开 式 中 "的 系数 为 0, 所 以 
5 是 /x) = 加 (一 2)-"*tCiwt(1+ x)*-!* 展 开 式 中 的 系数 .而 


fz)= (2) (lt) CE 24) (1+«)"-. 
=(-2) (1+x)"[1+xs+(-2x)] =(-2)" "(1 x)" 


站 互 中 商 导 五 性 太 涟 局 节 症 oO 


计生 中 注 侣 五 贮 洋 测 同 订 奖 O | 


中 只 有 第 一 项 


中 x"-' 的 系数 为 ( -2)”"( 1) Co ,并 且 (- 1) 一 "= 1 所 以 
= 2) CetCt, ,ss =2""( 1) C3, 
。 由 上 述 证 明 可 以 得 出 当 n 一 7 为 奇数 时 ,5S,.， 


[4 
例 4 证 明 ; 专 (- DiCtCata = (az 1D， 
[让 [向 [4] 
证 明 记 S= 六 (DicCoar= 总 (1C"C% 入 -1, 则 5 是 客 ( 
w= [ls 
是 (z) = 已 (1D*Chx*(1+ zz 中 加 的 系数 .因为 
fz) = (+) DC) [+ 2 


» DCL+ sx) 
Ee 


= 地 + Cw + Cw (+) tot CL+ #4)"! 


= EP -xz 六 中 含有 x 的 项 ,并 且 x" 的 系数 为 1, 所 以 


[9 
S= (= 下 


例 5 证 明 ; SD" :ct = (n+D 写 于 


证 明 由 $2-1 例 3 有 C= Ch+ C++ Ct 又 二 CC1= 荆 C4 故 得 


La 


Ec:= Le + ter' 十 十 Ec: = Lct+e 


一 DCex2 。 


(1+ x)**-! 中 or 的 系数 ,而 让 (一 1)*Cix*(1+%)*-*-! 中 不 含 x” 的 项 , 故 8 


a 


Cl + 从 lc -3 


sk 


1 
k+l1 sc 


(因为 1<s<k-1 时 C! =0), 所 以 
tt Dc 
-DD 
££) + Det 

n Re 

1 


(的 总 -0 


= 交工 ct 


sl 5 


- 写 访 让 全 

= 汪 六 其 坟 

= 训 训 (于 

-3 

-六 2 ; 

= DDE 


注 林 是 利用 了 当 当 0<m<n 时 C=0, 使 得 形式 上 统一 了 求 和 的 上 、 下 标 ,从 而 便 
于 交换 求 和 号 ,这 样 往往 可 使 计算 变 得 简单 容易 . 


例 6 求证 :(1)( 范 得 蒙 恒等式 ) 迪 CsCt"' = Ch (m,n,hEN, 且 m+ n>h). 
加 让 CO 全 人 

证 明 (1) 比 较 (1+ xz)"(1+ z)" =(1+x)"" 两 边 * 的 系数 即 得 . 

(2) 由 (1) 中 范 德 蒙 恒等式 得 


ctctcers = YC!S CC = SC 六 CICICL 
而 ct =- Pl kl pl (pi)! 
Pk! Cp- (ED! I (p-))! (p-k)! [(p-))-(p- £1! 


= CC 人 所 以 
cicic:1 = pA 和 CC ;=r Cr 


= CC 2 CC = ccc shCs 
a 产 


例 7 证 明 : 室 (- DACNC = CI 
证 明 记 aw= Ce 名 =(-1D5C(b= Cr =0), 于 是 由 例 6(1) 有 
DIC b, = 六 CC = em-ne = 全 CeCt 
k=0 k=1 k=1 k=0 
= Cn = Cnrn-t = Gn. 
故 由 组 合 互 逆 公 式 得 
bn =(—D"C = (1)Ctar = SD)*CsCi, 


诡 卫 中洲 慰 扣 由 溢 潭 同和 蓉 站 0O 


离 互 中 澳 否 匡 性 泛 灌 加 兴业 


所 以 Ci = 加 (- DC2 Ce 
= 名 (- D4C8CLo-o-1(E 用 中 代 巷 ) 


= 号 ( -DCcaCcx,。e Ni( 因 为 Cx_, =0). 
例 8 人 上 ,m,n, 满 足 1<hk<m<n, 试 求 


SD) (m+nt+i)! 


i il (n-D! (m+i)! 
的 值 ,并 写 出 推算 过 程 . (2000 年 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 试题 ) 
解法 一 ” 作 多 项 式 


/4)= Bar(s+ Dsti-D)(stitD) (stn)- (x-m- D(x-m-2). 
(x—-m-3)…(x—-m-n), 
可 恰当 选取 系数 a,(0<is<n), 使 f(x)=0. 
因为 /(%) 是 不 超过 n 次 的 多 项 式 ,因此 ,f(x)=0 当 且 仅 当 f(x) 有 n+1 个 根 0， 
-1, -2,…, -nn. 于 是 , 当 0<i<n 时 ,应 有 
0=f(-iD)=a(-i(-irD) (iti-lD)( -ititl)(-it+n)- 
(i-m-l)(-i-m-2)…(-i-m-n) 


= (Dil Gn! ("te 


从 而 ,得 到 了 代数 恒等式 
BD" Di Drith)(s+n) 
=(x-m-1)(x-m-2)…(x-m-—n). 
特别 地 ,在 上 式 中 取 x=n+k, 由 1<k<smsn 可知 m+1<n+k<m+n, 故 此 时 上 
述 等 式 右 端 为 0, 于 是 有 


DD + 0. 
ed dy 
PA (m+n+i)! -0. 


四 中 (ni COm+il 


解法 二 记 ow = 立 (- 1 (mt DC 


ntk+i' il me (m+i)! 


, 则 a。 是 多 项 式 /(*) = 饼 (- DC (1+x)"*"*' 中 的 系数 .而 


a es 
: 100 


lt) 


f(x)=(1+x)"**g(x), 其 中 g(x)= SD Ct 


二 和 
两 边 对 x 求 导 得 
g(x)= DCL+ a) t+)" CL + «)’ 


= 44) 1 (+) Dt) 
故 g'(%*) 是 一 个 次 数 不 低 于 n 次 的 多 项 式 ,从 而 g(x) 是 一 个 次 数 不 低 于 n + 1 次 的 多 
项 式 ,所 以 f(x) = (1+x)"*g(x) 是 一 个 不 低 于 n+1 次 多 项 式 . 故 F(x) 的 x 项 的 系 
| 数 a, =0, 即 
> (m+n+i)! 


i (n-i! (m+i)!l™ 


解法 三 设 /(x)=(*+m+D(s+m+2). a 1<k<m<n 可 知 


x+nt+k 
m+1<n+k<sm+n, 因 此 f(x) 是 一 个 nn--1 次 多 项 式 , 故 A"f(0) =0. 但 由 $2-8 中 
定理 1 有 


A 六 -Dr 本 人 1 


(m+i)!l n+k+ti’ 


( ! (=-1)”。 
所 以 总 (- 1 zk il et nl Af(0) =0. 


例 9 车 集合 M= 41U42U…U4, 上 生生 门 4; =B(1<i<js<n), 则 称 集合 4,， 
42，…4。 是 集合 MM 的 一 个 n -分 划 . 假 设 集合 41, 4,，,…, 4, 和 B,, B,，,…, B, 是 集合 
M 的 两 个 na -分 划 , 并 且 对 任何 两 个 不 相交 的 集合 4.,B,(1<i,j<n) 均 有 14;U Bl> 


.求证 :1M1> 瑟 . 
证 明 令 k=mini14.1,1B81,1<i,j<n|, 并 设 1411= 上 .由 于 Bi,B,,…,B, 两 两 
不 相交 , 故 BB,,…,B, 中 至 多 有 上 个 B, 使 得 41 门 Bj 关 多 ,从 而 至 少 有 n-k 个 B 使 


得 41 门 B; = 多 .利用 已 知 条 件 1B,U 4,1>n 及 上 的 定义 ,可 知 
IMI=1UB zm + (nm)(n-1A)= mk+ (n- m)(n-k) 
=n(n-k)-m(n -2k). 
这 是 m 为 B,B,,…,B, 中 与 4 的 交 非 空 的 集合 的 个 数 .由 前 面 已 证 m< ,如 果 nn 一 
25>0, 则 
n? 


IMI>n(n—k)— k(n-2k)= 有 +2( 呈 -有 ?> > 三 ; 


如 果 n<2k, 即 > 也, 则 有 


痪 五 中 涂 否 壬 性 亚 油 由 深交 O 


帘 瑟 中 改 否 扫尾 亚 油 同 入 粳 O | 


证 明 作 一 个 m x n 的 数 表 4, 其 中 第 i 行 ,第 j 列 处 的 元 素 为 
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[3 An 2 
MT= 1U41= 立 141> 中 > 访 . 


综 上 可 知 ,MI > 全. 

例 10 在 某 一 次 竞赛 中 ,共有 a 个 参赛 选手 及 6 个 裁判 ,其 中 b 二 3 且 为 奇数 . 设 
每 一 位 裁判 对 每 一 位 参赛 选手 的 判决 方式 只 有 “通过 ”或 "不通 过” .已 知 任意 两 个 裁判 
至 多 对 & 个 参赛 选手 有 相同 的 判决 ,证 明 :上 乌 ;1。 《1998 年 第 38 届 MO 试题 ) 

证 明 设 a 个 参赛 选手 为 41,4,,…, 4。,b 个 裁判 为 B,,B,,…, B, ,车 两 个 裁判 
Bi ,Bj(i 关 j) 对 选手 hi 的 判决 相同 , 则 将 (为 , Bi ,4, ) 组 成 三 元 组 ,这 种 三 元 组 的 个 数 
记 为 8 .一 方面 ,由 已 知 条 件 知 对 任意 一 对 裁判 巨 , 轧 (i 尖 门 ,至 多 存在 大 个 选手 旋 组 
成 k 个 三 元 组 (Bi, Bj,44), 而 B;,B; 有 C3 种 取 法 ,所 以 

S<k:C?. 0 
另 一 方面 , 设 对 选手 4 有 7 个 裁判 对 4 的 判决 是 “通过 ” ,4 个 裁判 对 44 的 判决 是 
“不 通过 ”, 于 是 r+ 4 = b, 且 会 hi 的 三 元 组 恰 有 C2 + C2 个 . 


所 以 S= 忆 (C5 + C3). 
而 C+ = 二 [ 怀 -n+ 有-o = 二 [n+e2-(n+e)-2nt] 
= 二 (外 b -2rit). 
因 n+4=6 且 5 为 奇数 ,所 以 


(5- Db+D) 1 
4 -4 


rite b-1). 


故 CU + CU > 二 [下 -5 -2 了 (中 -D]= 村 (17. 
所 以 S>a, 才 (0 2. @| 


由 @OG@ ,得 和 Ga 村 (1D? ,所 以 上 > 所 
例 11 设 B,,B,,…,B。 是 |1,2,…,n|} 的 一 族 元 素 个 数 都 是 上 (k 宇 2) 的 子 集 ,这 


里 n,k 是 给 定 的 正 整 数 ,并 且 对 任意 1<i<j<m, 有 1B. 门 Bl1<1. 证 明 : | 


ms[#[#=1]]. 


ay = 


( 若 JE Bi)， 
0 (车 j 吴 B.). 


又 r= 沁 a 表 示 11,2,…, ni 中 属于 B, 的 元 素 的 个 数 , 依 题 意 7 = h(i=1,2,…,m)， 


而 4 = 由 ww 表示 /属于 集合 B1,B,,…,B。 的 个 数 ,于 是 


于 是 存在 个 jj 使 名, 即 表 4 的 第 7 列 中 1 的 个 数 4 不 小 于 经 ， 


车 mk>n[2=4], 则 45= 名 > [下 |] ,所 以 5= [2 +1. 记 t= [+ 
则 4 中 第 j 列 1 的 个 数 不 少 于 1. 不妨 设 j=1, 且 4 中 第 1 列 前 ;个 数 都 为 1, 即 a = 
a = =an=1. 

由 于 1B1 门 Bi1<1(i=2,3,…,m), 所 以 4 的 第 j 列 前 1 个 数 a1j,as,…,ay 中 至 多 
有 1 个 为 1. 这 里 2<j<n, 于 是 


Son<h las, so, <l. 


于 是 n -12 = =»(n- an) = Dk- = 1). 
即 64 ,所 以 :<[23 ,这 与 := [2 +1 矛盾 . 


所 以 mk<n[ 吕 = ,从 而 m<[ 叶 [#2 1]]. 

例 12 设 S=10,1,2,…,WV -2,N? -1|,4 是 5 的 一 个 N 元 子 集 .证 明 : 存 在 5 的 
一 个 N 元 子 集 B, 使 得 集合 4+ B= ia+ bla€ 4,5bE B| 中 的 元 素 模 N? 的 余数 的 数 
目 不 少 于 5 中 元 素 的 一 半 . (1999 年 第 40 届 IMO 预选 题 ) 

证 明 设 $ 的 子 集 X 的 补 集 为 X= 5S \ 义 ,m 表示 正 整数 m 模 JV? 的 余数 , 即 元 = 
mmodV) 且 0<m<N-1, 令 C=|arila€ AI(iE 5S). 于 是 1GCi1=141l=N 
以 := 5, 由 此 可 知 每 个 x€ 3, 恰 出 现在 N 个 集合 C; 中 (事实 上 ,对 每 一 个 a€ 4, 当 
i 取 遍 $ 中 的 元 时 ,a +i 也 取 遍 5 中 的 元 ,其 中 恰 有 唯一 一 个 i 使 *+i = x). 对 任意 
xE 5, 若 4 不 属于 C,C; ，… Cu 中 任何 一 个 ,我 们 就 将 x 与 ( C, ,Cu ,…, Ci ) 配 成 一 
对 (x,(C ,Ci ，,…,C;, )), 这 种 对 子 集合 记 为 M .一 方面 对 每 个 xE $,x 不 属于 Co， 
CCP -中 人 六 -和 个 集合 , 故 存在 C2 -个 含 x 的 对 子 (x,( Ci ,CC )) ,而 


x 有 1S1= NV? 种 取 法 ,所 以 
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假设 对 某 学 科 K, ,有 x 名 学 生 在 普通 班 ,其 余 n - x 名 学 生 在 提高 班 , 则 包含 天 
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IMI = AN2C%_v. 
另 一 方面 ,对 任意 N 个 集合 (Ci ,C。，…, Ci )(0<i<"…<in<y-1), 存 在 S 中 
1G; 站 G, 门 … 站 GI! 个 元 x 不 属于 C; ,CG ,…, C;, 中 任何 一 个 ,可 组 成 1G; 站 ca mn 
C1 个 含 (Ci ,Cs ，…, Ci ) 的 对 子 (x, (Ci Cs,1C5)). 又 0<ii<ii<*<ins 


刁 -1, 故 
IMI= > 1G, NC, NN G1. © 
osi<ia<c<iys 有 P-L 
由 @G@ ,得 


> 1G NC, NN GC, l= N CH. 
0 eereinep -tl 
而 IC NC NN G1=151-1G; U CU…U C1, 所 以 
NCW-n= > (1S1-1C, UC, UUC,1) 
Oe cece -1 
=1SICh - > ICs UC UU CG,,! 
Dah <heeinem-l 
=N Ck > IC; UC UU CG, 1. 
Oi <ie <ineN -1 
2 1G UC UUC, t= N(Ch - CH.n). 
Osi < "einsNy -1 


由 平均 值 原理 知 ,存在 0<i <ii<…<in<sN -1, 使 


Ch -Ch n,n er i 
IG UG UU 2 人 mn 人 说 ]w 


而 Cy VN- DN -2)-(N -N+1) =|( NY ) 
Cr_w (WV-N(N-N-D)HB-(VN-2N+1)?\N-N 
1 NNN-D/_ LT 站 
tt (nt) + (Wi) >2. 


故 1C,UcsU…Ucul>(G- 坪 ) 严 = 二 让 = 二 151， 
于 是 ,集合 B= ,i,…,in| 满 足 要 求 . 

例 13 某 学 校 要 修 100 门 学 科 , 每 门 学 科 分 普通 班 和 提高 班 授课 .如 果 两 个 学 生 
至 少 有 51 科 不 同班 ,那么 称 这 两 名 学 生 是 互 不 熟悉 的 .已 知 存在 n 名 学 生 , 其 中 任意 
两 名 学 生 是 互 不 熟悉 的 .证 明 n <34. 

证 明 设 100 门 学 科 为 K,,K,,…, Km,n 名 学 生 为 4 ,4，，,…,4, .车 h; 与 4 对 学 
科 K, 不 同班 , 则 (4; ,4;K,) 组 成 三 元 组 .所 有 三 元 组 的 个 数 记 为  . 


的 三 元 组 个 数 为 8 = x(n- xz)= -(#- 旦 + 对 < 下 ,所 以 5S,<[ 村 ] 故 


s=Ss,<s[ 李 ] -1oo[ 亏 ] . O 

已 知 每 对 学 生 至 少 有 51 科 不 同班 ,但 不 可 能 每 对 学 生 恰 有 51 科 不 同班 .事实 上 ， 
我 们 证 明 任意 3 名 学 生 中 必 有 一 对 学 生 至 少 有 52 科 不 同班 . 若 不 然 ,这 3 名 学 生 中 每 
两 人 都 恰 有 51 科 不 同班 .这 3 人 组 成 C3 x 51= 3 x 51 个 三 元 组 , 且 3 x 51 是 奇数 .但 对 
每 一 学 科 , 这 样 3 人 或 者 3 人 在 同一 班 ,或 者 2 人 在 同一 个 班 ,第 3 人 在 另 一 个 班 ,从 而 
形成 0 个 或 2 个 (偶数 个 ) 三 元 组 ,矛盾 . 故 上 述 命题 成 立 , 用 图 表示 , 若 两 人 有 51 科 不 
同班 , 则 对 应 两 点 连 一 线段 ,车 两 人 至 少 有 52 科 不 同班 , 则 对 应 两 点 不 连 线段 , 得 到 一 


个 图 G, 其 中 没有 以 所 连 线段 为 边 的 三 角形 .由 托 兰 定理 知 图 中 至 多 连 有 [ 号 ] 条 线段 
没有 连 线段 的 点 对 至 少 有 C2 - [于 ] 对 , 即 至 少 有 C2 - [至 ] 对 学 生 至 少 有 52 科 不 同 
班 .他 们 至 少 形成 52 x (C3 - [要] ) 个 三 元 组 ,余下 学 生 至 少 形成 5l[ 闷 ] 个 三 元 组 .所 
以 

sz51[] +52(C -[ 革 ])=s2c: - [<]. ©® 
结合 与 @ 得 52C2 - [对 ] <1o0[ 忆 ] ,所 以 


和 
26n(n-1)<101[5$] < Yn, 


解 得 n< 埋 =34 子 ,所 以 ns<s34. 


例 14 某 次 数学 交 赛 共有 6 道 试题 ,其 中 任意 两 道 试题 都 被 超过 衬 的 参赛 者 答对 
| 
了 ,但 没有 一 个 参赛 者 答对 所 有 的 6 道 试题 .证 明 : 恰 好 答对 5 道 试题 的 参赛 者 的 数目 
不 小 于 2. (2005 年 第 46 届 IMO 试题 ) 
证 明 一 ” 设 有 n” 个 参赛 者 c, ,c,,…,c, ,将 6 个 试题 记 为 pi ,pz,…,pe. 如 果 cs 同 
时 答对 了 p; 和 (1<i<j<6), 那 么 将 (ci;pj,p;) 组 成 三 元 组 ,所 有 这 样 三 元 组 的 集合 
记 为 5, 设 同时 答对 p, 和 的 参赛 者 有 py 人 , 依 题 意 py > 各 ,从 而 站 >22 革 1, 于 是 


rR 2.2n+1 
1s1=, Dp 0 


=6n+3. O 


假设 至 多 有 1 个 参赛 者 恰好 答对 了 5 个 试题 ,由 于 没有 1 个 参赛 者 答对 所 有 6 道 
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试题 ,所 以 其 他 参赛 者 至 多 答对 了 4 个 试题 . 设 c,,c,，,…,c 分 别 答 对 了 a1, a,…, a 
题 ,不 妨 设 S> al > as >…> an >0. 
若 a1<4, 则 ai<4(2<k<n), 故 


1s1= BC <SC=6n. 
与 式 矛 盾 , 所 以 a, =5,4> a>…>> ar=0, 显 然 n>>2, 若 a,<3, 则 

S=SC C+(n-2) C+ C2=6n+1, 
与 式 矛 盾 , 所 以 al =5,a = al =…= a, =4. 

不 妨 设 c, 答对 的 5 个 试题 为 p, ,p,,…, ps ,并 设 有 5, 个 参赛 者 答对 试题 p; (1 < 
i<6) ,于 是 

bitbrt*+b,=ar+art+.+a,=5+4(n-1)=4n+1. © 
考虑 

p> 让 2 =2n+1, @ 
由 于 有 6b, 个 参赛 者 答对 试题 pi ,并 且 b, 个 参赛 者 中 有 一 个 共 答对 5 题 ,其 余 均 答对 4 
题 , 所 以 


6. 
puy=4+3(b, -1) =3b +1. @ 
结合 @ 和 @ 得 


3b1+1=2n+1, 


故居 村 , 同 理 可 证 


b=, 5 © 
完全 类 似 地 ,考虑 
5 2m +1 
3 过 
庆 上 = 妆 5 =2n+1. © 


由 于 恰 有 ie 个 参赛 者 答对 试题 p ,这 ie 个 参赛 者 ( 决 不 是 “, ) 每 人 只 答对 4 道 试题 ，| 
所 以 

Spn =36. oO | 
结合 @ 和 得 | 


2m+1 


车 n 关 0(mod3), 则 部 不 是 整数 , 故 由 回 知 


0 

1 员 

b> (1<4<5). oa 

结合 @ 和 人 @ 得 去 

b+ btet be>6°20 l=4n+2, 和 

的 

与 @ 式 矛盾 ,所 以 n=0(mod3) ,从 而 由 @ 知 5。 > 坎 , 且 众 是 整数 ,所 以 | 熏 

5> 径 + 雪 @ 日 

结合 @ 和 四 得 

Btn tl 0 


由 @ 知 人 _ 中 等 号 成 立 , 故 @ 与 中 等 号 成 立 , 即 = 他 (1<k<5),b。 = 分 +1, 考 虑 


22+1 
> > = = 
Ps 5 2(2n +1)=4n+2, 四 


由 于 有 一 个 参赛 者 答对 了 试题 mm , p,,… ,ps ,有 bs 个 参赛 者 恰 答 对 了 pi ,ps，,…,ps 中 
3 道 试题 ,有 n - 1 - be 个 参赛 者 答对 了 pi ,p,，,…,ps 中 4 道 试题 ,所 以 

esps = C3+beCi+(n-1-b)C =6n+4-3b =4n+1. 
这 与 @ 著 盾 . 于 是 原 题 结论 得 证 . 

证 明 二 设 有 n 个 参赛 者 c,c,,…,c, 记 6 个 试题 为 pi ,ps,…,pe .如果 cs 同时 
解 出 p; 和 pj(izj) ,那么 将 (ci;p;,p) 组 成 一 个 三 元 组 , 设 这 样 的 三 元 组 有 5 个 ,并 设 


解 出 了 a; 道 题 (i=1,2,…,n) .于 是 包含 c; 的 三 元 组 有 ,个 ,所 以 5= 只 C2 . 另 一 
方面 对 任意 户 , 户 (i 关 六 至 少 有 [ 各] + 1 人 解 出 p,py, 故 包含 pi,p; 的 三 元 组 至 少 有 


| [ 允 ] +1 个 ,而 p,p) 有 C?=15 种 取 法 ,所 以 s>15([ 仅 ] +1), 于 是 


15([ 晨 ] +D<Bc:. © 
假设 结论 不 成 立 , 即 至 多 有 一 个 a; =5, 其 余 n -1 个 w<4, 则 上 述 不 等 式 @ 化 为 
15([] +D)<(n- Dor c=6n+4. @ 


设 n=5k+r(0<r<4), 则 由 @ 得 
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15(2k+ [等 ] + D<6(5k+ D+4, 即 15[ 符 ] + 11<6r- @ 


故 只 有 r=2 时 @ 式 成 立 , 此 时 必 有 一 人 ( 记 为 4) 解 出 5 道 题 ,其 余 n -1=5k+1 人 解 | 


出 4 道 题 (否则 @ 式 不 成 立 ) ,因为 
S=6n+4=30k+16=14(2k+1)+(2k+2)=14([ 委 | +D+([ 爸 ] +2). 


所 以 14 对 题 被 2k + 1 人 人 解 出 ,1 对 题 ( 记 为 p) 被 2k+2 人 解 出 . 
设 4 解 出 pi ,ps,ps,ps,ps, 则 只 有 两 种 可 能 : 


(ipeEp, 不 妨 设 p = 1pi, pei. 于 是 包含 (pi, pe),(p2, pe),(p3s pe), (pas pe), | 


(ps ,pe) 的 三 元 组 个 数 为 4(2k + 1) + (2k+2) = 10k+6. 由 于 解 出 这 些 题 对 的 每 个 人 都 
解 出 了 pe( 从 而 不 是 4) 及 另外 3 道 题 , 故 包 含 上 述 题 对 的 三 元 组 个 数 必 是 3 的 倍数 ， 
所 以 3110# + 6. 另 一 方面 ,包含 (Pi ,pe),(Pi;pa), (Pip), (Pi,ps), (pl,ps) 的 三 元 组 
也 是 (2k +2)+4(2k+1) =10k+6. 解 出 这 些 题 对 的 人 中 4 计算 了 4 次 ,其 余 的 人 计算 
了 3 次 . 故 10k+6=1(mod3), 这 与 3110k+6 矛 盾 . 

(ip 天 p .不妨 设 p = 1p;, ps , 同 理 可 得 包含 (p, pe),(p;, pe), (pa, pe), (pa， 
pe),《ps ,pe) 的 三 元 组 个 数 和 为 5(2k +1) =10k+5, 且 3110k+5, 而 包含 (pi ,p;), (pi， 
pP3),(pisp4),(Pis ps),(pi, pe) 的 三 元 组 也 为 5(2k +1)=10k+5. 且 10k+5=1 
(mod3) ,也 与 3110k+5 牙 盾 . 

因此 ,至 少 有 两 人 各 解 出 了 5 道 题 . 


【模拟 实战 二 】 


习题 A 


1. 证 明 : C\ -2C2 +3C3 一 …+( 一 1)"!inC*=0(n>2). 
2. 证 明 ， 六 cci- [nov 


四 
3. 证 明 : 2 = ?CC =2". 
4. 证 明 : 容 CICR ;= CET (ta+mm). 


5. 证 明 ， SS Ct=—n 


n+l 


1 


+ 二 0 -+(-1)" C = 


6. 证 明 :一 ! 


m+l 0 ”m+3 ， (m+rn+l) Cs,, 
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(mnEN,). 


3 1 1 CC 1 Cs Ca 1 
7- 证 明 : 元 + 一 元 +550 + 元 35 1 i Tm+n+tl: 
8. es 
k=1 n 
9. 证 明 :六 (- DCt(z+ 委 + + 至 )=- 一 [1-(1-4)"](xER). 
10. 证 明 :名 (- D'c5=(- D"CY (m,nEN, 且 n>m). 
11. 设 4 ,4 ,4 都 是 有 限 集合 ,证 明 : 当 n>3 时 ,二 由 1441+ 十 。 14n4 
n41> 训 号 .444 (2005 年 第 8 届 地 中 海地 区 竞赛 试题 ) | 


12. 在 一 个 城市 里 有 m(>>3) 个 市 民 , 其 中 任意 两 个 市 民 都 曾经 在 一 起 议论 过 另外 一 个 
市 民 . 证 明 : 一 定 有 一 个 市 民 , 至 少 有 V m 个 市 民 议论 过 他 . 

(2004 年 斯 洛 文 尼 亚 竞赛 试题 ) 

13. 在 2xn 方 格 表 的 每 一 个 小 方 格 内 写 上 一 个 正 实数 ,使 得 每 一 列 中 两 个 数 的 和 都 等 


于 1. 证 明 : 可 从 每 一 列 油 去 一 个 数 ,使 得 每 一 行 剩 下 的 数 的 和 都 不 超过 二 
14. 平面 内 给 定 n 个 相 异 的 点 ,证 明 : 其 中 距离 为 单位 长 的 点 对 数 少 于 也 + 


15. 1650 个 学 生 排 成 22 行 .75 列 .已 知 其 中 任意 两 列 处 于 同一 行 的 两 个 人 中 性 别 相同 
的 学 生 不 超过 11 对 .证 明 : 男 生 的 个 数 不 超 过 928. 
(2003 年 第 三 届 中 国 西部 奥林匹克 试题 ) 
16. 平面 内 给 定 381 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 ,它们 之 间 连 了 1 条 线段 , 若 图 中 不 存 
在 四 边 形 ( 即 不 存在 四 个 已 知 点 4、8、C、D 使 4 与 ,8B 与 C,C 与 D,D 与 4 都 连 
有 线段 ) .证 明 : 1<3810. 


习题 B 


(-D" 亏 (31m 时 )， 


[到 
17. 证 明 : (—1)*Ch.s* i 
E (-D™' 志 (hm 时). 


18. 证 明 :加 Cr Cw- 和 24"1 = C25%(m>2n). 


售 豆 中 小屋 五 站 潍 族 加 让 并 DO 


[让 
19. 证 明 : 立 (- DC4 Co ai = 二 ma(a+D(n>1)， 


WO 这 
证 明 . YY- nm satn 
20. 证 明 : 闻 世人 


n 


21. 数列 1a, | 定义 如 下 : a =0,a,;=1 且 n>3 时 ,a = 二 na + 二 n(n Dat 


(一 1D"(1 一 笛 ). 试 求 :/, = 局 (k+1) Cia ,的 最 简 表 达 式 . 
(2000 年 第 15 届 中 国 奥林匹克 (冬令 营 ) 试 题 ) 
22. 设 $ 是 边 长 为 100 的 正方 形 ,是 在 $ 内 自身 不 相交 的 折线 眉 4641，414，…， 
4h-14,(ho 关 A ) .假定 对 于 边界 上 每 一 点 P, 在 L 上 总 能 找到 一 点 ,该 点 与 点 
的 距离 不 大 于 十 . 试 证 :在 L 上 有 两 点 X,Y, 它 们 之 间 的 距离 不 大 于 1; 沿 折线 L, 它 


们 之 间 的 距离 不 小 于 198. (第 23 届 IMO 试题 ) 
23. 在 平面 内 画 出 n(n>2) 条 直线 ,将 平面 分 成 车 干 个 区 域 ,其 中 一 些 区域 涂 了 颜色 ， 
并 且 任 何 两 个 涂 色 的 区 域 没 有 公共 的 边界 .证 明 : 涂 色 的 区 域 数 不 超过 


村 (mm + n). 
24. 正 整数 n>2, 考 虑 不 同 整 数 的 一 个 集合 ,0 不 属于 F, 而 且 下 内 每 个 整数 都 是 到 


内 两 个 整数 之 和 . F 内 任意 5 个 (允许 相等 ,2< 5 < n) 整 数 之 和 都 不 为 零 .求证 : 
1FI>2n +2. 


25. FF 为 集合 {1,2,… ,nl 的 一 些 子 集 组 成 的 集 族 ,满足 :(1) 若 4E F, 则 141=3;(2) 车 
AEF,BE FF,A#¥B, 则 14A 站 BI1<1. 设 f(n).= maxl1F1, 证 明 ; 当 n>>3 时 ， 


证 (w -4n)<f(n) (en). 
26. 设 0< r<m, 设 .如 是 1= 11,2,…,n| 的 一 些 r 元 子 集 组 成 的 集 族 ,.2= 
4811B1=r-1, 并 且 BcA4,4E. 人 .证明 ;上 入 > 


Ci 0 

27. 平面 内 有 n(>4) 个 点 ,任意 三 个 点 不 共 线 ,它们 之 间 连 有 1( 二 [ 亏 ] + 1) 条 线段 . 
如 果 两 个 三 角形 有 一 条 公共 边 , 则 称 为 一 个 (无 序 ) 三 角形 对 . 设 这 ! 条 线段 构成 的 
三 角形 对 的 个 数 为 7 .求证 :7>444 一 六 和 = 一， 

28. 在 单位 圆周 C 上 任 给 n 个 不 同 的 点 , 设 以 这 些 点 为 端点 且 长 度 大 于 /3 的 线段 有 5 


条 .证 明 :3S<n?. (第 4 和 8 届 波 兰 奥 林 匹 克 试题 ) 
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第 三 章 ”存在 性 问题 


§ 1 基础 知识 


1. 极端 原理 


原理 1 设 N, 是 全 体 正 整数 组 成 的 集合 , M 是 N, 的 一 个 非 空子 集 ( MM 可 以 是 有 
限 集 也 可 以 是 无 限 集 ), 则 M 中 必 有 最 小 数 . 

原理 2 设 R 是 全 体 实数 组 成 的 集合 ,了 是 RR 的 一 个 有 限 非 空子 集 , 则 7 中 必 有 
最 小 数 ,也 必 有 最 大 数 . 

这 两 个 原理 显然 十 分 明显 ,都 给 我 们 解数 学 竞赛 题 提供 了 有 力 的 工具 和 重要 的 解 
题 思想 方法 .具体 说 来 ,为 了 解 某 一 个 数学 问题 ,我 们 可 对 题 设 中 提供 的 集合 ,考虑 它 
们 处 于 “极端 "状态 的 元 素 ,比如 两 点 间或 点 和 直线 间 的 最 大 距离 或 最 小 距离 ,图 形 中 
的 最 大 面积 或 最 小 面积 , 数 集中 的 最 大 数 或 最 小 数 , 获胜 场 次 最 多 或 最 少 的 队员 和 队 ， 
数列 中 的 最 大 项 和 最 小 项 ,有 朋友 最 多 或 最 少 的 人 等 等 .在 解 题 中 考察 这 些 极端 元 素 ， 
常常 可 从 中 得 到 启发 ,找到 解 题 途径 ,这 对 于 解决 许多 数学 问题 ,特别 是 一 类 存在 性 问 
题 是 一 种 有 用 的 解 题 途径 . 

对 于 某 些 不 存在 “极端 "元 素 的 集合 ,有 时 ,我 们 可 考虑 其 “临界 "元 素 或 “极限 "元 
素 .例如 , 开 区 间 内 实数 既 无 最 大 值 又 无 最 小 值 ,我 们 可 考察 其 端点 处 的 值 或 极限 值 . 
又 如 要 证 一 个 结论 对 全 体 钝 角 三 角形 成 立 ,我 们 可 先 考虑 所 有 钝 角 三 角形 的 临界 情 
形 一 一 直角 三 角形 ,再 将 钝 角 三 角形 情形 转化 成 直角 三 角形 来 研究 ,这 实质 上 仍 是 应 
用 极端 原理 的 思想 来 解 题 . 

2. 抽 屠 原理 

第 一 抽 层 原理 ” 若 将 m 个 物件 放 和 nm 个 抽 层 内 , 则 必 有 一 个 抽 性 内 至 少 有 
[到 了] + 1 个 物件 . 


第 二 抽 屠 原理 ” 若 将 m 个 物件 放 和 人 个 抽 习 内 , 则 必 有 一 个 抽 居 内 至 多 有 
[至 ] 个 物件 . 
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以 上 命题 用 反 证 法 极 易 证 明 , 这 里 就 省 略 了 .第 一 抽 层 原理 和 第 二 抽 屋 原理 本 质 
上 是 极端 原理 ,前 者 实质 上 是 指 有 物件 最 多 的 抽 屠 内 至 少 有 多 少 个 物件 ,而 后 者 是 指 
有 物件 最 少 的 抽 居 内 至 多 有 多 少 个 物件 . 


3. 平均 值 原理 


平均 值 原理 设 a1,42,…,as 是 实数 , 且 4= 汪 (oi+ w+…+m), 则 aa， 
…, a, 中 必 有 一 个 不 小 于 4, 也 有 一 个 不 大 于 4. 

平均 值 原理 设 a ,a,,…, a, 为 正 实数 ,CG = yaiaa ma , 则 1,42,…,as 中 必 
有 一 个 不 小 于 6, 也 必 有 一 个 不 大 于 6. 


4. 图 形 重合 原理 


图 形 重 午 原理 ”把 面积 分 别 为 5,, S,,…, 5, 的 个 平面 图 形 4,,4,,…,Ah, 以 任 
意 方式 放 人 一 个 面积 为 $ 的 平面 图 形 4 内 ， 

(D 若 51 + S: +…+ 5, > 5, 则 存在 两 个 平面 图 形 4 与 4(1<i<j<n), 它 们 有 
公共 内 点 ， 

(2) 若 Si + 3 +…+S <S, 则 在 4 内 必 存 在 一 点 ,不 属于 4 4，…4, 中 任何 一 个 . 

用 抽 层 原理 ,平均 值 原理 和 图 形 重 谷 原理 解决 的 数学 问题 具有 以 下 的 共同 特征 : 
首先 , 题 中 所 给 的 元 素 具有 任意 性 的 特征 ,比如 面积 重 倒 原理 中 n 个 平面 图 形 4,， 
4,,…,4, 是 任意 的 ,它们 放 入 平面 图 形 4 内 的 方式 也 是 任意 的 .其 次 ,题目 的 结论 是 
一 个 存在 性 命题 , 即 至 少 存在 一 类 具有 某 种 性 质 .第 三 ,结论 只 需 存在 ,并 不 需要 确定 ， 
比如 面积 重 肥 原理 中 不 需要 知道 究竟 是 那 两 个 平面 图 形 有 公共 内 点 .具有 以 上 特征 的 
问题 通常 可 考虑 用 抽 居 原理 去 解决 ,如 果 问 题 是 与 实数 大 小 或 平面 图 形 面积 大 小 相关 
的 存在 性 问题 , 则 可 考虑 用 平均 值 原理 或 面积 重 伙 原理 去 解决 . 


5. 介 值 原理 


(1) 连 续 介 值 原理 设 f(x) 在 [a,5b] 上 连续 ,f(a)<4<f/(5)( 或 f(a)>4> 
(8)), 则 存在 cE (a,8), 使 /(c)=4. 

这 个 原理 的 证 明 要 用 到 大 学 《数学 分 析 ) 中 的 实数 基本 定理 ,但 在 许多 竞赛 题 中 已 
经 默许 使 用 这 一 原理 . 

(2) 离散 介 值 原理 ” 设 由 整数 组 成 的 数列 a , a,,…, a, 及 整数 4,B 满足 : 

(Da<A<B<a,( 或 a,>A4>B>a,); 

( 训 对 每 一 个 i(1<isgn-1),aiwn -a<1( 或 aiw - a> -1), 那 么 对 任意 满足 条 


| 件 4<C<B( 或 4>C>B) 的 整数 C, 必 存在 ia(1<z<n) 使 w = C. 

证 明 只 证 a, <4<C<B<a, 的 情形 .如 果 对 任意 1<i<n 有 a; 关 C, 因 a, < 
C<an, 故 必 有 k(1<k<n) 使 a;<C-1,aiw1>C+1, 于 是 ai,1 - oi 之 2, 矛 盾 . 从 而 
结论 成 立 . 


§2 解 组 合 存 在 性 问题 的 基本 方法 


1. 反 证 法 


当 我 们 直接 证 明 一 个 命题 的 结论 成 立 感到 困难 时 ,可 考虑 用 反 证 法 . 即 从 结论 的 
否定 出 发 ,经 过 推理 导致 予 盾 ,从 而 推出 结论 成 立 . 

例 1 直线 上 分 布 着 2k -1 条 白色 线段 和 2k ~ 1 条 黑色 线段 . 已 知 任何 一 条 白色 
线段 都 至 少 与 不 条 黑色 线段 有 公共 内 点 ,并 且 任 何 一 条 黑色 线段 都 至 少 与 大 条 白色 线 
段 有 公共 点 .证 明 :可 找到 一 条 白色 线段 与 所 有 黑色 线段 都 有 公共 点 ,也 可 以 找到 一 条 
黑色 线段 与 所 有 白色 线段 都 有 公共 点 . (2003 年 第 29 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 

证 明 只 须 证 明 :如 果 任 何 一 条 和 白色 线段 都 至 少 与 大 条 黑色 线段 有 公共 点 ,那么 
一 定 可 找到 一 条 黑色 线段 与 所 有 白色 线段 都 有 公共 点 . 


由 抽 居 原理 ,至 少 有 条 黑色 线段 使 与 每 条 黑色 线段 对 应 的 白色 线段 都 位 于 同一 侧 . 
为 确定 起 见 ,可 设 都 位 于 左 侧 ,于 是 黑色 线段 的 左 端点 都 位 于 与 其 没有 公共 点 的 白色 
线段 的 右 端点 的 右 侧 .我 们 考虑 所 有 这 些 白色 线段 的 右 端 点 中 最 左边 的 一 点 A, 显然 
4 至 少 位 于 大 条 黑色 线段 的 左 端点 的 左 侧 , 以 4 为 右 端点 的 白色 线段 不 能 与 这 上 条 黑 
色 线 段 有 公共 点 ,这 与 已 知 条 件 矛盾 ,于 是 原 题 结 论 成 立 . 

例 2 设 n 为 奇数 且 大 于 1, 又 ,如 ，…, 生 为 给 定 的 整数 ,对 1,2,3,…,n 的 nl 
个 排列 中 每 一 个 排列 == (al ,oz ,as), 记 S(a) = 当 ha;. 证 明 :存在 两 个 排列 5 和 < 
(6zc) ,使 5(5) - S(e) 被 nl 整除 . (2001 年 第 42 届 IMO 试题 ) 

证 明 假设 1,2,…,n 的 所 有 排列 组 成 的 集合 为 ,并 设 对 任意 6,cE o,5 关 e 有 
5(8) - S(c) 关 0(modn1), 于 是 当 a 取 遍 co 内 一 切 元 素 时 ,S(a) 遍 历 =!1 的 一 个 完全 剩 
余 系 ,所 以 


ES)1+2+3+ .+a = 于 (naD(nl +1). 
且 因 为 n 为 奇数 且 n>1, 所 以 
袜 S(a) = 二 nl #0(modn!). O 
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假设 上 述 论断 不 成 立 , 则 对 于 每 条 黑色 线段 都 存在 与 它 没有 公共 点 的 白色 线段 . | 
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30) =D ote Bh Be = honedn!). @ 


@@ 与 矛盾 ,于 是 原 题 结论 成 立 . 

例 3 将 一 些 石头 放 入 10 行 14 列 的 矩形 棋盘 内 , 允许 每 个 单位 正方 形 内 放 和 人 的 
石头 的 数目 多 于 1 块 ,然后 发 现 每 一 行 每 一 列 上 均 有 奇数 块 石头 .如 果 将 棋盘 上 单位 
正方 形 相间 地 染 成 黑色 和 白色, 证明 :在 黑色 正方 形 上 石头 的 数目 为 偶数 . 

《2003 年 北欧 奥林匹克 试题 ) 

证 明 若 不 然 , 设 黑色 正方 形 上 石头 的 数目 为 奇数 .将 14 列 依次 编号 为 1,2,…， 
14, 将 编号 为 奇数 的 列 称 为 奇 列 ,编号 为 偶数 的 列 称 为 偶 列 , 对 各 行 也 作 类 似 处 理 .由 
于 对 称 性 ,不 妨 设 黑 格 是 奇 行 奇 列 格 和 偶 行 偶 列 格 . 

设 奇 行 奇 列 格 中 有 , 个 放 有 奇数 块 石头 , 偶 行 偶 列 格 中 有 &, 个 放 有 奇数 块 石 
头 , 奇 行 偶 列 格 中 有 个 放 有 奇数 块 石头 . 

由 于 奇 行 中 有 奇数 块 石头 ,所 以 后 + k==1(mod2) ,由 于 偶 列 中 有 奇数 块 石头 ,所 
以 有 + 后 三 1(mod2) ,而 由 反 证 法 假设 有 + k=1(mod2). 相 加 得 2(k + ko + ka)=1 
(mod2) .这 不 可 能 . 

因此 ,黑色 正方 形 上 石头 的 数目 为 偶数 . 

例 4 某 个 委员 会 有 个 成 员 (n>5), 并 且 有 n+1 个 三 人 委员 会 ,其 中 没有 两 个 
委员 会 有 完全 相同 的 成 员 . 证 明 : 存 在 两 个 委员 会 恰好 有 一 个 成 员 相 同 . 

(第 8 届 美 国 奥林匹克 试题 ) 

证 明 用 反 证 法 .假设 任何 两 个 三 人 委员 会 或 者 有 两 个 成 员 相 同 ,或 者 没有 成 员 
相同 . 
如 果 委 员 会 4 和 B 有 公共 成 员 ,那么 它们 恰 有 两 个 公共 成 员 a ,6 ,如 果 委员 会 B 
又 与 委员 会 C 有 (两 个 ) 公 共 成 员 , 那 么 a,b 至 少 有 一 个 属于 C, 从 而 C 与 4 也 有 (两 
个 ) 公 共 成 员 . 于 是 我 们 可 将 委员 会 分 类 ,使 同一 类 的 两 个 委员 会 都 有 (两 个 ) 公 共 成 
员 , 不 同类 的 委员 会 没有 公共 成 员 . 

下 面 证 明 : 同 一 类 的 委员 会 的 个 数 & 不 大 于 这 一 类 中 不 同 成 员 的 人 数 . 事 实 上 ， 
显然 h>3, 当 及 =3 时 ,k=1; 当 hh>4 时 ,k 宇 2. 设 [x,a,b| ,1y,a,b| 是 其 中 的 两 个 委 
员 会 , 则 其 他 的 委员 会 只 能 是 | x,y,al,ix,y, 寻 或 ao,5,zl 的 形式 ,这 里 z 至 多 有 
hh 一 4 种 选择 ,所 以 k<4+(h-4)=h. 

于 是 委员 会 的 总 数 n+1< 总 人 数 n, 矛 盾 .这 表明 ,至 少 有 两 个 委员 会 恰 有 一 个 成 
员 相同 ， | 
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2. 利用 极端 原理 


利用 极端 原理 解 题 就 是 从 极端 元 素 (最 大 数 或 最 小 数 ,最 大 距离 或 最 小 距离 ,最 大 
面积 或 最 小 面积 ,获胜 场次 最 多 的 队 ( 员 ) 或 获胜 场次 最 少 的 队 ( 员 ), 等 等 ) 出 发 ,经 过 推理 ， 
得 出 要 证 结论 ,或 从 结论 的 否定 出 发 ,利用 极端 元 素 导 致 矛 盾 , 从 而 推出 结论 成 立 . 

例 1 有 三 所 学 校 ,每 所 学 校 有 n 名 学 生 ,已 知 任意 1 名 学 生 认识 其 他 两 所 学 校 学 
生 的 总 数 都 是 n +1. 证 明 :每 所 学 校 都 存在 1 名 学 生 , 使 得 这 3 名 学 生 互相 认识 (假设 
认识 是 互相 的 ). 

证 明 ”从 3 所 学 校 的 3n 名 学 校 中 选 这 样 1 名 学 生 4 ,他 认识 其 他 两 所 学 校 中 某 
一 所 学 校 的 人 数 是 最 多 的 ,这 个 最 大 值 为 <n .不妨 设 4 在 第 1 所 学 校 ,他 认识 第 2 
所 学 校 上 名 学 生 , 于 是 他 认识 第 3 所 学 校 的 人 数 为 n+ 1- 上 >1, 即 4 至 少 认识 第 3 所 
学 校 的 1 名 学 生 C. 

如 果 C 认识 第 2 所 学 校 中 4 所 认识 的 某 个 学 生 B, 那 么 4、B、C 互相 认识 ,结论 成 
立 . 否 则 C 认识 第 2 所 学 校内 的 学 生 人 数 至 多 为 n - .从 而 C 认识 第 1 所 学 校内 的 学 
生 人 数 至 少 为 n+1- (nk) =k+1, 这 与 上 的 最 大 性 假设 矛盾 ,从 而 原 命题 得 证 . 

例 2 n(>3) 名 乒乓 球 选手 进行 单打 比赛 若干 场 后 ,与 任意 两 位 选手 已 赛 过 的 对 
手 恰好 不 完全 相同 . 试 证 明 : 总 可 以 去 掉 1 名 选手 ,使 剩余 选手 中 与 任意 两 位 选手 已 赛 
过 的 对 手 仍然 不 完全 相同 . (1987 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 用 英文 字母 表示 选手 .对 任意 选手 4, 用 MM 表示 与 4 已 赛 过 的 对 手 集合 . 

设 4 是 赛 过 场次 最 多 的 选手 ,显然 ,对 任意 选手 Bz C, 有 CE MsesBE M.， 
CEMse BEM.. 

如 果 结 论 不 成 立 ,那么 任意 去 掉 1 名 选手 后 ,总 存在 2 位 选手 与 他 们 赛 过 的 对 手 
完全 相同 .首先 去 掉 4 ,于 是 存在 选手 B.C ,使 与 B.C 赛 过 的 对 手 完 全 相同 ,并 且 B、 
C 不 能 同时 属于 M ,也 不 能 同时 不 属于 M (因为 原来 与 B.C 赛 过 的 选手 不 全 相同 ， 
若 BEM,CE Ms 或 B 锋 M,C 矣 M,, 则 去 掉 A 后 ,与 B8、C 赛 过 的 对 手 也 不 完全 相同 ， 
秘 盾 ). 此 外 B 与 C 之 问 没有 比赛 过 (否则 8 的 对 手 C 不 是 C 
自己 的 对 手 ,从 而 与 B.C 赛 过 的 对 手 不 全 相同 ,矛盾 ) .不 妨 设 
BE M,C ¥M,. 

同 理 ,去 掉 C 后 ,存在 选手 D、E 使 得 与 他 们 赛 过 的 对 手 
完 且 相 同 且 DE Mc ,EM6,D 与 之 间 没 有 比赛 过 (如 图 3 
1, 比 赛 过 的 两 选手 之 间 连 实 线 ,没有 比赛 过 的 两 选手 间 连 虚线 ) . 

因 BMc,AFMc ,DE M, 所 以 Dz B,Dz4. 且 因为 去 
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掉 4 后 ,与 B、C 赛 过 的 对 手 完全 相同 , 且 DE Me ,所 以 DE Ms ,又 去 掉 C 后 ,与 DE 
赛 过 的 对 手 完全 相同 , 且 BE M, ,所 以 BE Ms . 若 4 尖 已 , 则 去 掉 4 后 ,与 B.C 赛 过 的 
对 手 至 少 有 一 个 不 同 ( 因 EE Ms ,而 已 天 Me ) ,矛盾 ,所 以 4 = 已 .于 是 ,由 去 掉 C 后 ,与 
DE 赛 过 的 对 手 完全 相同 ,得 M = Me = Mo \ 1 Cl, 即 Mo 比 M 至 少 多 一 个 元 素 , 这 
与 假设 4 赛 过 的 场次 最 多 矛盾 .这 证 明了 题 中 结论 成 立 

例 3 设 蕊 是 有 限 集合 , no 是 给 定 的 正 整数 ,法 则 /使 不 的 每 一 个 偶 子 集 ( 由 偶数 | 
个 元 素 组 成 的 子 集 ) ,都 对 应 一 个 实数 7/ 无 ) ,满足 下 列 条 件 : 

(1) 存 在 的 一 个 偶 子 集 D, 使 f(D)> no; 

(2) 对 XX 的 任意 两 个 不 相交 的 偶 子 集 4 与 B,f(4UB)=/f(4)+f(B)- nm. 

求证 :存在 X 的 子 集 P,0, 使 

(PUQ=X,PNO=8; 

(b) 对 P 的 任何 非 空 偶 子 集 5, 有 f(5) > mo; 

(c) 对 @ 的 任何 偶 子 集 7, 有 f(T) < no. 

证 明 因 匀 的 偶 子 集 E 的 个 数 有 限 , 故 f(E) 必 能 取 到 最 大 值 , 且 由 (1) 知 fAE) 的 
最 大 值 > no. 

设 P 是 使 /(E) 取 最 大 值 的 所 有 侦 子 集中 元 素 最 少 的 一 个 偶 子 集 , 并 设 0 =X\P. 
显然 

(a)PUQ=X,PNO=8. 

(b) 对 P 的 任何 非 空 偶 子 集 5, 令 5= P\ 5, 则 5 是 偶 子 集 , 且 5 中 元 素 少 于 P 中 
元 素 个 数 ,因此 F(S) <f(P)=f(S)+f(5)-no. 
从 而 .AS) > no. 

(e) 对 @ 的 任意 偶 子 集 7, 由 PN 站 T= 包 且 PUT7 是 偶 子 集 , 所 以 

f(P)=f(PUT)=f(P)+f(7T)- no. 
从 而 f(T)<no. 

注 ”no = 1990 时 ,本 题 为 我 国 第 5 届 中 学 生 数 学 冬令 营 试 题 . 

例 4 在 2000x 2000 的 表格 中 ,每 格 填 上 1 或 -1. 已 知 表格 中 所 有 数 之 和 非 负 ,证 
明 : 可 以 找到 1000 行 和 1000 列 , 这 些 行 和 列 交叉 处 的 数 之 和 不 小 于 1000. 

(1995 年 第 21 届 全 俄 奥林匹克 九 年 级 试题 ) 

证 明 ” 因 表格 中 所 有 数 之 和 非 负 , 故 必 有 一 行 的 所 有 数 之 和 非 负 , 故 这 一 行 中 至 
少 有 1000 个 1 .不妨 设 前 1000 个 数 为 1( 否 则 变动 列 的 顺序 ) . 令 4 为 表格 中 前 1000 列 
组 成 的 矩形 , B 为 表格 中 后 1000 列 组 成 的 矩形 . 


在 4 中 , 行 和 ( 行 中 各 数 之 和 ) 最 大 的 1000 行 用 4; 表示 ,其 余 的 用 4, 表示 .如 果 
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Ah, 中 各 数 之 和 不 小 于 1000, 那 么 题 中 结论 成 立 . 

设 4, 中 各 数 之 和 小 于 1000, 而 且 4, 中 有 一 行 所 有 的 数 都 等 于 1. 如 果 4, 中 有 一 
行 和 为 非 负 ,那么 4, 中 所 有 行 和 均 非 负 , 且 4, 中 有 一 行 的 所 有 各 数 都 等 于 1, 故 4, 中 
各 数 之 和 不 小 于 1000, 矛 盾 , 故 4; 中 的 所 有 行 和 均 为 负数 . 因 任 意 行 和 均 为 偶数 ,所 以 
4, 中 任意 行 和 < - 2, 这 就 是 说 ,在 4 中 各 数 之 和 小 于 ( - 2) x 1000 + 1000 = - 1000, 而 
整个 表 中 数 之 和 非 负 , 所 以 B 中 所 有 数 之 和 大 于 1000. 

设 B, 是 8 中 行 和 最 大 的 1000 行 , B, 是 其 余 1000 行 .如 果 B, 中 有 一 行为 正 , 那 
么 B, 中 行 和 均 为 正 ,至 少 是 1, B 中 有 1000 行 , 故 B, 中 各 数 之 和 大 于 1000, 如 果 B， 
中 行 和 均 <0, 又 B 中 各 数 之 和 大 于 1000, 所 以 B 中 各 数 之 和 也 大 于 1000. 

综 上 所 述 ,总 存在 1000 行 及 1000 列 , 这 些 行 和 列 交 叉 处 的 数 的 和 不 小 于 1000. 


3. 利用 抽 民 原理、 平均 值 原理 或 图 形 重 又 原理 


用 抽 屋 原理 解 题 的 关键 是 利用 题目 中 的 条 件 构造 出 与 题 设 密切 相关 的 “ 抽 导 ”, 即 
将 题目 中 涉及 的 元 素 按照 一 定 的 性 质 进行 分 类 , 当 取出 的 元 素 足 够 多 时 ,由 抽 屋 原理 
就 可 推出 必 有 某 些 元 素 属 于 同一 个 抽 居 (同一 类 ) ,它们 都 具有 某 种 性 质 ,从 而 推出 题 
目 结论 .构造 抽 屠 的 常用 方法 有 :利用 余数 分 类 ,利用 整数 的 奇数 因数 分 类 ,分 割 区 间 ， 
分 割 图 形 ,划分 集合 等 等 . 

例 1 设 oo,a,…o 是 n+1 个 正 整数 (n>3), 满 足 :ao < al <… <a,<2n -3. 
证 明 : 存 在 不 同 的 正 整 数 i,j,k,1,mE |1,2,…,n| ,使 ci + Qj=a+ar= an- 

(1990 年 日 本 奥林匹克 试题 ) 

分 析 不 妨 取 m = n, 要 证 等 式 转化 为 a; = ov -aj, as = a, - a. 
故 上 只 须 考虑 差 b; = a, - ai(i=0,1,2,…,n -1), 于 是 ,问题 归结 为 b,,…, 6,_! 中 有 两 
个 数 广 , 分 别 与 ao ,a ,…,a, 中 两 个 数 ci ,as 相等 且 izj,k 产 1. 


证 明 作 差 b=a, -ai(i=0,1,2,…,n-1), 因 为 1<ao<al<*…<a,<2n-3, 


所 以 1< bi < bz2<"…<bo<<2n -4. 且 ao,a1,…, 4s! 中 至 多 有 一 个 数 的 2 倍 等 于 
a , 设 这 个 数 为 a ,于 是 对 任意 的 i#io,2ai ar; 妈 bi 了 ai(i 关 记 ), 集 合 {ao, a ,…， 
rsbo5 bi，… ,bi} \ ai | 中 有 2n 个 数 , 只 能 取 {1,2,…,2n -3 中 的 值 . 故 由 抽 屠 原 
理 知 其 中 必 有 [ 经 二] +1=2 个 数 相等 ,而 oo < a <… < a sas > 和 > 及 > > 号 
故 只 有 某 个 5 等 于 某 个 a; 且 jz#i,izzn, 即 a, -aj=ai,ai+ =a(ixjlsi,js 
nn 一 1) .去 掉 a;,b 后 , 剩 下 2n -2 个 数 仍 只 能 取 |1,2,…,2n -3! 中 的 值 ,再 由 抽 展 原 


理 得 必 有 某 个 b, 等 于 某 个 a,(,1,i,j,n 互 不 相同 ), 即 a, - a=aryak+a=an ,这 
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就 证 明了 存在 不 同 的 整数 i,j,k,1,m=n 使 a;+ a= ai+ai= a ;证 毕 . 
例 2 将 平面 上 每 个 点 都 以 红 、 蓝 两 色 之 一 着 色 , 证 明 : 存 在 两 个 这 样 的 相似 三 角 
形 ,它们 的 相似 比 为 1995, 并 且 每 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 同色 . 
(1995 年 全 国 高 中 联赛 第 二 试 试题 ) 


证 明 一 ”首先 证 明 : 对 任意 正 实数 a, 存 在 距离 为 2a 的 同色 两 点 .事实 上 , 任 取 一 
点 4, 并 设 4 为 红色 点 .以 4 为 中 心 ,2a 为 半径 作 圆 , 若 圆 上 有 一 点 为 红色 , 则 结论 成 
立 .否则 , 圆 上 每 一 点 均 为 蓝 色 ,于 是 该 圆 的 内 接 正 六 边 形 的 一 边 长 为 2a, 且 两 端点 都 
为 蓝 色 , 结 论 也 成 立 . 

其 次 证 明 : 对 任意 实数 a, 存 在 边 长 为 a W3a ,2a 的 直角 三 角形 ,其 三 顶点 同色 . 

事实 上 ,由 前 面 证 明知 道 存在 同色 两 点 4、D ,使 4D = 2a. 不 妨 设 A、D 均 为 红色 ， 
以 4D 为 直径 作 圆 ,并 作 圆 内 接 正 六 边 形 4BCDEF , 若 B.C、E、F 中 有 一 点 (例如 C) 为 
红色 , 则 和信 4CD 符合 要 求 ,否则 B、C 、 尼 .下 皆 为 蓝 色 , 则 入 BCE 符合 要 求 . 

最 后 , 回 到 原 题 ,由 第 二 段 证 明 ,只 要 取 a = 1 和 a = 1995 ,我 们 得 到 存在 两 个 相似 
的 直角 三 角形 ,它们 的 三 边 长 分 别 为 1,V3,2 和 1995, 1995V3,3990, 从 而 相似 比 为 
1995, 并 且 每 个 三 角形 的 三 个 顶点 同色 . 

证 明 二 ” 任 取 一 点 0 为 圆心 ,分 别 以 1 和 1995 为 半径 作 两 个 同心 圆 , 在 内 圆 上 任 
取 9 点 ,由 抽 民 原理 知 其 中 至 少 有 5 点 41 ,4,4;,4s,4; 同色 ,不 妨 设 它们 同 为 红色 . 


作 射线 04; 交 外 圆 于 B.(i = 1,2,…,5) ,由 抽 民 原理 知 B,,B,，,…, Bs 中 必 有 [331] + 


1=3 点 B,Bj,Bi(1<i<j<k<5) 同 色 , 于 是 个 4;4j4A 和 公 B,B,B; 是 两 个 相似 三 角 
形 ,相似 比 为 1995, 并 且 它 们 中 每 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 同色 ， 
例 3 设 实数 x, ,x,，…,x, 满足 x? + +… + x =1. 求 证 :对 每 一 个 k=2, 存 在 
不 全 为 零 的 整数 a ,aa ，…a ,使 la 1<k-1(i=1,2,…,n) 且 
1aixi + ante t aml < (hi LV. 
证 明 ”由 哥 西 不 等 式 ,有 (S161) < =n. 
所 以 Isl<Vn. 


故 当 0<a<k-1(i= 1,2,…,n) 时 ,及 ai1x%1<(k- 1 n. 把 区 间 [0,(k -1)Vn] 


(第 28 届 IMO 试题 ) 


等 分 为 -1 个 小 区 间 , 每 个 区 间 的 长 为 (V8. 由 于 每 个 a, 可 取 上 个 不 同 的 值 : 


0,1,2,… ,一 1. 所 以 吕 ai1x | 表示 为 加 个 不 同 的 数 .由 抽 尾 原理 知 , 其 中 必 有 2 个 数 


落 在 同一 个 小 区 间 内 , 设 它们 是 辩 ou1x1 和 岂 or1m1. 


于 是 | 凡 ailsl- 训 dilnl| = | 六 (Co a) < Se, 


且 显 然 la’; -lshk-1. 取 
ai 一 a (车 x;=0)， 

SS 人 -e'i( 若 w<0)- 

则 lail<k-1,a1,az,…,a, 不 全 为 零 ,并 且 
w -ln 

| Som < Ye. 

例 4 设 整数 ">4,al,o，…a, 是 区 间 (0,2n) 内 n 个 不 同 整数 .证 明 : 存 在 集合 
| ol ,42,…, a1 的 一 个 子 集 , 它 的 所 有 元 素 之 和 能 被 2n 整除 . 

证 明 (1) 若 n 关 ia,a2,…,a,|, 则 个 不 同 的 数 属于 n -1 个 集合 |1,2n -11}， 
12,2n -21,…, 1n -1,n+1. 由 抽 层 原理 知 其 中 必 有 两 个 数 a;,aj(i 门 赃 于 同一 集 
合 ,从 而 0 整除 ,结论 成 立 . 

(2) 若 nE la aas| ,不 妨 设 w = nm ,从 oo ,ai(n-1>3) 中 任 取 3 
个 数 aoyGk(ai <a< at) , 则 @- a 与 ae - 本 中 至 少 有 一 个 不 被 n 整除 ,否则 mm - 
au=(aw-aw)+(a-a)>2n, 这 与 atE(0,2n) 矛 盾 . 故 al,a,,a-i 中 必 有 两 数 之 
差 不 被 n 整除 . 

不 妨 设 a 与 a; 之 差 (a, - al > 0) 不 被 n 整除 ,考虑 m 个 数 ol ,aa ,ai + a2,a1+ 
22 二 0 QI 二 02 十 十 Ca-l- 

(i 若 这 n 个 数 中 有 一 个 被 整除 , 设 此 数 等 于 加. 若 上 为 偶数 ， 则 结论 成 立 ; 若 上 
为 奇数 , 则 加 上 a = n 知 结论 也 成 立 . 

(i) 车 这 个 数 中 没有 一 个 被 整除 , 则 它们 除 以 n 的 余数 只 可 能 取 1,2,…,n 一 
1 这 n-1 个 值 ,由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 2 个 除 以 n 的 余数 相等 ,它们 之 差 被 n 整除 . 
而 as -ai 不 被 n 整除 , 故 这 个 差 必 为 a1 ,az ，…… a,-! 中 若干 数 之 和 .以 下 讨论 同 (i)， 
故 知 结论 也 成 立 , 证 毕 . 


例 5 已 知 aa，…anyam 都 是 实数 .在 集合 al, 后方 于 学，…， 


和 “| 中 至少 有 1 个 元 素 的 值 相 等 .证 明 : ol, as，,…, am 中 有 了 两 个 数 相 


等 . 
证 明 设 b= 


altart+a 


(i =1,2,…,100) .首先 证 明 : 若 b; = 4b;,, = p, 则 


i 
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Gist=Pp. (*) 


人 QI 二 aa2 十 


十 Girl 
| ; 故 ai + az + 


事实 上 ,由 户 = 六 = 得 和 


y 后 中 十 Qiy 
+ ai = ii 所 以 Qirl = bi =p: 


由 已 知 条 件 知 5, ,52，,…, bw 中 至 少 有 51 个 相等 , 设 这 个 数值 为 p. 
(1) 著 b= a =p, 将 b1 ,5b，，,…,biwm 分 为 如 下 50 组: 
{01.62}, 1b, be} ,se*, { bo, bioo! , 
则 由 抽 层 原理 知 必 有 一 个 数组 内 的 两 个 数 相 等 , 设 by;.， = bx =p, 于 是 由 ( * ) 得 ozi = 
P; 从 而 ac = ax; 成立 . 
(2) 若 已 关 P, 将 b,，,…,biwm 分 为 如 下 50 组 : 
{62,b3}, {bs, 54 | bon, bw}, {boo}, 
则 因 &,, 63,… ,biwm 中 至 少 有 51 个 等 于 p. 故 上 述 数 组 中 必 有 一 组 内 的 两 个 数 都 等 于 
P. 设 b= jw: =p, 于 是 由 ( * ) 得 cx =p .再 将 b,,b3,…, bm 分 为 如 下 50 组 : 
{162}! , {63, ba} ,°° { bo, bioo! . 


同 理 上 述 50 组 中 必 有 一 组 内 的 两 个 数 相 等 . 设 by = by =p, 则 ax =p, 于 是 cx， | 


综 上 所 述 知 原 题 结论 成 立 . 
例 6 在 半径 为 1 的 圆周 上 ,任意 给 定 两 个 点 集 4 和 8B, 它们 都 由 有 限 多 条 互 不 相 


交 的 缴 组 成 , B 中 每 段 弧 长 都 等 于 三 (mE N, ) ,4 表示 将 4 绕 贺 沿 逆 时 针 方向 旋转 还 
(j=1,2,…) 所 得 的 集合 .证 明 :存在 正 整 数 ,使 
1 4:NB)> 直 1(4)1(B). 
这 里 1(M) 表 示 M 中 所 有 弧 的 长 度 之 和 . (1989 年 第 4 由 冬令 普 试 题 ) 
证 明 设 B 由 :条 弧 B,,B,,…,B, 组 成 ,于 是 1(B)= 到 (i=1,2,…,1),1(B)= 
经 .再 设 W /表示 将 圆周 上 点 集 W 绕 加 顺 时 针 方 向 旋转 二 所 得 的 集合 ,注意 到 对 任意 
i(1<i<), 吕 B77 是 整个 图 周 ,有 ( 间 B77) 4 = 4, 于 是 ,我 们 有 
es = sit = Se ha a 
BAND BD)) = S14) 


| 


=4"1(4)= 坚 1(4)1(B). 


yl gy pS 
所 D2!(4 NB)=31(4)1(B). 
故 由 平均 值 原理 知 存在 正 整 数 ,使 (人 站 8) 二 去 1(4)1(B). 
例 7 在 面积 为 1 的 平面 图 形 内 任意 放 入 9 个 面积 为 寺 的 小 正方 形 .证 明 :其 中 必 


有 两 个 小 正方 形 ,它们 重 到 部 分 的 面积 不 小 于 太 . 
证 明 ” 设 小 正方 形 为 41 ,4,，,…, 4, ,并 且 用 14; | 表示 4; 的 面积 (i=1,2,…,9), 因 
为 吕 14.1 =9x 二 >1, 帮 由 图 形 重 到 原理 知 必 有 两 个 小 正方 形 重 杰 . 若 对 任意 1< i< 


j<9,14: 站 1 < 者; 则 41,4:,…,4, 覆盖 的 总 面积 为 


、 pa 
14,U4:U Ublz=2141- ShNAI > -GxH1- 


这 与 41,4,,…,4, 都 在 面积 为 1 的 平面 图 形 内 应 有 141U 4,U…U 4,1<1 蔬 盾 . 故 存 | 


在 两 个 小 正方 形 不,4(1<i <j<9), 它 的 重 全 部 分 的 面积 为 14; 门 41> 二- 


4. 利用 介 值 原理 


例 1 设 眉 是 平面 凸 图 形 ,证 明 :存在 一 条 直线 ! 同时 平分 F 的 周 长 和 面积 . 

证 明 任 取 一 条 有 向 直线 1,( 即 1。 上 取 定 了 一 个 正方 向 ) .我 们 首先 证 明 必 有 一 
条 平行 于 ju 的 直线 平分 F 的 周 长 .事实 上 ,下 必 夹 在 两 条 平行 于 的 直线 h 和 1, 之 
间 ,4、1 都 与 的 边界 有 公共 点 . 设 4 与 h 的 距离 为 d, 设 L/L/h(l 在 4 与 4 
之 间 ) 且 4 与 4 的 距离 为 x.f(%) 表 示 图 形 FF 在 1, 与 1 之 间 边 界 的 长 度 与 图 形 F 在 1 
与 1, 之 间 边界 的 长 度 之 差 .于 是 /(x) 在 [0, 4] 上 连续 , 且 f(0) <0,f(d) >0. 故 由 介 值 
原理 知 存在 xoE (0,d) ,使 【xo) = 0, 即 直线 ,平分 的 周 长 . 

设 i。 是 平分 下 周 长 的 一 条 有 向 直线 ,4 为 与 的 夹 角 是 8( 从 4o 出 发 逆 时 针 方向 
旋转 到 ls 的 角度 为 6) 且 平分 严 周 长 的 有 向 直线 ,9E [0,x]. 令 g(0) 为 FF 在 此 直线 上 


方面 积 与 下 方面 积 之 差 (1 的 上 方 是 指 人 逆 时 针 旋 转子 后 , 它 的 正 向 所 指 的 一 侧 ) ,于 


是 g(0) 是 6 的 连续 函数 且 g(x) = - 5(0), 故 由 介 值 定理 知 存在 6,€ [0,r] ,使 g(0。) 
=0. 即 直线 同时 平分 的 周 长 和 面积 


订 世 中 注 层 卫 届 潍 测 回 潮 闭 0 
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例 2 设 .F(x) 为 实 系数 (IJ 次 多 项 式 , 对 实数 轴 上 任意 一 点 , 若 fx) 为 有 理 
数 , 则 将 x 染 红色 ; 若 /(%) 为 无 理 数 , 则 将 x 染 蓝 色 . 证 明 : 对 任意 正 实数 < ,在 x 轴 上 
必 有 同色 的 两 点 P 和 0Q 使 1 PQ1=a. 

证 明 假设 结论 不 成 立 , 即 存在 正 实数 a 使 得 x 轴 上 任何 距离 等 于 a 的 两 点 不 同 
色 , 也 就 是 对 任意 xER,f(%) 与 f(x+a) 中 一 个 为 有 理 数 , 另 一 个 为 无 理 数 .于 是 ,对 
一 切 xER, F(x)=f(x)+f(x+Q) 与 F(x)=_f/(x) -f(x+a) 都 为 无 理 数 ,从 而 对 一 
切 xER, F(x) 为 常数 (i=1,2). 这 是 因为 车 F,(y) = a, F(z) =。 是 两 个 不 同 的 无 理 
数 . 任 取 一 个 介 于 a 与 b 之 间 的 有 理 数 c ,由 介 值 定理 知 存在 x。ER 使 F(xo)=c 为 有 


理 数 ,矛盾 . 故 F,(%) 恒 为 常数 . 同 理 Fu() 恒 为 常数 .于 是 /x)= 洱 [ F(x)+ F(x)] 
恒 为 常数 ,矛盾 . 故 原 题 结论 成 立 . 

例 3 平面 内 任 给 2n+3 个 点 (n 三 1), 其 中 任意 3 点 不 共 线 ,任意 4 点 不 共 圆 ,过 
其 中 3 点 作 圆 使 其 余 2n 个 点 恰 有 nn 个 点 在 此 圆 内 , 另 n 个 点 在 此 圆 外 , 记 这 种 圆 的 个 
数 为 上 .证 明 :不 > 二 C3. (第 28 届 IMO 预选 试题 ) 

证 明 我们 首先 证 明 : 对 已 知 2n+3 点 中 任意 两 点 M,N, 可 过 M,N 及 另外 一 个 
已 知 点 作 圆 ,使 该 贺 内 和 圆 外 都 恰 有 n 个 已 知 点 . 

因为 无 3 点 共 线 ,其 余 2n+1 点 都 在 直线 MN 的 两 侧 , 设 MN 一 侧 有 个 已 知 点 
4 42 4， 另 - 侧 有 9 个 已 知 点 B1,B,,…,B,(p>9g). 因 为 p+g=2n+1, 故 p>n 
+1,9<n. 记 4=14,,4,,…,h,},B=1B,B,…,B,|. 设 人 MAN=a(i=1,2,…， 
也 ) . 因 无 4 点 共 圆 , 故 a ,a,,…,a, 两 两 不 相等 ,不 妨 设 a, > a, > … > mw . 且 设 过 M、 
N ,4i; 的 圆 为 5;, 于 是 8 上 无 B 内 的 点 .如 果 5,,, 内 不 含 B 中 的 点 , 则 5,, 内 恰 合 n 
个 已 知 点 41,4,,…, 4 ,其 余 n 个 已 知 点 都 在 5,,, 外 ,于 是 5,,, 满 足 我 们 的 要 求 .下 设 
S641 含 BB 中 i 个 点 (1 二 1), 即 5,,, 内 共 含 4UB 中 n+t>n+1 已 知 点 .而 5S, 内 至 多 含 
AUB 中 g<n 个 点 . 当 从 5;_, 变 到 5; 时 ,5S; 比 5;_1 多 包含 4 中 一 个 点 (4 ) ,而 包含 
B 中 的 点 或 者 相同 或 者 减少 . 设 5; 内 含 个 已 知 点 , 则 和 - x41. 又 wi<qg<n， 
% = n+ > n. 故 由 介 值 原理 知 存 在 io(1<is。 < n) 使 x。 = n, 即 加 S, 的 内 部 和 外 部 都 
恰 含 n 个 已 知 点 . 

由 前 面 证 明知 道 对 已 知 2n + 3 个 点 中 任意 两 点 ,可 作 一 个 圆 过 另外 一 个 已 知 点 并 
且 该 圆 内 和 圆 外 都 恰 有 n 个 已 知 点 .这 样 的 圆 一 共有 C3,,, 个 ,每 个 圆 上 有 3 个 已 知 
点 ,可 形成 G3 个 两 点 组 , 故 每 个 圆 被 计算 了 C? 次 ,所 以 


1 1 | 
4> 0 Ch = 可 Ca> 元 Ci 


例 4 对 于 任何 正 整数 k,/(k) 表 示 集 合 |k+1,k+2,… 
下 恰 有 3 个 1 的 元 素 个 数 . 
(1) 求 证 :对 每 个 正 整数 m ,至 少 存在 一 个 正 整 数 上 ,使 得 /() = m; 
(2) 确 定 所 有 的 正 整 数 m，, 对 每 一 个 m, 恰 有 一 个 正 整 数 上 使 /(k)=m 

(第 35 届 IMO 试题 ) 
解 (1) 设 5S 表示 所 有 正 整 数 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 素 组 成 的 集 


合 . 先 证 : 
ACE), 当 26+1 天 S， 

OU 当 共 Cs 时 

因为 在 二 进 制 表示 下 ,在 k+1 的 个 位 数字 后 面 添加 一 个 零 , 恰 为 2(E+ 1) 在 二 进 
制 下 表示 的 数 . 于 是 +1 与 2(k+1) 同 属于 5, 或 者 同时 不 属于 5. 且 集合 {+2,k+ 
3,…,2(k+1)j 比 +1,k+2,…,2k| 恰 少 了 一 个 上 和 +1, 而 多 了 2k +1,2k+2 两 个 数 . 
所 以 @ 式 成 立 . 

下 面 计 算 f(2" + 2),nmEN, 上 且 n>2.7(2" +2) 表 示 集 合 12" + 3,2" +4，…，2"+1 + 
4 中 在 二 进 制 表 示 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 素 的 个 数 .因为 |2" + 3,2" +4,…,2"*' 一 1 
中 有 C? 个 数 其 二 进 制 表示 恰 有 3 个 1( 因 为 在 二 进 制 表示 下 2” 3 


-1 让 I2 +3,2 +4,…,2"11 -寺中 在 二 进 制 表 示 下 恰 有 3 个 1 的 数 都 是 


从 右 起 第 n+1 位 数字 是 1, 而 在 后 n 位 中 找 两 个 位 置 放 1, 其 余 位 置 放 0 而 得 到 的 , 故 
有 CGM) 区 22 呈 全 2<9 2 全 才 1 2241 二 和 过半 上 二 不 的 二 进 制 表示 分 别 为 (100…0),， 
TY 
(100… 0 (100… (00t0)， (10…01D)， 其 中 只 有 2"” + 3 的 二 进 制 表示 中 
PT 

恰 丰 3 个 |， 所 以 当 ，>2 时 ， 

f(2° +2)= C+1. 

显然 (1) =0, 且 对 任意 正 整 数 m ,都 存在 正 整 数 n 使/(n)>m, 并 且 f(k+1)- 
fA) <1, 故 由 离散 介 值 原理 知 存 在 正 整 数 上 使 /(k)=m 

(2) 假 设 恰 有 一 个 使/(k)=m. 由 @@ 知 0<f(k)-f(k-1)=m-f(k-1)<1, 
OS/(k+1) -fk)=AE+1)- ms, fk-1) mk+1)#m,PU fCE-1)= 
mm 一 1,/(k+1) = m+1. 进 而 由 @ 知 f(k)=f(k 一 1)+1, 当 且 仅 当 2k -1€ SS;f(k+1) 
=f(k)+1, 当 且 仅 当 2k+1E€ 5. 由 二 进 制 加 法 知 ,k 必 有 2"+2(n>2) 的 形式 . 故 


m=/(&8)=f(2° +2)= C+1= 二 (mn+2). 


,2841 内 的 数 在 二 进 制 表示 


因此 ,使 FE) = m 只 有 唯一 解 的 全 体 m 由 正 整 数 十 ( 民 -n+2)(n>2) 给 出 , 且 唯一 


解 为 上 =2 +2(n>2) 
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5. 计数 方法 


给 定 集合 S ,为 了 证 明 $ 中 存在 (或 不 存在 ) 具 有 某 种 性 质 P 的 元 素 , 也 可 用 计数 
论证 的 方法 .具体 说 来 ,有 以 下 几 种 形式 : 

(1) 直 接 计 算出 $ 中 具有 某 种 性 质 P 的 元 素 的 个 数 大 于 零 ( 或 小 于 1) ,从 而 5S 中 
必 存 在 (不 存在 ) 具 有 性 质 P 的 元 素 . 

(2) 算 出 5 中 不 具有 性 质 P 的 元 素 个 数 小 于 (或 不 小 于 ) 集 合 $ 中 的 元 素 个 数 , 从 
而 $ 中 必 存 在 (不 存在 ) 具 有 性 质 P 的 元 素 . 

(3) 假 设 S 中 不 存在 (或 存在 ) 具 有 性 质 P 的 元 素 , 通 过 计数 导致 予 盾 , 从 而 $ 中 
必 存在 (或 不 存在 ) 具 有 性 质 P 的 元 素 . 


例 1 一 个 社团 内 ,每 一 对 人 不 是 友好 的 就 是 敌对 的 . 设 这 个 社团 共有 n 个 人 和 g | 


个 友好 对 子 ,并 在 任何 三 人 中 至 少 有 一 对 人 是 敌对 的 .证 明 :这 个 社团 中 至 少 存在 一 个 
成 员 ,他 的 敌人 组 成 的 集合 中 友好 对 子 不 多 于 g(1 -4g/n?). 
(1995 年 第 24 届 美 国 奥林匹克 试题 ) 
分 析 要 证 结论 成 立 ,只 要 证 明 存 在 一 名 成 员 a, 使 得 其 中 总 有 一 人 与 e 友好 的 
友好 对 子 个 数 不 少 于 g - 9(1- 491?) = 49?/m ,而 这 可 考虑 通过 整体 计数 再 用 平均 值 
原理 来 证 明 . 
证 明 设 "个 人 为 ,aa，…,a, 这 个 人 中 所 有 友好 对 子 组 成 的 集合 记 为 $ ,与 
a 友好 的 人 的 个 数 记 为 di, 即 包含 a; 的 友好 对 子 个 数 为 di(i = 1,2,…, n). 于 是 ， 
Sa =2151=2g. 
2 i 与 6 友好) 
10(iz#j 且 a 与 a 敌对 或 i= 让 
则 宫 %y = 六 w= di(i=1,2,…，n) 且 沪 wyd) 表示 这 样 一 类 友好 对 子 的 个 数 ,这 类 对 子 
中 总 有 一 人 与 a 是 友好 的 (因为 任何 三 人 中 必 有 两 人 是 敌对 的 ,故此 式 没有 重复 计 
数 ) .于 是 151- 局 zyd 表示 ai 的 敌人 集合 中 友好 对 于 的 个 数 . 
由 哥 西 不 等 式 ,有 
Sd = =I) - 红 ， 


(i,j=1,2,.",n), 


1 六 六 4g’ 
即 天 六 站 


由 平均 值 原理 知道 :存在 io(1<i。< 使 得 六 > 反 


ne 


一 ~ 
1 
3 
~ 一 


| 故 a 的 敌人 集合 中 ,友好 对 手 的 个 数 为 1S1 -xd <9 -和 =g 
于 是 命题 得 证 . 
例 2 车 任意 133 个 正 整数 中 ,至 少 有 799 对 数 互 素 , 证 明 :其 中 必 存 在 4 个 正 整数 
ob、c.d 使 得 o 与 6, 与 cc 与 dd 与 a 都 互 素 ，《(1990 年 中 国 国家 集训 队 测试 题 ) 
证 明 用 平面 内 133 个 点 4 ,4:，…,4im 表 示 133 个 正 整 数 , 若 两 个 正 整数 互 素 ， 
则 对 应 两 点 连 一 线段 ,否则 不 连 线段 .并 设 从 4 出 发 的 线段 有 di 条 (i=1,2,…,133)， 


于 是 ,由 已 知 条 件 得 沪 d >2x799. 
若 两 点 4、B 都 与 点 C 连 有 线段, 则 称 (4,8) 为 属于 C 的 点 对 .于 是 ,分 别 属于 
4 和 ,4im 的 点 对 数 的 总 和 为 
员 1 
M = Rc =1( 人 Sd- da) 
= 二 [Bd) /SL) -a)] 


= od) (Sa - 133) 


27 53 2X799 x (2x799— 133) 


x2x6x133x(2x6x133- 133) = x 


Wt 
> 23x133 
= Ci . 

但 133 个 点 一 共 只 能 组 成 Cls 个 点 对 ,可 见 上 式 左 端 计 数 有 重复 , 即 存在 一 个 点 对 
(4, C) 属 于 不 同 的 两 点 B 和 D, 即 4、C 既 与 B 连 有 线段 ,又 与 D 连 有 线段 ,所 以 A、 
B、C.D 对 应 的 4 个 正 整数 满足 a 与 5,6 与 c,c 与 4,d 与 a 都 互 素 . 

例 3 由 nn 个 点 和 这 些 点 之 间 的 1 条 线段 组 成 一 个 空间 图 形 , 其 中 n=g?+g+1， 
/> 方 4(q +1》 +1,9>2,9EN, .已 知 图 形 中 任意 四 点 不 共 面 ,每 点 至 少 连 一 条 线段 ， 
存在 一 点 至 少 连 有 9 +2 条 线段 .证 明 :图 中 必 存 在 一 个 空间 四 边 形 ( 即 由 四 点 4、B、 
C.D 和 四 条 线段 4B、BC 、CD 、DA 组 成 的 图 形 ). (2003 年 全 国 高 中 联赛 加 试 试题 ) 

证 明 设 ”个 点 的 集合 为 了 = 46,41,…,4,_ 1} . 记 4; 的 所 有 邻 点 (与 4; 连 有 线 


自 的 点 ) 的 集合 为 8,,B; 中 点 的 个 数 记 为 1B 1 = bi .显然 Sb =21 且 bi<n-1(i=0， 
1,..*,n -1). 


车 存在 b; = n -1, 不 妨 设 b。 = n -1, 于 是 B。 中 nn--1 个 点 之 间 的 连 线 数 为 
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这 与 @ 式 矛盾 , 故 原 命题 成 立 ， 
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1 名 > 二 9g(q+D?+1-(n-D= 去 (+D(n-D+L-(a-D | 


>3(n-D+lI-(a-UD=zL+l>[2 5 1] + 1. 


故 B 中 必 存 在 一 点 4; 与 Bo 中 另 两 点 4 ,4 都 连 有 线段 ,于 是 存在 四 边 形 404,4;4,， 
因此 ,下 面 只 讨论 六 大 nm-2(1=0,1,…,ma -1) 的 情形 . 

不 妨 设 g+2< bo。<n -2. 若 图 中 不 存在 四 边 形 , 则 当 iz#j 时 8B; 与 B 无 公共 的 点 
对 , 即 1B.NBl<1(0<i<jsn-l). 记 B=V\ Bo, 则 IBNBol>6 -1(i=1,2,.…, 
n-1) 且 当 1<i<j<sn 时 8B. 门 B, 与 Bj 门 Bo 无 公共 点 对 ,所 以 


专 中 点 对 的 个 数 > 加 (BB,) 中 点 对 的 个 数 , 即 
Ce> 归 Clana > 号 Ci( 当 忆 =1 或 2 时 ,C=0) 


Sb 3 + 2) 


[a -3 +2(n -1)] 
[二 


1" 

2 
2 
全 也 
1[_1 
2 


1(21- 6b) -3(21- 6&0) +2(n-1)] 


-i 


和- 元 (21- 如 -ma+1)(21- 加 -2n+2) 


> 元 二 XRDTL(2-D(9+1)+2- bo-n+l]. 
[(n-1)(g+1)+2- bo -2n+2] 
= T9912- bo)(ng -9 -n+3- bo). 

故 (n -DCn-b)(n-b -1)>(n-g+2- bo)(nm-g-nt+3- bo), 


ql(g+D)(n- bo)(n-bo -1)>(ng-q+2- bo)(ng- gq—-n+3- bo). (WY 
但 (ng-g-n+3-b)-gq(n-bo-1)=(g-1)b -n+3 
>(g-1)(g+2)- n+3=0, @ 
(ng-g+2-60)-(g+1)(n-b)= gb -gqg-n+2>q(g9+2)-gqg-n+2=1>0, 
® 


由 @,@ 及 (n - bo)(g +1),(n -bo 一 1)g 和 皆 为 正 整 数 ,得 
(ng-g+2- bo)(ng—-g—-n+3-b)>q(g+l)(n- bo)(n- bo -1). 


注 从 例 2 和 例 3 可 以 看 出 ,证 明 存 在 四 边 形 时 ,用 两 种 方法 估算 同时 与 某 点 连 
有 线段 的 点 对 数 是 一 种 常用 的 技巧 . 

例 4 设 1=11,2,3,…,nl,. 有 是 了 的 一 些 三 元 子 集 组 成 的 集 族 ,满足 ,名 中 任何 
两 个 元 素 (1 的 三 元 子 集 ) 至 多 有 一 个 公共 元 .证 明 :存在 了 的 一 个 子 集 民 ,满足 :(1). 名 
中 任何 元 素 (7 的 三 元 子 集 ) 不 是 筷 的 子 集 ;(2)181>[V2n]. 

证 明 将 1 的 所 有 具有 下 列 性 质 的 子 集 MM 称 为 好 子 集 :. 名 中 任何 1 的 三 元 子 集 
不 是 M 的 子 集 .显然 ,好 子 集 是 存在 的 (因为 1 的 任何 二 元 子 集 均 为 好 子 集 ) 且 个 数 有 
限 . 设 X 是 所 有 好 子 集中 含 元 素 个 数 最 多 的 一 个 好 子 集 , 并 设 1X1 =&, 则 X 满足 条 件 
(1), 故 只 要 证 了 满足 条 件 (2). 

记 了 = 1\X, 由 条 件 (1) 知 XX 关 1, 即 Y 关 多 . 设 了 = 11,y,，,…,y-41 ,对 任意 y, EE 
Y, 由 六 所 含 元 素 为 最 多 的 性 质 知 ,存在 .名 中 一 个 1 的 三 元 子 集 4; CXU |y1, 而 
hi XX, 故 存在 x ,x EX, 使 4 = 1% ,% ,yi| .我 们 就 令 y; 与 1z ,% | 对 应 ,构成 从 
Y 到 X 的 所 有 二 元 子 集 组 成 的 集 族 . 罗 之 间 的 一 个 映射 /. 下 面 证 明 /为 单 射 .事实 上 ， 
对 任意 yi; ,y EY,y; 关 %, 存 在 XX 的 二 元 子 集 { x ,zi | ,1 ,| EE. 罗 使 4 = | yz， 
= ,所 ,%1E.GB. 若 [x ,x | = 二 ,所 | , 则 鼠 与 4 有 两 个 公共 元 ,这 与 已 
知 矛盾 , 故 /为 单 射 ,所 以 1Yl <1.B1, 即 n-k<C2,[VECE+1)]>[V2n], 但 < 
V kkE+1) <k+1,PUIXI= k=[V ECE+1)] >IV2n]. 

例 5 一 次 高 难度 数学 竞赛 试题 由 初试 与 复试 两 部 分 组 成 ,共有 28 个 题目 ,每 名 
竞赛 者 恰好 解 出 其 中 7 道 题目 ,每 对 试题 性 有 两 人 解 出 .证 明 : 必 有 一 名 参赛 者 ,他 至 少 
解 出 4 道 初试 题 ,或 未 解 出 任何 初试 题 . 

证 明 设 共有 n 名 参赛 者 ,mm 道 初试 题 .将 每 个 人 与 他 解 出 的 一 对 试题 组 成 一 个 
“三 元 组 ”, 这 种 “三 元 组 "构成 的 集合 记 为 5. 

因为 每 人 解 出 7 道 题目 ,所 以 151= n… C; . 另 一 方面 ,28 道 题 目 形成 C% 对 题目 , 且 
每 对 题目 恰 有 2 人 解 出 , 故 又 有 1S1=2C%, 于 是 nC? =2C3, 所 以 n=36. 

其 次 , 任 取 一 道 题目 4, 它 被 7 个 人 a ,a,,…,a, 解 出 ,这 rr 人 还 解 出 了 除 4 外 的 
其 他 6 道 题 ,于 是 $ 中 包含 题目 4 的 “三 元 组 "有 6r 个 . 另 一 方面 ,将 4 与 其 他 27 道 题 
目 配对 ,每 对 题目 恰 有 2 人 解 出 ( 因 这 2 人 解 出 了 题目 4, 故 他 们 必 是 a , a,…, a, 中 
的 成 员 ) ,从 而 可 形成 2x 27 个 含 题目 4 的 “三 元 组 ”, 所 以 6r =2x27, 即 r=9, 也 就 是 
每 道 题目 恰 有 9 人 解 出 . 

如 果 题 目 结论 不 成 立 ,那么 ,每 人 解 出 的 初试 题 的 数目 只 能 为 1,2,3. 设 解 出 1,2,3 


道 初试 题 的 人 数 分 别 为 x,y,z, 于 是 
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e+l-i=tt-D+1I=[ 生 ] +1(k=2-1). 
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x+y+2z=36. (0% 
将 每 个 人 与 他 解 出 的 一 道 初试 题 配对 ,这 种 对 子 的 个 数 既 为 x + 2y + 3z, 又 为 9m( 因 
每 道 题 从 有 9 人 解 出 ) ,于 是 得 到 


XX+2y+3z=9m. © 
又 通过 计算 $ 中 含有 2 道 初试 题 的 “三 元 组 "个 数 可 得 
Cly+ Ciz=2C2 . ©@ 


由 @,@,@ 可 解 出 x=m? -19m+108,y= -2m2+29m -108,z=m2-10m+36， 
其 中 y= -2(m- 各 -用 各 <0, 与 7 为 非 负 整 数 矛 盾 , 这 就 证 明了 题目 的 结论 成 立 . 


6. 数学 归纳 法 


涉及 任意 正 整数 n 的 存在 性 问题 ,可 考虑 应 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 证 明 过 程 中 进 
行 递 推 时 除了 利用 归纳 假设 外 ,有 时 还 要 用 到 前 面 几 节 中 介绍 的 原理 和 方法 . 
例 1 设 2 为 空间 含有 nm(>4) 个 点 的 点 集 , 其 中 任意 四 点 不 共 面 ,这 些 点 之 间 连 


有 [等 ] + 1 条 线段 .证 明 :这 些 线段 必 可 构成 两 个 有 公共 边 的 三 角形 (特别 a 为 偶数 | 
时 ,此 题 为 1987 年 国家 集训 队 选 拔 考试 试题 ) . 
证 明 n =4 时 , 书 中 共有 4 个 点 4.B、C.D, 它 们 之 间 连 有 [ 竺 ] + 1 = 5 条 线段， 


故 仅 有 Ci -5= 1 对 点 之 间 没有 连 线 .不 妨 设 C 与 p 没有 连 线 , 于 是 存在 两 个 有 公共 | 
边 的 三 角形 :A4BC 与 人 4BD . 
设 ”= k(>4) 时 ,结论 成 立 .考虑 m= 丰 + 1 的 情形 ,这 时 Z 中 有 k+1 个 点 ,它们 之 | 


间 连 有 [ 作 志 站] + 1 条 线段 ,于 是 从 各 点 出 发 的 线段 数 之 总 和 为 :[ (二 |] +2 条 ， 
其 中 必 有 一 点 4, 从 4 出 发 的 线段 数 为 最 少 ,于 是 
4<zti(2 ] + 2). 


当 上 = 24 为 偶数 时 ,1 < 


+) +2)=4+ 天 ,所 以 44; 当 k=24-1 为 
奇数 时 ,< 让 (27 +2) = 上 + 士 ,所 以 tt. 去 掉 4 点 以 及 从 4 出 发 的 线段 后 还 剩 大 
个 点 ,它们 之 间 所 连 线段 数 为 | 


1 
tt+ID+1-4=e+l=[ 入 ] +10E=22)， 
m= 


故 由 归纳 假设 知 连 线段 中 必 存 在 两 个 有 公共 边 的 三 角形 , 即 n = k+1 时 结论 成 立 , 于 
是 命题 得 证 . 

例 2 将 凸 2003 边 形 的 每 一 个 顶点 都 染 上 一 种 颜色 , 且 任意 两 个 相 邻 顶点 异 色 . 
试 证 对 上 述 任何 一 种 染色 法 ,都 可 以 用 互 不 相交 于 内 点 的 对 角 线 将 多 边 形 完全 剖 分 成 
若干 个 三 角形 ,使 得 剖 分 中 所 用 每 条 对 角 线 的 两 端点 都 不 同色 . 

证 明 考虑 多 边 形 的 边 数 n =2k + 1(kEN, ) 的 一 般 情形 .对 & 用 数学 归纳 法 证 
明 . 

当 k=1 时 ,n=3, 结 论 显然 成 立 . 设 结论 对 上 = m 成 立 . 当 上 k= m+1 时 , 设 给 定 的 
凸 2m +3 边 形 已 按 要 求 涂 好 颜色 , 则 必 有 一 个 顶点 4 与 它 的 两 个 相 邻 顶点 异 色 . 若 不 
然 , 则 每 个 顶点 的 两 个 相 邻 顶点 都 同色 .由 于 顶点 数 为 奇数 , 故 所 有 项 点 都 同色 ,此 与 
己 知 矛盾 .将 顶点 4 的 相 邻 两 个 顶点 连 一 条 对 角 线 , 则 它 的 两 端点 异 色 ,并 将 原 多 边 形 
分 成 一 个 三 角形 和 一 个 凸 2m +2 边 形 . 

如 果 在 凸 2m +2 边 形 中 有 一 个 顶点 B, 它 的 相 邻 的 两 个 顶点 异 色 ,那么 这 两 个 异 
色 点 间 所 连 对 角 线 又 分 出 一 个 三 角形 和 一 个 凸 2m + 1 边 形 , 于 是 由 归纳 假设 知 结论 成 
立 .否则 这 个 几 2m +2 边 形 的 每 个 顶点 的 两 个 相 邻 顶点 都 同色 , 则 这 2m + 2 个 顶点 恰 
好 交替 地 涂 有 两 种 颜色 , 且 顶 点 4 的 两 个 相 邻 顶点 恰 涂 有 这 两 种 颜色 ,从 而 顶点 4 与 
另外 2m +2 个 顶点 均 不 同色 .于 是 从 4 出 发 的 2m 条 对 角 线 将 凸 2m + 3 边 形 完全 章 
分 为 2m + 1 个 三 角形 , 即 满足 题 中 要 求 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 特 别 取 k= 1001, n= 
2003 便 知 原 题 结论 成 立 . 

注 对 于 一 些 涉及 具体 正 整 数 的 命题 ,我 们 可 以 考虑 先 将 其 一 般 化 ,再 用 数学 归 
纳 法 来 证 明 . 

例 3 在 矩形 桌子 上 放 着 许多 相等 而 不 重合 的 正方 形 纸 片 ,其 边 都 平行 桌子 的 边 ， 
且 被 分 别 染 成 k( 宇 2) 种 颜色 之 一 .如 果 考 虑 任意 上 个 颜色 互 不 相同 的 正方 形 ,那么 它 
们 中 都 有 两 个 可 用 一 枚 钉子 钉 在 桌 上 .证 明 :可 用 2k -2 枚 钉子 把 某 一 种 颜色 的 所 有 
正方 形 全 部 钉 在 桌 上 . (2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 十 年 级 决赛 试题 ) 

证 明 k=2 时 ,考察 最 左边 的 正方 形 4BCD( 4B 为 最 左边 ), 如 果 它 是 1 号 色 , 则 
由 已 知 条 件 知 所 有 2 号 色 的 正方 形 都 同 它 有 公共 内 点 , 且 所 有 正方 形 的 边 与 桌子 的 边 
平行 , 故 所 有 2 号 色 的 正方 形 内 必 会 顶点 C、D 之 一 ,从 而 可 用 2 枚 钉子 钉 住所 有 2 号 
色 的 正方 形 . 

假设 =n 时 结论 成 立 ,考察 上 = n+1 的 情形 .这 时 任意 n+ 1 个 颜色 互 不 相同 的 
正方 形 中 必 有 两 个 可 用 1 枚 钉子 钉 住 .从 所 有 正方 形 中 选 出 最 左边 的 正方 形 4BCD 
(4B 为 最 左边 ) ,假设 它 被 染 成 第 n+ 1 色 , 凡 是 与 4BCD 有 公共 内 点 的 正方 形 内 必 含 
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C.D 两 点 之 一 ,从 桌面 上 取 走 所 有 染 第 n+ 1 色 的 正方 形 以 及 与 4BCD 有 公共 内 点 的 
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其 他 色 的 所 有 三 角形 ,于 是 桌面 上 剩 下 的 正方 形 只 染 成 n 种 颜色 之 一 旦 从 中 任 取 n 个 
颜色 互 不 相同 的 正方 形 ,它们 中 必 有 两 个 可 用 1 枚 钉子 钉 住 (否则 将 正方 形 48BCD 补 


入 ,我 们 得 到 n+ 1 个 颜色 互 不 相同 的 正方 形 ,其 中 任何 两 个 都 不 能 被 1 枚 钉子 钉 住 ， 
这 与 假设 矛盾 ) .这 样 一 来 ,由 归纳 假设 知道 ,可 选 出 1 种 颜色 jn(1<i<n), 并 用 2n- 
2 枚 钉子 将 桌面 上 第 i 色 的 正方 形 全 部 钉 住 .又 被 取 走 的 所 有 i。 色 正 方形 可 用 2 枚 钉 
子 钉 住 , 故 一 共 可 用 2(n + 1) -2 枚 钉子 将 所 有 第 im 色 的 正方 形 钉 住 .于 是 ,命题 得 证 . 

例 4 设 $ 是 2002 个 元 素 组 成 的 集合 ,N 为 整数 ,满足 0<N<2™ .证 明 :可 将 5 
的 所 有 子 集 染 成 黑色 或 白色 ,使 下 列 条 件 成 立 : 

(1) 任 何 两 个 白色 子 集 的 并 集 是 白色 ; 

(2) 任 何 两 个 黑色 子 集 的 并 集 是 黑色 ; 

(3) 恰 好 存在 N 个 白色 子 集 . (第 31 届 美 国 奥林匹克 试题 ) 

证 明 考虑 $= 5, 中 有 n 个 元 素 的 一 般 情形 ,这 时 N 为 满足 0< N<2” 的 整数 ， 
并 且 设 5, = 1al ,aa ,…，,a| ,对 n 用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 n=1 时 , 若 和 N=0, 则 将 多 及 | a1 都 染 成 黑色 ,符合 题目 要 求 ;车 N = 1, 则 将 多 
染 成 黑色 ,| a | 染 成 白色 ,符合 题目 要 求 ;车 N=2, 则 将 多 ,a 1 都 染 成 白色 ,符合 题目 
要 求 . 

设 对 n 元 集合 5, 及 整数 0<N<2" ,存在 满足 题目 条 件 (1), (2),(3) 的 染色 方法 ， 
考虑 n+1 元 集 5,,, = S, Ula,,|. 

(1) 车 0<N<2" , 则 由 归纳 假设 ,存在 一 种 染色 方法 将 5, 的 所 有 子 集 染 成 黑色 
或 白色 使 得 满足 题目 条 件 (1),(2),(3) ,这 时 再 将 5,,, 中 所 有 含 a,,, 的 子 集 全 染 成 黑 
色 , 于 是 仍 满足 题目 条 件 . 

(ii ) 若 2 < Ns<2 7 ,不 妨 设 W=2 + (k=1,2,…,2"), 则 由 归纳 假设 知 存在 5S, 
的 子 集 的 一 种 染色 方法 使 得 满足 题目 条 件 (1), (2) 且 恰 有 个 子 集 被 染 成 白色 ,在 
Si 中 将 包含 a ,1 的 所 有 子 集 ( 共 2" 个 ) 染 成 白色 ,于 是 题目 条 件 (1),(2) 仍 然 满足 , 且 
一 共有 N=2" + 上 个 子 集 被 染 成 白色 , 即 条 件 (3) 也 满足 ,这 就 完成 了 对 5, 的 归纳 证 
明 . 特 别 取 n = 2002 便 知 原 题 结论 成 立 . 


7. 构造 法 


求解 存在 性 问题 的 构造 方法 可 分 为 直接 构造 法 和 归纳 构造 法 两 大 类 , 当 直接 构造 
一 个 符合 条 件 的 对 象 有 困难 时 ,可 考虑 从 下 面 几 个 方面 人 手 ， 
(1) 分 析 要 构造 的 对 象 应 具有 的 一 些 结构 ,再 根据 这 些 结构 来 构造 满足 所 有 条 件 


的 对 象 (结构 分 析 法 ) . 
3 130 


(2) 先 构造 满足 一 部 分 条 件 的 一 些 部 件 ,再 由 这 些 部 件 来 组 成 满足 所 有 条 件 的 对 
象 (部 件 组 成 法 ) . 

(3) 先 去 掉 一 部 分 条 件 ,构造 一 个 满足 其 余 条 件 的 对 象 ,再 逐步 调整 使 之 满足 所 有 
的 条 件 (逐步 调整 法 ) . 

如 果 要 构造 的 对 象 与 正 整 数 ” 有关 ,直接 构造 它 又 比较 困难 ,那么 可 考虑 用 归纳 
法 去 构造 它 . 此 外 , 当 我 们 进行 结构 分 析 时 ,如 果 发 现 符合 条 件 的 对 象 应 同时 具备 的 几 
种 结构 不 相 容 (矛盾 ) ,那么 我 们 可 得 出 符合 条 件 的 对 象 不 存在 的 结论 .因此 ,结构 分 析 
法 也 可 用 来 证 明 符合 条 件 的 对 象 不 存在 . 

例 1 在 平面 直角 坐标 系 中 是 否 存在 无 穷 多 个 圆 组 成 的 集合 Mo ,满足 

(1) Mo 中 任意 两 个 图 及 其 内 部 至 多 有 一 个 公共 点 ; 

《2)x 轴 上 每 一 个 有 理 点 都 在 Mo 中 某 个 圆 上 . 


解 对 =* 轴 上 任意 有 理 点 (7,0)(r = 如,p,g 为 互 素 整数 且 g > 0) ,在 x 轴 上 方 作 


一 个 半径 为 R > 0 的 圆 与 * 轴 切 于 点 (r,0) ,并 记 这 个 圆 为 C,( R,). 所 有 这 些 圆 组 成 的 
集合 为 Mo ,显然 M。 中 的 圆 有 无 穷 多 个 且 满 足 题目 条 件 (2) .为 了 使 M 满足 题目 条 件 
(1) ,我 们 来 分 析 R, 的 值 应 为 多 少 . 

在 M。 中 任 取 两 个 圆 C, ( R, )(i = 1,2) .因为 这 两 个 圆 都 与 x 轴 相 切 , 所 以 它们 相 
交 的 充 要 条 件 是 其 圆心 距 小 于 其 半径 之 和 , 即 

/ (nr) +(R, ~R,) <R +R， 


即 (m ~ m2) <2R, R,. 


令 开 = ,gq; 为 互 质 整数 日 % > 0,i = 1,2) ,得 
(pg -p291) <49 9R, R,,. 
车 取 = 让 (二 2), 则 上 式 化 为 (p14， -pq < 起 <1. 
当 nz 时 , 左 端 为 正 整 数 ,上 式 不 可 能 成 立 .可 见 ,只 朗 取 RR, = 应 (kt>2) ,所作 回 集 
合 Mu 就 满足 题目 的 所 有 条 件 , 于 是 我 们 证 明了 存在 无 穷 多 个 圆 组 成 的 集合 


= 1C(R)Ir= ER, = ,p,q 为 互 素 整数 ,9 > 01 


满足 题目 条 件 (1) (2) ,显然 这 样 的 Wo 有 无 穷 多 个 . 


例 2 能 否 将 正 整数 集合 N, 分 划 为 两 个 不 相交 的 集合 4 和 8, 使 得 : 
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(1)4 中 任意 三 个 数 不 成 等 差 数列 ; 

(2) 不 能 由 B 中 的 元 素 组 成 一 个 非常 数 的 无 穷 等 差 数 列 . 

分 析 一 设 4=ilal,a,a,…|(a<a<a<…) 及 B=N\ 4 满足 题目 要 求 . 
因为 若 三 个 正 整数 <,5，e 成 等 差 数列 , 则 25= a + ce > c, 可 见 只 要 ai,1 2ai(i=1,2， 
3,…), 则 4 中 任意 三 个 数 不 成 等 差 数 列 . 要 构造 这 样 的 4 是 不 困难 的 ,为 了 使 B = 
N，\ 4 满足 条 件 (2), 只 须 满足 对 任意 a, dE N, ,等 差 数列 ia + nd1(n = 0,1,2,…) 中 
至 少 有 一 项 属于 4 . 

解法 一 ”将 首 项 为 ,公差 为 a 的 无 穷 等 差 数列 用 (a, d ) 表 示 , 易 将 所 有 正 整数 
无 穷 等 差 数 列 (非常 数列 )“ 排 队 ” 如 下 :(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),…, 排 
列 规律 是 : 先 看 a + d 的 大 小 ,小 者 排 前 ,a + d 相等 的 ,a 较 小 的 排 前 ,再 按 下 列 方式 
构造 数列 a ,a,,…,a,,…. 设 a =1, 如 caoas 已 取出 , 则 在 第 n+ 1 个 无 穷 等 
差 数列 中 取 大 于 2a, 的 某 一 项 为 os. 

令 4=jar,as,… ,4 , 则 因 6 ,1 >2a, 《n=1,2,…),4 中 任何 三 个 数 不 成 等 
差 数列 ,再 令 B=N,\ 4, 则 因为 任何 正 整数 非常 数列 的 无 穷 等 差 数列 都 有 一 项 属于 
4, 故 B 中 没有 非常 数列 的 无 穷 等 差 数列 ,于 是 存在 满足 题目 条 件 的 集合 4 和 了 

分 析 二 ” 同 分 析 一 知 , 易 构 造 出 满足 条 件 (1) 的 4, 为 了 使 B =N,\ 4 满足 条 件 
(2), 只 须 满足 对 任意 a, dE N, ,无 穷 等 差 数 列 |a + rdi (r=0,1,2,…) 中 至 少 有 一 项 
属于 4. 这 只 要 4 中 每 一 个 数 可 写成 a, = b, + ci 的 形式 ,使 得 对 任意 a, 4EN, ,b, 可 
无 穷 多 次 取 到 a 的 值 , 且 存在 某 个 等 于 a 的 4&, 它 所 对 应 的 c; 是 任意 d 的 倍数 ,这 只 要 


4 中 含有 无 穷 多 个 形 如 a + m! 的 数 即 可 .于 是 存在 正 整数 m>d, 取 ro = 于, 则 a+t 


m1! = a+ rod 为 无 穷 等 差 数列 | a + rd| 中 一 项 . 
解法 二 令 4=41U42U…UA4.U…, 其 中 41=11! +14=12!1 +1,3! + 
21,A3=14! +1,5! +2,6! +3},%,A,={m! +1,(m+1)! +2,.,(m+n)! + 


mn 人 其 中 m= 方 n(n- 1)+1),…,B=N,\ 4, 则 将 4 中 数 从 小 到 大 排列 时 ,从 第 二 项 


起 ,每 一 项 大 于 前 面 一 项 的 2 倍 , 故 4 中 任意 三 个 数 不 成 等 差 数 列 . 其 次 B 中 没有 非 
常数 列 的 无 穷 等 差 数列 . 

事实 上 , 若 fa + nd] ,n=0,1,2,…, 是 中 中 一 个 非常 数列 的 等 差 数列 ,这 里 a,d€ 
N, ,由 4 的 构造 知 , 存 在 无 穷 多 个 mEN, 使 ml + cE4, 故 存在 m>d 使 1 +a 


E4. 令 mm= 中 , 则 ml +a=a+nmodE4, 这 与 对 任意 mnEN, ,a+ ndE 杂 矛盾 . 


可 见 ,存在 满足 条 件 (1) (2) 的 集合 4 与 8. 
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例 3 平面 内 任 给 2000 个 点 ,证 明 :可 以 用 一 些 圆 形 纸 片 盖 住 这 2000 个 点 , 且 满足 : 
(1) 这 些 圆 形 纸 片 直径 之 和 不 大 于 2000; 
(2) 任 意 两 张 圆 形 纸 片 的 距离 大 于 1. 
证 明 首先 证 明 满足 条 件 (1) 的 纸 片 存 在 .事实 上 , 取 2000 张 直径 都 等 于 1 的 纸 
片 ,使 每 张 纸 片 的 中 心 恰 在 给 出 的 一 个 点 上 ,于 是 这 些 纸 片 盖 住 了 2000 个 已 知 点 , 且 
这 些 纸 片 直径 之 和 为 2000. 
车 这 些 纸 片 中 有 两 张 有 公共 点 (如 图 3 - 2 中 国 0, 与 图 
0,), 则 进行 第 一 次 调整 .如 图 可 用 一 张 直径 较 大 的 圆 形 纸 片 0 
代替 圆 0, 与 圆 0, ,满足 0, 在 直线 0, 0; 上 和 且 圆 0, 与 圆 0, 内 
切 于 圆 0; .显然 圆 0 的 直径 不 大 于 圆 0, 与 圆 0, 的 直径 之 和 ， -一 人 


并 且 圆 0, 所 包含 的 已 知 点 到 圆 0, 周 界 的 距离 不 小 于 于 .如 果 人 ) 


还 有 两 张 纸 片 有 公共 点 ,那么 继续 进行 这 样 的 调整 .于 是 经 过 有 
限 步调 整 后 ,可 用 有 限 张 圆 形 纸 片 盖 住 2000 个 已 知 点 ,满足 这 些 2 
圆 形 纸 片 直径 之 和 不 大 于 2000, 每 两 张 圆 形 纸 片 无 公共 点 ,并 且 每 个 已 知 点 到 覆盖 它 


的 纸 片 周 界 的 距离 不 小 于 去 . 设 这 些 圆 形 纸 片 每 两 张 之 间 的 距离 的 最 小 值 为 4, 则 d > 0. 
若 d>1, 则 结论 成 立 ;车 0< d<1, 再 进行 如 下 调整 :将 每 张 贺 形 纸 片 用 圆心 相同 
但 半径 缩小 却 - 叶 的 纸 片 代替 , 则 这 些 新 的 图 形 纸 片 仍 盖 住 已 知 的 2000 个 点 ,它们 的 


直径 之 和 小 于 2000, 目 任意 两 张罗 形 纸 片 的 距离 至 少 为 4+ 2( 寺 -号 ) = 1+ 于 > 1, 于 
是 题目 结论 得 证 . 

例 4 是 可 存在 一 个 无 穷 正 整数 数列 。 < a < a < …, 使 得 对 任意 整数 4 ,数列 
1a + 41?., 中 仅 有 有 限 个 素数 . | 

分 析 若 141>2, 则 只 要 n 充分 大 时 中 含有 因数 141, 则 a, + 141 必 为 合 数 .而 
要 含 任意 整数 因数 141, 自然 想到 取 a, = n!, 于 是 当 n>141 时 ,a, + 4 是 4 的 倍数 ,从 
而 不 可 能 为 素数 , 故 当 141>2 时 ,数列 |n! + 41 中 至 多 有 有 限 个 素数 .但 4= * 1 时 ， 
in! + 十 和 |n! -让 中 的 素数 是 否 有 限 , 则 不 好 说 了 .因为 将 a, 改 为 a! 的 倍数 时 ， 


上 面 对 141>2 的 讨论 仍然 适用 .为 了 使 对 4 = + 1 情形 也 能 证 明 a, + 1 为 合 数 ,注意 | 


到 因 式 分 解 的 基本 公式 ,我 们 只 要 取 a, 为 n! 的 奇 次 宕 即 可 ， 
证 明 存在 . 取 a, =(n!1) 即 可 ,4 =0 时 ,fa,} 中 没有 素数 ;141>2 时 , 当 m> 141 时 ， 


au + 4 均 为 141 的 倍数 ,不 可 能 为 素数 ; 当 4 = +1 时 ,a, +1=(nl +1D[(nt 寺 nl +1]; 
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冉 吾 中 注 导 了 忧 溢 测 同 乏 疾 O 


窒 互 中 改革 征 怀 演 汪 局 并 冯 0 


当 mn>3 时 为 合 数 . 从 而 当 4 为 整数 时 ,|(z!) + 4! 中 只 有 有 限 个 素数 . 

注 “从 本 例 可 以 看 出 ,用 逐步 调整 法 进行 构造 时 ,有 时 可 将 调整 的 过 程 省 略 ,而 直 
接 根 据 调整 后 的 结果 来 进行 构造 . 

例 5 是 否 存在 平面 内 一 个 有 限 点 集 , 使 得 对 于 其 中 每 个 点 ,点 集中 恰 有 三 个 距离 
它 最 近 的 点 . 

分 析 如 图 3-3, 由 两 个 有 公共 底 边 的 正三 角形 组 成 的 图 形 共有 4 个 顶点 ,其 中 
有 2 个 点 惟有 三 个 距离 它 最 近 的 点 ,但 另 2 点 却 只 有 两 个 距离 它 最 近 的 点 ,不 满足 要 求 . 

其 次 ,如 图 3-4, 考 虑 用 m 条 线段 将 m 个 这 样 的 图 形 连 起 来 ,看 能 否 组 成 一 个 满 
足 条 件 的 图 形 . 


图 3-3 图 3-4 

显然 图 3 -4 中 ,要 保证 到 每 个 点 惟有 三 个 距离 它 最 近 的 点 ,只 须 90? < a <120°, 并 
且 由 凸 多 边 形 内 角 和 公式 ,有 

m*120° +2m(a +60') = (3m - 2)*180°, 
即 a=150° -180°. 

m 

由 90"<150"- <120", 得 3<m<6. 所 以 ,m=4,5 或 6. 当 m=4 时 ,a =105; 当 | 
m=5 时 ,a =114°; 当 m=6 时 ,a = 120°. 

解 存在 .如 图 3-5 所 示 的 三 个 点 集 , 具 有 题目 中 要 求 的 性 质 ( 图 中 已 将 每 点 与 
离 它 最 近 的 三 个 点 相连 )、 


注 本 例 中 我 们 采用 部 件 组 成 法 得 到 了 满足 题目 中 所 有 条 件 的 点 集 ,而 且 不 止 一 
| 个 ,显然 若干 个 这 种 点 集 的 并 (只 要 每 两 个 点 集 之 间 点 的 最 小 距离 大 于 原点 集中 任意 
两 点 之 间 最 小 距离 ) 也 满足 题目 所 有 条 件 . 而 在 解答 中 常常 将 组 成 的 设计 及 探索 过 程 
省 略 ,只 写 出 了 构造 的 结果 . ; 

例 6 证 明 : 对 任何 正 整数 "=>2, 存 在 n 个 互 不 相同 的 正 整数 o ,a,,…, 0, ,使 对 
任何 1<i<j<n, 有 ai-ala;+a. 

分 析 ” 若 存在 下 个 正 整数 w ,a,,…, as 满足 条 件 , 当 n=k+1 时 , 令 b= ai+4 
(i=1,2,…,) ,bevi =A(4 待定 ), 则 当 1<i<j<k 时 ,b; -b=a-a,bit+b=a+ 
+24, 而 a; 一 gla;+ aj, 故 要 使 6 一刀 1b+ 妨 ,只 要 ai -glX(1<i<js<h). 又 当 
1<i<k 时 ,bbw = Qs b+ bv = ai+24, 故 要 使 6b; 一 6b,11b; 一 biws, 只 要 ai1X 
(1<i<k) .可 见 只 要 取 4 为 所 有 a;(1<i<k) 及 所 有 a; - a(1<i<j<k) 的 倍数 即 可 . 

证 明 n=2 时 , 取 al =1,as =2 知 结论 成 立 . 

设 n= 名 时 ,结论 成 立 , 即 存在 k 个 不 同 的 正 整 数 a, ,2,…, ax 满足 wa - ajlai + 


olei<jeh). 取 抽 = 0 +4(1eieh) ,b=2, 其 中 4 = 看 wo Hl -a). 于 
是 ,由 上 面 的 分 析 易 证 5 - 61b; + bj(1<i<j<hk+1)( 证 明 省 略 ), 即 b,，, 6b,…, bi 
满足 条 件 , 故 对 一 切 整数 ">2, 题 中 结论 成 立 . 

例 7 是 否 存在 集合 M, 满 足 ; 

(1D)M 内 恰 有 1992 个 正 整数 ; 

(2)M 内 每 一 个 数 以 及 任意 多 个 数 之 和 具有 mt 的 形式 ,其 中 m,% 为 正 整 数 , 且 
k=2. (第 33 届 IMO 预选 试题 ) 

分 析 显然 集合 11,2,… ,1992| 不 满足 条 件 (2) ,我 们 考虑 是 否 存在 正 整数 d, 使 集 
合 MN = |1d,2d4,…,1992di 满 足 条 件 (2) .因为 M 中 每 个 数 及 任意 多 个 数 之 和 都 属于 下 


列 集合 5= 14,2d，… 22 学 1993 | , 故 只 要 考虑 是 否 存在 正 整数 d, 使 5 中 每 个 数 能 


写成 必 (m,kEN. 且 上 >2) 的 形式 .进一步 我 们 可 将 具体 数字 1222 关 1993 一 般 化 ,然后 
用 归纳 构造 法 作出 符合 条 件 的 集合 S 

解 首先 证 明 下 列 引 理 . 

引 理 ”对 任意 nEN, ,存在 d, EN, ,使 5, = 1d, ,2d,,… ,nd,| 中 每 一 个 数 都 能 写 
成 咪 (m,EEN, ,二 2) 的 形式 . 

证 明 n=1 时 , 取 由 = 子 知 结论 成 立 . 

设 对 nEN, 结论 成 立 , 即 存在 d, EN, 使 得 id, = mi (mi, hEN, ,ki>2,i=1, 


离 隔 路 监 导 括 性 洪 局 闵 状 O 


次 互 宁 监 亚 竹 帐 料 油 辐 涉 交 O 


2 ,n), 取 dw =d.[(n+1)d,]*, 其 中 为 有 ,有 ，,…, kk 的 公 倍 数 .于 是 , 当 1<i<n 
时 ,有 

di =id [nt Dd =m) (ntl) d= |m[(n+l) a 
及 (n+1)d,wi=[(n+1)d,]**'. 即 对 n+1 结论 成 立 ,于 是 引 理 得 证 . 

回 到 原 题 , 设 nm = 2 学 32 ,于 是 由 引 理 知 存在 du ,使 5。= jd ,2d。,…, nod | 中 
每 个 数 可 写成 mw (m, hkEN, ,E>2) 的 形式 ,从 而 M = td ,2d ,1992d | 满足 题 | 
中 条 件 (1) ,(2) . 

注 上 述 引 理 的 证 明 中 ,d,,, 的 取 法 是 这 样 想到 的 :为 了 对 i =1,2,…,n 用 归纳 
假设 ,d,,, 中 必 含有 因数 d, ,为 了 使 (n+1)d,, 是 有 mt(m,kEN, ,k 之 2) 的 形式 ,d,,， 
应 具有 d,[(n+1)d,]* 的 形式 ,再 为 了 使 这， =mi[(n+1)d,]* 具 有 m*(m,kEN,， 
上 宇 2) 的 形式 ,必须 为 h(i=1,2,…,n) 的 倍数 ,从 而 上 为 如 ，…,, 的 公 倍数 . 


$3 典型 例题 解 题 分 析 


例 1 在 一 张 100 x 100 的 方 格 纸 内 ,能 否 把 数字 0、1、2 分 别 放 在 每 一 个 小 方 格 中 
(每 格 放 1 个 数 ) ,使 得 在 任意 3x4 个 格子 构成 的 矩形 里 都 有 
3 个 0,4 个 1 和 5 个 2. 

解 假设 任何 3 x 4 个 格子 构成 的 矩形 里 都 有 3 个 0,4 
个 1 和 5 个 2. 

如 果 两 个 图 形 里 有 相同 个 数 的 0、1 和 2, 我 们 就 说 它们 
的 填 法 相同 .于 是 ,图 3 - 6 中 斜 线 标 出 的 4 个 3x1 或 1x3 
的 矩形 的 填 法 相同 (因为 它们 中 每 一 个 与 中 间 同 一 个 3x3 正 
方形 组 成 一 个 3x4 的 矩形) ,由 此 可 知 任何 1 x 12 的 矩形 长 
条 与 3x4 和 矩形 内 所 含 数字 0、1 和 2 的 个 数 完全 相同 (图 3-7 
中 用 相同 的 英文 字母 图 表示 1 x 3 或 3x 1 的 矩形 的 填 法 完全 相同 ) . 


另 一 方面 ,考察 (不 在 纸 的 边缘 上 ) 的 至 少 含 两 个 2 的 3x 1 或 1 x 3 的 矩形 "( 因 
3x4 的 矩形 中 含有 5 个 2; 其 中 必 有 一 个 3x 1 或 1x 3 的 矩形 中 至 少食 [5 于] +1=2 


个 2), 将 1x12 的 长 条 矩形 与 " 比较 (如 图 3 - 8 虚线 所 示 ) ,因为 1 x 12 的 长 条 矩形 内 
含有 3 个 ”至 少 含 6 个 2, 矛 盾 . 故 不 存在 符合 条 件 的 填 数字 方法 . 


图 3-8 
例 2 49 个 学 生 解 三 个 问题 ,每 个 问题 的 得 分 是 从 0 分 到 7 分 的 整数 .证 明 : 存 在 
两 个 学 生 4 和 B, 对 每 个 问题 ,4 的 得 分 不 低 于 B 的 . (第 29 届 IMO 预选 题 ) 


分 析 若 有 两 个 学 生 4、B, 他 们 的 第 一 、 第 二 题 的 得 分 相同 , 且 4 的 第 三 题 得 分 
不 低 于 8 的 , 则 4、B 满足 要 求 , 故 可 设 任何 两 个 学 生 第 一 ,二 题 的 得 分 不 全 相同 .其 
次 , 若 存 两 个 学 生 4 和 B 的 第 三 题 得 分 相同 ,而 对 于 第 一 、 二 题 ,4 的 得 分 不 低 于 8B 的 ， 
则 4、B8 也 满足 要 求 .由 于 第 三 题 的 得 分 只 有 8 种 可 能 , 故 任意 9 人 中 必 有 两 人 第 三 题 
的 得 分 相同 , 故 只 要 证 明 存在 9 人 ,他 们 中 任何 两 人 中 必 有 一 人 第 一 .二 题 得 分 不 低 于 
另 一 人 的 即 可 ,而 这 可 考虑 用 抽 屈 原理 来 证 明 . 

证 明 每 个 学 生 用 直角 坐标 平面 内 一 个 整 点 (i,j) 来 表示 ,其 中 i 和 j 分 别 表示 该 
学 生前 两 题 的 得 分 ,于 是 0<i,j<7. 

车 有 两 个 学 生 4 ,8B 对 应 同一 个 整 点 , 即 这 两 个 学 生前 两 题 的 得 分 相同 , 设 其 中 4 
的 第 三 题 得 分 不 低 于 8B 的 , 则 4,B 即 为 所 求 . 故 以 下 设 49 个 学 生 对 应 的 整 点 互 不 相 
同 ,他 们 对 应 的 整 点 都 属于 集合 X= |(i,j) 1i,j 为 整数 且 0< i,j<7i ,我 们 将 瑟 分 成 
下 列 6 个 两 两 不 相交 的 子 集 的 并 ， 

Mi=|(i, DI(i,)EM,O0<i<7,j=0 或 i=7,1<j<7}, 

M= {Ii EM,O0<i<6,j=1 或 i=6,2<j<7}, 

Ms={(i DI(i,) EM,0<i<5,j=2 或 i=5,3<j<7|， 

Mi= {i DI(i,)EM,O0<i<4,j=3 或 i=4,4<j<7|， 

M;= [D1(i, 站 EM,i=2 或 3,4<j<7}， 

Mo={(i,))1(i,)EM,i=0 或 1,4<j<7}. 
其 中 M,,M,; ,M3, Ms 具有 下 列 性 质 : M.(1< i<4) 内 任意 两 点 对 应 的 两 人 ,其 中 总 有 一 


效 酝 中 涂 焉 征 心 流域 同 并 交 O 


痪 瑟 中 澳 荡 开 性 杰 浊 同 入 状 O 


人 4 第 一 题 和 第 二 题 得 分 不 低 于 另 一 个 人 也 .而 Ms, Ms 中 每 一 个 内 只 有 8 个 元 素 . 
49 个 学 生 对 应 的 49 个 不 同 的 点 属于 上 述 6 个 集合 ,由 抽 导 原理 , 必 有 一 个 集合 内 


至 少 有 [ 得了] + 1 = 9 个 学 生 对 应 的 9 个 整 点 , 记 这 个 集合 为 M, 因 1M;1 = 1Mel = 8， 
故 M 只 可 能 为 M,,M,,M;, M4 之 一 .又 因 这 9 个 学 生 的 第 三 题 得 分 只 有 0,1,…,7 这 8 
种 可 能 情形 ,再 由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 [2+] + 1=2 个 学 生 的 第 三 题 得 分 相同 , 且 由 


M1 ,Ma ,Ms ,Ms 的 构造 知 这 两 名 学 生 中 必 有 一 人 ( 记 为 4) 第 一 \ 二 题 的 得 分 不 低 于 另 
一 人 ( 记 为 B) ,于 是 ,对 于 每 个 问题 ,4 的 得 分 不 低 于 B 的 . 

注 本 题 中 车 将 和 9 个 学 生 改 为 48 个 学 生 , 则 不 保证 原 题 结论 成 立 .我 们 用 (a,b， 
c) 表 示 一 个 学 生 第 一 题 得 a 分 ,第 二 题 得 b 分 ,第 3 题 得 c 分 .假设 48 个 学 生 的 得 分 
如 下 : 

(3,7,0),(4,6,0),(5,5,0),(6,4,0),(7,3,0); 

(2,7,1),(3,6,1),(4,5,1),(5,4,1),(6,3,1),(7,2,1); 

(1,7,2),(2,6,2),(3,5,2),(4,4,2),(5,3,2),(6,2,2),(7,1,2); 

(0,7,3),(1,6,3),(2,5,3),(3,4,3),(4,3,3),(5,2,3),(6,1,3),(7,0,3); 

(0,6,4),(1,5,4),(2,4,4), (3,3,4),(4,2,4), (5,1,4), (6,0,4); 

(0,5,5),(1,4,5), (2,3,5), (3,2,5),(4,1,5),(5,0,5); 

(0,4,6),(1,3,6),(2,2,6),(3,1,6),(4,0,6); 

(0,3,7),(1,2,7), (2,1,7), (3,0,7). 

则 其 中 不 存在 两 名 学 生 4 和 8B ,使 得 对 每 一 个 问题 4 的 得 分 都 不 低 于 B. 

例 3 药房 里 有 若干 种 药 ,其 中 一 部 分 药 是 烈性 的 .药剂 师 用 这 些 药 配 成 68 副 药 
方 ,每 副 药方 中 丛 有 5 种 药 ,其 中 至 少 有 一 种 是 烈性 的 ,并 且 使 得 任 选 3 种 药 恰 有 一 副 
药方 包含 它们 .试问 :全 部 药方 中 是 否 一 定 有 一 副 药方 至 少 含有 4 种 烈性 药 ? (证 明 或 
否定) 

解法 一 ” 设 共有 n 种 药 ,一 共 可 形成 C* 个 “三 药 组 ”, 另 一 面 ,每 个 “三 药 组 " 恰 有 | 
一 副 药方 包含 它 ,68 副 药方 中 ,每 副 药方 可 形成 C? = 10 个 “三 药 组 ”, 故 一 共有 C3 x 
68 = 680 个 “三 药 组 ”, 所 以 C3 = 680, 故 mn = 17. | 


设 共 有 r 种 烈性 药 ,如 果 每 副 药方 中 至 多 含 3 种 烈性 药 ,并 且 考虑 含 1 种 烈性 药 .2 
种 非 烈性 药 的 “三 药 组 ”, 并 称 之 为 ^R - 三 药 组 ,那么 一 共有 C!C5., 个 “R -三 药 组 ”. 
另 一 方面 ,因为 每 3 种 烈性 药 恰 有 一 副 药方 包含 它 , 故 有 C3 副 药方 恰 含 有 3 种 烈性 
药 ,每 副 这 样 的 药方 含有 C3 C2 =3 个“ 及- 三 药 组 ”, 其 余 68 - C 副 药 方 只 含 1 种 或 2 | 
种 烈性 药 , 它 们 中 每 一 副 都 可 形成 C1 C? = 6 或 Ci Ci =6 个 “R -三 药 组 ”, 所 以 68 副 药 


| 方 一 共 可 形成 3C3 + 6(68 - C3) 个 “有 R- 三 药 组 ", 故 有 
3C+6(68- C3) -rc 


整理 得 r? -18r? + 137r = 408. (x) 
两 边 考虑 mod5 同 余 , 得 3= r( 普 -3r+2)=r(r-1)(r-2)(mod5). 
但 当 r=0,1,2,3,4(mod5) 时 ,上 式 均 不 成 立 , 故 ( * ) 式 不 成 立 ,这 说 明 假设 每 副 药方 中 


至 多 含 3 种 烈性 药 是 不 正确 的 , 故 必 有 一 副 药方 中 至 少 含 4 种 烈性 药 . 

注 本 题 是 从 至 少 含有 4 种 烈性 药 的 反面 (至 多 合 3 种 烈性 药 ) 出 发 ,利用 算 二 次 
得 到 矛盾 ,这 种 做 法 是 相当 常见 的 .此 外 ,本 题 考虑 含 1 种 烈性 药 .2 种 非 烈性 药 的 
“RR -三 药 组 ”是 因为 由 已 知 条 件 知道 每 副 药方 中 必 含 有 这 类 “三 药 组 ”, 从 而 便于 计数 . 

解法 二 ” 同 解法 一 可 求 出 一 共有 17 种 药 . 设 烈性 药 有 种 :al ,a,,…,a,, 且 假设 
任何 一 副 药方 中 至 多 含 3 种 烈性 药 . 设 包含 a 的 药方 有 副 (1< is r), 一 方面 含 a 
的 “三 药 组 "有 Cis = 120 个 , 另 一 方面 , 含 a; 的 副 药方 中 ,每 副 含 有 C? =6 个 含 w 的 
“三 药 组 ”, 所 以 6 点 = 120, 即 k=20(1<i<7). 

设 包 含 ai,a(1< i<js<r) 药 方 有 后 副 ,一 方面 含 w ,a 的 “三 药 组 "有 Cl = 15 
个 , 另 一 方面 含 ci ,ai 的 与 副 药方 中 ,每 副 有 Ci =3 个 含 ai,a 的 “三 药 组 ", 所 以 3 局 = 
15, 即 k=5(1<i,j<7). 


设 含 qi,aj,ar(1<i<j<k<r) 的 药方 有 扬 副 , 则 由 已 知 条 件 得 kr=1(lsi< 


j<k<), 且 由 假设 知 合 有 :>4 种 烈性 药 a ,as ,…, a 的 药方 数 扩 ,= 0(1< 
和 < 王 < < 和 mt>4). 于 是 ,一 方面 由 已 知 条 件 知 所 有 68 副 药方 都 至 少 含 一 种 列 
性 药 , 另 一 方面 ,由 容 斥 原理 ,得 至 少 含 一 种 烈性 药 的 药方 数目 应 为 


e207 50+ C= 二 (7 -187 +1377), 
于 是 二 (请 - 18m+137r) = 68， 
即 王 -18 壮 +137r = 408. 

下 同 解 法 一 . 

注 解法 二 仍然 是 利用 算 二 次 方法 得 到 矛盾 ,不 过 因为 选择 计算 两 次 的 对 象 不 
同 , 故 所 采用 的 计算 方法 也 不 同 ,这 里 利用 了 容 斥 原理 . 

例 4 21 个 女孩 和 21 个 男孩 参加 一 次 数学 竞赛 ， 

(1) 每 一 个 参赛 者 最 多 解 出 6 道 题 ; 

(2) 对 每 一 个 女孩 和 每 一 个 男孩 至 少 有 一 道 题 被 这 一 对 孩子 都 解 出 . 

证 明 : 有 一 道 题 至 少 有 3 个 女孩 和 至 少 有 3 个 男孩 都 解 出 . 
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用 ) ,而 男孩 六 共有 21 个 ,所 以 N21, 故 21<N,<2m， | 
140 


分 析 ”本 题 要 直接 证 明 题目 结论 十 分 困难 ,不 妨 采 用 反 证 法 ,选择 一 些 对 象 通 过 | 
算 二 次 的 方法 来 建立 方程 或 不 等 式 ,再 从 中 推出 矛盾 . 

证 明 一 ”假设 题目 结论 不 成 立 , 即 每 道 题 至 多 有 2 个 男孩 或 至 多 有 2 个 女孩 解 
出 . 


设 A4=|41,4,,…, hi| 为 至 多 2 个 女孩 解 出 的 题目 集合 , B= 445 hw2，…，| 
hi.nm} 为 在 4 中 不 出 现 且 至 多 2 个 男孩 解 出 的 题目 集合 ,21 个 男孩 记 为 P,P, ,…， 
Pw ,21 个 女孩 记 为 Pz ,Pa ，…,Pe . 

作 42x (k+m) 表 格 ,其 中 第 i 行 .第 j 列 处 的 数 为 
De Pi; 解 出 了 4) 
0( 若 已 没有 解 出 4;) 


于 是 中 w = 为 P; 解 出 的 题目 数 , 由 题目 条 件 应 有 产生 6( = 1,2,…,42)， 而 过 = 
x 为 解 出 题目 4 的 选手 数目 .不 妨 设 每 一 道 题目 都 有 1 个 男孩 和 1 个 女孩 同时 解 出 | 
(否则 将 此 题目 去 掉 不 影响 证 明 ) ,于 是 ,% >2(j =1,2,…,k+ m), 并 且 | 


LR 


说 厂 可 3, = Ho, = 总 -<42x6= 252. 
再 将 21 个 男孩 记 为 bi De ,bz ,而 21 个 女孩 记 为 g,g,，…, gz . 若 一 道 题目 4, 同 
时 被 b;、g; 解 出 ， eo ) 组 成 一 个 三 元 组 ,这 种 三 元 组 的 个 数 记 为 N. 一 方面 ，| 
由 已 知 条 件 (2) 知 ,对 每 一 对 如 、g; 至 少 有 一 道 古 目 4.. 被 %、g; 都 解 出 ,从 而 至 少 形成 | 
一 个 三 元 组 (5; ,gj,4,) ,而 这 样 的 对 子 bg) 有 21 对 , 故 W>21. 另 一 方面 ,对 题目 | 
hs 设 有 m, 个 男孩 和 nn 个 女孩 解 出 它 ,于 是 包含 4, 的 三 元 组 有 mm 个 ,所 以 N= | 


?mn,, 而 m+ m=% 且 由 假设 m, 和 n, 中 至 少 有 一 个 不 大 于 2, 于 是 
mm smaxjlx(x -1),2x(% -2)| <2x, -3( 因 为 %>2 时 ,zx -1<2x -3 且 
2x -4<2x, -3), 从 而 


2D<N= SF mn, < 2% -3) =2( 5%) -3 + m) <2x252 -3(k+ m), 

所 以 k+m<21. @O 

另 一 方面 , 若 某 个 男孩 b; 解 出 了 B 中 某 道 题 4(k+1<j<k+ m), 则 将 (5,,4,) 组 
成 一 对 ,这 种 对 子 的 个 数 记 为 NV .因为 B 中 每 道 题目 至 多 有 2 个 男孩 解 出 , 故 Wi < 
2m, 而 每 一 个 男孩 b, 至 多 解 出 4 中 6 道 题目 ,其 中 每 道 题目 至 多 有 2 个 女孩 解 出 , 故 
同时 与 4 解 出 4 中 题目 的 女孩 至 多 有 2x6=12 个 ,所 以 至 少 有 21 - 12 = 9 个 女孩 与 
b; 同时 解 出 了 B 中 的 题目 , 即 每 个 b; 至 少 解 出 了 B 中 一 道 题目 ,形成 一 个 对 子 ( 访 ， 


(2=1,2,°°,42;j =1,2,",k+ m). 


ay = 


所 以 m>11. 同 理 上 >11, 所 以 上 + 严 二 22. ©® 
四 与 @O 矛 盾 , 故 命题 成 立 . 
证 明 二 ” 先 列 出 一 个 21 行 20 列 的 表格 . 


在 第 i 行 .第 j 列 (1<i<21,1<j<20,i,jEZ) 的 格 内 填 上 第 i 个 女孩 和 第 j 个 男 
孩 共 同 答 出 题目 的 题 导 ( 若 有 不 少 于 2 个 共同 答 出 的 题目 , 任 选 一 个 即 可 ). 

因为 每 个 男生 至 多 答对 6 题 ,所 以 每 一 列 上 至 多 有 6 个 不 一 > bb ib CL 
样 的 题 号 .对 这 列 的 每 一 格 , 若 填 上 的 题 号 在 这 列 出 现 不 少 于 3 a 
次 , 则 打上 蓝 圈 ,因此 ,对 每 一 种 题 号 ,要 么 都 打 蓝 圈 ,要 么 都 不 打 . 


由 抽 层 原理 ,至 少 有 一 种 题 号 不 少 玫 ([ 琶 ] + 1 = )4 个 ,所 以 必 有 “ 
蓝 圈 加 


若 某 列 中 蓝 圈 不 多 于 10 个 , 则 至 少 剩 下 11 格 没 打 蓝 圈 .因为 图 3-9 
有 一 种 题 号 已 被 打上 蓝 圈 ,所 以 至 多 剩 下 5 种 题 号 没 打 蓝 圈 , 因 此 其 中 至 少 有 一 种 题 
号 出 现 不 少 于 [ 旦 ] + 1 =3 个 ,应 打 蓝 圈 , 矛 盾 .所 以 每 一 列 至 少 有 11 个 蓝 圈 , 整 个 表格 
至 少 有 (11 x 20 = )220 个 蓝 圈 . 

因为 每 个 女生 至 多 答对 6 题 ,所 以 每 一 行 也 至 多 有 6 个 不 一 样 的 题 号 .对 这 行 的 
每 一 格 ,车 填 上 的 题 号 在 这 行 出 现 不 少 于 3 次 , 则 打上 红 圈 . 同 理 可 得 每 一 行 至 少 有 10 
个 红 圈 ,整个 表格 至 少 有 (10 x 21 = )210 个 红 圈 . 

又 因为 此 表格 共有 (21 x 20 = )420 格 ,而 220 + 210 = 430 > 420. 所 以 至 少 有 一 格 被 
同时 打上 红 圈 和 蓝 圈 , 设 这 格 所 填 题 号 为 M, 对 这 格 所 在 的 列 来 说 ,至 少 有 3 格 填 的 是 
扩 , 设 它们 所 在 行为 第 cl ,az ,os 行 ; 对 这 格 所 在 的 行 来 说 ,至 少 有 3 格 填 的 是 M, 设 它 
们 所 在 列 为 第 5 ,5b, ,4b3 列 .因此 第 a 、as、as 名 女孩 和 第 让、 刀 、5 名 男孩 同时 答对 题 
号 为 M 的 题目 . 

所 以 有 一 道 题 ,至 少 被 3 个 女孩 和 3 个 男孩 解 出 . 

注 1. 本 题 仍 是 利用 算 二 次 的 方法 得 到 矛盾 ,本题 证 明 一 中 作为 算 两 次 的 对 象 有 
三 个 ,它们 分 别 是 0 一 1 矩形 表格 (又 叫 0 一 1 矩阵 , 即 属 于 和 不 属于 关系 矩阵 )“ 三 元 
组 "和 "* 元 素 对 ”, 利 用 0 一 1 矩阵 中 行 和 的 总 和 与 列 和 的 总 和 相等 ,以 及 对 “三 元 组 ”或 
“元 素 对 ”的 数目 用 两 种 不 同方 法 进行 计算 ,都 是 运用 算 二 次 方法 证 题 时 常用 的 手法 . 

2. 由 证 明 二 我 们 得 到 了 下 列 更 强 的 结论 ; 

21 个 女孩 和 20 个 男孩 参加 一 个 数学 竞赛 ,已 知 :(1) 每 一 个 参赛 者 至 多 解 出 6 道 
题 ;(2) 对 于 每 一 个 女孩 和 每 一 个 男孩 ,至 少 有 一 道 题 被 这 一 对 孩子 都 解 出 .证 明 :有 一 
道 题 ,至少 被 3 个 女孩 和 3 个 男孩 解 出 . (2004 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 


例 5 设 ” 是 大 于 1 的 正 整数 ,平面 内 有 2n 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 ,将 其 中 
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个 点 染 为 蓝 色 ,其 余 n 个 点 染 为 红色 .如 果 一 条 直线 过 一 个 蓝 点 和 一 个 红 点 , 且 该 直线 
的 每 一 侧 的 蓝 点 数 与 红 点 数 相同 ,那么 称 该 直线 为 平衡 的 .证 明 : 至 少 存在 两 条 平衡 直 
线 . (2005 年 第 34 届 美 国 奥林匹克 试题 ) 

证 明 取 这 2n 个 点 的 凸 包 @ ,我 们 证 明 :9 的 每 个 顶点 都 在 一 条 平衡 线 上 .如 果 
上 述 命题 得 证 , 则 因为 已 知 点 中 任意 3 点 不 共 线 , 所 以 凸 包 0 至 少 有 3 个 顶点 ,而 每 条 
平衡 直线 至 多 过 0 的 两 个 项 点 , 故 平衡 直线 至 少 有 两 条 

任 取 9 的 一 个 顶点 4, 不 妨 设 4 为 红 点 ,过 4 作 直线 1 使 0 在 i 的 一 侧 ,然后 将 1 
绕 4 道 时 针 旋转 ,每 次 过 一 个 蓝 点 ,得 到 n 条 直线 4B, ,4B: ,…, 4B, . 则 直线 4B; 左 侧 
的 蓝 点 数 为 b; = i -1. 设 这 一 侧 的 红 点 数 为 7, 则 0<rs<rns…<ms<n-1. 

记 d=5-b,i=1,2,,n. 则 d=rn>0,d=r-(n-l)<0, 有 8 di- d=(r 
一 Ti) + 《bis 一 6b)<0+1<1. 故 由 离散 介 值 原理 知 存 在 ia(1<i。<n) 使 d= 7 一 


| 5 =0, 即 直线 4B; 的 每 一 侧 的 红 点 数 与 蓝 点 数 相等 .从 而 原 题 结论 得 证 . 


例 6 给 定 正 整数 n>>3. 证 明 : 集 合 X= {1,2,…,n? - ni} 能 写成 两 个 不 相交 的 非 
空子 集 的 并 ,使 得 每 一 个 子 集 均 不 包含 n 个 元 素 a ,a2，,…,a,,al < oa<…< a, 满足 


a k=2,3,.,n 1). (2008 年 CMO 试题 ) 
分 析 记 针 = 针 =11,2,…,n? -nl =SUT ,Sm7T = 艺 ,S, 好 ,7 = 他， 
则 对 n=3,4,5,6, 不 难 构 造 出 如 下 对 应 的 S 和 7 满足 题目 要 求 :n =3 时 , S, = 11,3， 


4} ,T=12,5,6};n=4 时 ,S; = 11;3,4;7,8,9}, Ty =|2;5,6;10,11,12} .n=4 时 ,S,= 
11;3,4;7,8,9;13,14,15,161, 74 = 12;5,6;10,11,12;17,18,19,20| .由 此 可 归纳 对 任意 
nz>3,3S, 和 也 的 结构 ,再 用 数学 归纳 法 给 出 证 明 . 

证 明 设 钨 = 对 =11,2,…,n? -nn|, 对 任意 kEN,, 令 hi1={-k+1, 刀 -kk+ 
2,°7° ,be} ,Bs = {+1, ke +2,. 让 及 SU UL “Uh, T,= BU B, 
U…UB,_,. 于 是 多 = 5,UT7,,5, 门 T= 多 .下 面 我 们 证 明 5,, 7, 满足 题目 要 求 . 

n=3 时 , 5; = 11,3,4| ,7 = 12,5,6} ,显然 满足 题目 要 求 . 设 当 n= 时 , 5, TT 满 
足 题目 要 求 , 即 S 和 四 每 一 个 内 不 包含 上 个 元 素 a ,aa 和 …at,al<a<…<ar, 使 


Gi-l+ Girl 
于 2 , 即 


,3 


Qi- Qa ai=1,2,.,k-1). (0) 

当 n=k+1 时 ,如 果 So = SU4 内 存在 k+ 1 个 数 ol,a,…ati 满 足 :al < 
CQ2 人 at 且 

Gg -a(i=1,2,.%,k), @ | 


那么 必 有 a ,aiE 汪 .否则 ac，…,axrE So, 且 @ 成 立 , 这 与 归纳 假设 矛盾 , 记 ji = 
minfil a E Ahi}. 则 ao， aorE 4 又 因为 141= 大 , 故 oa, ,ai 不 可 能 都 属于 
4 所 以 ai - IES 于 是 our - om 和 1441-1= 大 -loo 一 au- 1 宇 1Bi11+1= 此 .从 而 
+1 一 aa :矛盾 . 故 St: 内 不 存在 不 + 1 个 数 ac, ass 使 @ 成 立 . 同 
理 , 可 证 Tt 内 不 存在 上 + 1 个 数 cl, at 使 @ 成 立 . 这 就 证 明了 对 一 切 正 整 数 
有 3,S, 和 也 即 为 满足 题目 要 求 的 两 个 子 集 . 

例 7 设 YS N, 是 一 个 n 元 集合 ,求证 :存在 B S 了 ,满足 :(1)181> 号 ;(2) 若 
u,v€E B, 则 w+ wv¥B. 

分 析 先 考虑 一 种 特殊 情形 : 若 X=11， 2,…,3k 一 1} 是 连续 3k -1 个 正 整 数组 成 
的 集合 ,而 4 = ,hk+1,k+2,…,2k 一 2,2k 一 11, 则 易 知 141=k> 记 1X1, 并 且 车 &， 
v€Eh, 则 w+v 锋 4, 且 w+5v 模 3k--1 的 最 小 正 剩余 也 不 属于 4. 

对 一 般 的 了 = |y1,y,,…,y,1S N, , 若 用 m 表示 正 整 数 m 模 3k -1 的 最 小 正 剩 
余 , 其 中 3k-1>n 且 3k-1 与 y,…,y, 都 互 素 (例如 取 上 大 = yy,…y, 即 可 ), 利 用 上 
述 集合 4 来 构造 Y 的 子 集 B.(i=1,2,3,…3k 一 1) 如 下 : 

=|yly€Y Biy€ A}. 

利用 4 的 性 质 易 证 每 个 B, 都 满足 条 件 (2) ,再 用 算 二 次 方法 证 明 必 有 某 个 Bi 满 
足 1B 1> 3 入 ,从 而 完成 证 明 . 

证 明 设 了 = 17y2 因 | SN， , 取 正 整数 p=3k-1>n 且 使 p 与 yiyya2，…， 
力 都 互 素 (例如 取 上 = yy,…y, 即 可 ) ,m 表示 正 整 数 m 模 p 的 最 小 正 剩余 (1 < 元 < 
了 ). 令 4= 和 k,k+1,k+2,…,2k 一 1}, 则 易 知 车 x,yE 4, 则 x+3A( 事 实 上 ,车 x， 
YE4h, 则 2k<x+y<4k 一 2, 故 或 者 2k<x+y<3k-1 或 者 1<x+y<4k-2- 
(3 -1) = 大 -1 总 有 x+) 人 4). 

构造 了 的 子 集 B,(1<i<3k-1) 如 下 : 

B=|yIly€EY Hiy€ A}(l1<is3k-1). 

则 每 一 个 B; 满足 : 当 u,vE€ B; 时 ,u + vB;. 

事实 上 , 当 uw,vE€ Bi 时 ,及 = a,€E4 及 加 = a,€4, 于 是 i(w+0)=Ga +a 关 4, 从 

而 w+ vB,. 


下 面 证 明 必 有 某 个 Bu 满足 1 B, 1> 竹 .为 此 作 (3k - 1) x n 表格 ,其 中 第 i 行 第 j 


Qi 一 0-1> da 
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千 吾 中 尝 屋 豆 慷 潍 油 回潮 并 0 


离 李 中航 严 性 泗 油 同 涉 症 O 


列 处 的 数 为 


二 %EB.) 

lo( 车 儿 B;) 
于 是 x =1 当 且 仅 当 久 E4. 因 为 p=3k-1 与 ) 互 索 ,因此 p 的 完全 剩余 系 乘 y; 后 仍 
是 p 的 完全 剩余 系 , 即 7,27，,…,(3k 一 1)y 是 1,2,…,3k 一 1 的 一 个 排列 ,其 中 恰 有 上 


个 数 属于 4, 故 各 ,44 …,xot-n 中 恰 有 个 等 于 1, 即 加 wy =. 而 内 = 18.1 恰 是 
有 中 天 素 的 个 数 ,所 以 


(1<sis3k -1,1<j<n). 


故 由 平均 值 原理 知 存 在 1< io<3k -1, 使 1 B; 1> 子 .于 是 取 B= Bi , 则 B 满足 题 中 两 
个 条 件 (1) 和 (2). 

注 ”本题 证 法 的 关键 有 两 个 :第 一 个 是 先 对 一 个 特殊 的 n 元 集 X 和 N, ,构造 出 它 
的 一 个 子 集 4 满足 题目 条 件 (实际 解答 时 XX 没有 写 出 ), 而 对 一 般 n 元 集 Y 全 N, , 利 
用 4 及 完全 剩余 系 构造 出 Y 的 一 列子 集 B; 满足 题目 条 件 (2) ;第 二 个 关键 是 利用 0 一 1 
和 矩阵 算 二 次 来 证 明 构造 出 来 的 有 中 必 有 一 个 B; 满足 条 件 (1) ,从 而 完成 了 题目 的 证 
明 .利用 完全 剩余 系 构造 子 集 和 利用 0 一 1 矩阵 计算 两 次 ,这 两 种 做 法 在 解 有 关 组 合 的 
竞赛 题 时 是 相当 常见 的 . 

例 8 设 自然 数 n>6, 给 定 n 元 集合 X, 任 取 X 的 m 个 互 不 相同 的 5 元 子 集 4 ， 
hh- 求证 : 当 m > RM 了 (2 全 -3)(4= 巧 ) 时 ,存在 4 ， 4,，…, A 
(1<i<i<*…<iscsm) 使 14; U4,U…U4, 1=6. 

(1997 年 国家 集训 队 选 拔 考试 试题 ) 

解 设 X 的 所 有 不 同 的 4 元 子 集 为 B,,B,,…,B,, 其 中 1= C0’, 令 

ne B; S44) 

lo( 若 8B, 生 4) 

于 是 7(B) = 凡 思 表示 41,44,…4, 中 包含 BB 的 5 元 子 集 个 数 ,而 n( 轨 ) = 沁 
表示 4 所 含 4 元 子 集 的 个 数 ,显然 (4 ) = Ct =5(j=1,2,…,m). 于 是 


(i=1,2,,1,j=1,2,.",m). 


BB) = Ss = (4) = Sm. (0 


设 4 的 5 个 4 元 子 集 为 房 ,本 ，…, Bi ,于 是 和 vj,xyy，…, zy 中 只 有 %) = % j="… = 和 %) 
=1, 其 余 x; =0, 故 

8) = a) = ) = ) =, 
其 中 5 = 襄 r( 妨 ) 表 示 41,44,…,4。 中 以 4 的 4 元 子 集 为 子 集 的 集合 的 个 数 . 

车 存在 xEX\ 妨 使 1x1 UB E41…,As1(t=1,2,…,5), 则 令 = 1x1UB 
(=12,3,4,5) 及 4 = 与 , 则 4 ,4 ,的 ， 刀 ，h, 妇 互 不 相同 .不 妨 设 1<j < 

<<jssm) 且 14 Uh U…U41=14U1xl1=6, 结 论 成 立 . 

故 下 面 可 设 对 任意 x*EX\ 4h),x 至 多 与 4 的 4 个 4 元 子 集 的 并 属于 | 41 ,4,，…， 
4。1 ,而 对 任意 yE 4;,y 恰 与 4 的 一 个 4 元 子 集 4;\ 1y1 的 并 属于 | 41,4,,…, 4。| .又 
x 有 n -5 种 取 法 ,y 有 5 种 取 法 ,所 以 

S/<4(n-5)+5=4n -15, 
ee de SS<m(4n -15). 

-方面 ， 由 哥 西 不 等 式 及 @ 得 

er 
Cs…(4n-15) n(n-l)(n-2)(n-3)(4n-15) 

2 600 a 


所 以 me /9 es 
这 与 已 知 条 件 矛 盾 ,于 是 命题 得 证 . 

例 9 证 明 :存在 无 穷 多 个 正 整 数 n, 使 集合 S, = 11,2,…,3mj 可 划分 为 三 个 不 相 
交 的 集合 :4 = fo az， as B = 55 有 CC= cc …yc| 满 足 对 任意 
i=1,2,°,n,a+ b= ce;. 

证 法 一 当 n=1 时 , 令 4= 11},B= 12|,C= 13| 知 结论 成 立 . 

设 对 正 整数 ”结论 成 立 , 即 S, 可 划分 为 三 个 不 相交 的 子 集 4 = a1, a,,…, a ， 
B= 16 ,6 ,bl,C=1c ,cc 满足 a + b= c(i=1,2,..,n). 

对 正 整数 4n ,我 们 将 集合 5,, = |1,2,3,…, 12n| 划 分 为 三 个 不 相交 的 子 集 : 4 = 
二 ,ca 上 其 中 

ai =2i-1,b=9n+1-i,c=9n+i(i=1,2,.…,3n), 

aasj =20 sb 3 =2b,c34; =2c0 (j=1,2,,n). 
于 是 满足 oo + b= ec,(i=1,2,3,…,4n). 

这 就 证 明了 存在 无 穷 多 个 正 整数 n = 1,4, 下 ,和 ,… 使 题 中 结论 成 立 . 


痪 百人 窗 监 下 共性 姓 水 由 水 症 O 


应 豆 中 泣 导 也 帐 潍 测 同 穆 并 O 


一 项 b,, 并 且 ( 本 ) 中 有 {16,1}? 的 一 项 b,, 则 因为 5b< a + a, 我 们 有 
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证 法 二 n=1 时 的 证 明 及 对 n 作 的 归纳 假设 同 证 法 一 .对 正 整 数 3n + 1, 将 集合 
Si = |1,2,3,…,3(3n + 1)| 划 分 成 三 个 不 相交 的 集合 : 4’ = a, oo 和 
B’'=|b',,b2,, ban},C’ = {e ,cz,c3n1} ,其 中 

oj =3ai -1,b,=3b,c=3c-1i=1,2,.,n), 

a =3a bn =3b tl,c n=3c tli=1,2,.,n), 

a’2nri =3a +1,b 4 =3b -1,c2 =3c(i=1,2,.,n), 


wunel an 0n+t3. 
于 是 满足 a'; + b= ci(i=1,2,3,…,3n+1). 

这 就 证 明了 存在 无 穷 多 个 正 整 数 nn =1,4,13,…, 坝 (3 - 1),… 满 足 题目 要 求 . 

注 “ 上 面 两 种 证 法 都 是 用 归纳 法 构造 数列 ,这 对 证 明 命题 对 无 穷 多 个 正 整 数 成 立 
是 相当 有 效 的 ,但 它 不 能 用 来 求 出 满足 条 件 的 一 切 正 整数 .本题 要 求 出 满足 题 中 条 
件 的 一 切 正 整数 ”是 不 容易 的 ,我 们 留 给 读者 进行 研究 . 

例 10 给 定 正 整 数 a 和 4b(b>a>1 且 a 不 整除 5) 以 及 给 定 正 整 数列 | 21，, 满 
足 对 所 有 正 整 数 n 有 b,, 宇 2b, , 问 是 否 存在 正 整数 列 | a, 1 ”1 ,使 得 对 所 有 正 整 数 n， 
有 aw1 -a,E1a,b|, 且 对 所 有 正 整 数 m,l( 可 以 相同 ) 有 oa + aw 锋 和 5.121. 

(2001 年 中 国 国 家 集训 队 试题 

分 析 ”我 们 用 归纳 法 证 明 存 在 符合 条 件 的 数列 | a,1*-1. a 是 易 确 定 的 , 设 a， 
aax 已 确定 ,由 已 知 条 件 ty - a Eia, 寻 知 ,qi,1 只 可 能 为 a; + a 或 a.+b, 故 
我 们 只 要 证 明 其 中 必 有 一 种 取 法 满足 条 件 即 可 . 

解 答案 是 肯定 的 .我 们 用 归纳 法 证 明 | a, | 的 存在 . 

首先 取 ai 为 正 整 数 ,使 2a1 儿 16,1>-1 上 且 al > 5 -a( 例 如 由 5b, 一 + %m 知 存在 noE 
N, ,使 b>6-a+1, 取 =6b 一 1, 则 a1>5-a 且 2al=2b -2< bn, 故 2a1 儿 
{6.45.1). 

其 次 ,假设 cl as,…, ax 已 取 定 ,满足 os- a €la,bl(i=1,2,…,k-1) 且 
qrtan 关 1bi7(l<l<k,1<m<k). 因 为 as- a;€ 1a,b1, 故 @, 的 取 值 只 有 
w+ oa 与 + 两 种 可 能 ,从 而 a + i641;G2+ GrisyQ4+ at ai+ axril 的 取 值 只 
有 下 列 两 种 可 能 : 

(TI)ej+(a+ta),az+(a+a) ar+(a+a),20a+a)， 

(I)ol+(a+pb),az+(a+p) ,ar+(ar+b),2(a + 6). 

下 面 我 们 证 明 ( 工 )、( 卫 ) 中 至 少 有 一 个 不 含 1 6,1*-1 中 的 项 . 若 ( 了 ) 中 有 16,15-; 的 


2(a +b)<2(a+a+a)<20.. 

从 而 b, <<2(a + 6) <26, < bs1. 双 b,, >=2b, >2(a+a+b)>2(a +ar+a)> 
2(as+a)>b, 故 b=b. 又 b=b<2(a+a)<2(as+8), 从 而 存在 1<j<%, 使 
b,=a+a:+b. 

情形 1.5, =a; + a+a(l<i<h), 此 时 ,0 = bb,=a-@+a-b, 从 而 a -a= 
b - a >0, 而 由 归纳 假设 有 au - w = ca + db(c、d 为 非 负 整数 ), 于 是 ca+ d=b-a， 
(1- 4d)6=(1+c)a>0, 所 以 d=0,6b=(1+c)a, 这 与 a 不 整除 b 矛 盾 . 

情形 2.5, =2(a + a), 此 时 ,0=b, -b= a -a+2a-b, 从 而 a -a)=b-2a. 
由 1<j<%, 知 w -ww>0. 再 由 归纳 假设 知 a - a = c'a + d'b(c’,d' 为 非 负 整数 ), 于 
是 cat+db=b-2a,(1-d)b=(2+c’)a>0, 所 以 d=0,6b5=(2+c’)a, 巴 盾 . 

故 ( 工 ) (本 ) 中 至 少 有 一 个 不 含 | 56,.1?., 中 的 项 ,因此 可 取 qj, = ae + a 或 at = 
as+b, 使 得 a + ar, 儿 15,1>.1(1<i<k+1), 于 是 命题 得 证 . 

例 11 求证 :存在 无 穷 多 个 正 整数 n ,使 得 可 将 3n 个 数 1,2,… ,3n 排 成 数 表 


a az … a 
bl bo b, 
Gy Cs 庆 
满足 : 
(Datbt+c=art+b+c = = a,+b,+c,, 有 为 6 的 倍数 ; 
(2)artart+a =b+ b+ +b =c+c+. + ce, 有 为 6 的 倍数 . 


《1997 年 第 12 届 中 国 奥林匹克 试题 ) 
证 法 一 “由 已 知 条 件 推 知 必 存在 正 整数 。，!，, 使 二 .32(3?+1) = 6,, 二 。 


3 人 =64, 即 n(3n+1)=12s,3n+1=41, 由 此 可 推出 n 可 表示 成 为 n= 12k+9 


(& 为 非 负 整数 ) . 设 满足 题目 条 件 (1) (2) 的 正 整 数 n 的 集合 记 为 5. 首先 证 明 9€ 5. 
用 4, 表示 行 和 都 相等 且 列 和 都 相等 的 3n 个 数 1,2,…,3n 组 成 的 3x n 表格 ,于 是 


1 2 3 0 6 3 1 8 6 
4 3 中 0 sj- 3 | 
"eb 和 全 二 9 4 2 


显然 ,4; 的 3 行 和 3 列 的 数字 和 都 为 15, 且 4; 的 9 个 元 素 分 别 为 1,2,…,9. 记 
a(3)=(1,8,6),B(3)=(5,3,7), 7(3) = (9,4,2) . 


构造 3x9 的 数 表 4 如 下 : 
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离 互 路 浴 下 吴 心 普 进 则 六 症 O 


阁 吾 中 小 恰 五 帐 潍 洒 同 鞭 净 O 


B(3)+9 7(3) a(l3)+18 
7(3)+18 a(3)+9 8B(3) 
人 


| a(3) B(3)+18 时 
ts 三 


14 12169 4 2 19 26 24 
27 22 2010171I55 3 7 
显然 4。 的 元 素 是 1,2,3,…,27, 并 且 各 列 元 素 之 和 均 为 和 2, 且 42 为 6 的 倍数 ,各 行 元 
素 之 和 均 为 126, 且 126 为 6 的 倍数 ,所 以 9E 5. 
假设 mE ,下 面 证 明 9mE 5. 
由 于 mE 5, 故 由 条 件 知 可 将 1,2,…,3m 列 成 3 x m 的 表格 4 ,使 各 列 之 和 均 为 
6u ,各 行 之 和 均 为 6v(u,vEN, ) . 现 将 4。 的 第 一 行 记 为 a(m), 第 二 行 记 为 8(m), 第 
三 行 记 为 Y(m) ,并 构造 3x3m 的 表格 4 如下: 


a(m) Bl(m)+6m 7Y(m)+3m 
em an 7Y(m) ein +on|, 
7y(m)+6m a(m)+3m Bl(m) 


其 中 “8B(m)+3m" 是 将 B(m) 中 的 每 一 个 数 都 加 上 3m ,其 余 记 号 类 似 定 义 .显然 4 的 
9m 个 元 素 恰 由 1,2,3,…,9m 组 成 ,各 列 元 素 之 和 均 为 6u + 9m ,各行 元 素 之 和 均 为 
18v + 9m” .再 将 43, 的 第 一 行 第 二 行 、 第 三 行 分 别 记 为 a(3m),8(3m),Y(3m), 并 构 
造 3x9m 数 表 4 如 下 : 


a(3m) Bl(3m) + 18m 7Y(3m) +9m 
es sen 7(3m) eGm isn]. 
7Y(3m) + 18m a(3m) +9m Bl3m) 


于 是 hs 中 27m 个 元 素 恰 由 1,2,…,27m 组 成 ,并 且 hs 各 列 元 素 之 和 均 为 (6u + 9m) + 


27m =6(w + 6m), 各 行 元 素 之 和 均 为 3(18v + 9m2) +27m x3m=6(9v+18m?), 且 
6(w+6m) 和 6(9v + 18m?) 均 为 6 的 倍数 ,所 以 只 要 mE€ 5 就 有 9mE 5. 

综 上 所 述 ,S 二 19*1k=1,2,3,…|, 所 以 5 为 无 穷 集合 , 故 满足 题目 条 件 的 正 整 数 
n 有 无 穷 多 个 . 

证 法 二 我 们 直接 对 n=12:+9=3m, 其 中 m=2k+1 且 k=2t+1(1EN, ) 为 奇 
数 ,直接 构造 出 满足 条 件 的 3 x 3m 数 表 .首先 将 1,2,… ,9m 这 些 数 排列 如 下 : 
1 8 g@ | 第 一 方块 中 | 第 一 方块 中 
5 3 7| | 每 个 数 +9 | | 第 一 方块 中 每 个 数 +18|…| 每 个 数 + 

4 2 


9 2kx9 | 
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这 时 各 行 的 和 均 为 15(1+9+18+*…+2kx9)=15[1+9k(2k+1)] 是 6 的 倍数 ( 因 k= 
24+ 1 为 奇数 ) ,我 们 对 上 表 每 一 行 作 适当 调整 使 其 列 和 也 相等 .考虑 第 1,4,7,…， 
3m -2 列 ,为 方便 起 定 ,将 这 些 列 写成 


0 1 2 2 1 
0 1 2 … 2k cso ms 


0 1 2 … 2k 9 

将 它 调整 为 
0 1 2 2k-2 2£-1 2 
k 2k kl 1 k+l1 0 
2k -1 24-1… k+l 0 k 


(第 二 行 自 右 向 左 先 在 奇数 位 上 写 上 0,1,2,…,k, 再 在 偶数 位 上 写 上 +1,k+2,…， 
24; 第 三 行 自 右 向 左 先 在 偶数 位 上 写 上 0,1,2,…,k - 1, 再 在 奇数 位 上 写 上 上 ,上 + 1， 
+2,…,2k -1,2k), 于 是 这 时 各 列 的 和 均等 于 1+5+9+3kx9=3(5+9k) 为 6 的 倍 
数 .对 第 2,5,8,…,3m - 1 列 以 及 第 3,6,9,…,3m 列 用 同样 方法 调整 ,于 是 得 到 3 x3m 
的 矩形 表格 ,其 行 和 都 相等 且 为 6 的 倍数 ,其 列 和 也 相等 且 为 6 的 倍数 . 因为 形 如 
na=12:+9(iEN, ) 的 数 有 无 穷 多 个 , 故 满足 题目 条 件 (1), (2) 的 正 整数 n 有 无 穷 多 
仆 : 

注 本 题 证 法 一 从 最 简单 情形 出 发 ,逐步 递 推 ,构造 出 无 穷 多 个 满足 条 件 的 表格 ， 
是 典型 的 归纳 构造 方法 .而 证 法 二 , 则 是 先 舍 去 部 分 条 件 ( 题 中 条 件 (1)) ,对 任意 n = 
12t + 9(1EN) 直 接 构造 出 满足 条 件 (2) 的 表格 ,再 对 各 行 元 素 适 当 调 整 ,使 构造 出 同时 
满足 条 件 (1) (2) 的 表格 ,这 是 典型 的 调整 构造 法 .在 用 构造 法 证 明 存在 性 时 ,这 两 种 
思考 方法 都 是 常见 的 , 且 由 证 法 一 的 前 一 部 分 及 证 法 二 知 满足 题目 条 件 的 正 整 数 为 
一 切 形 如 12: + 9( :EN, ) 的 数 . 

例 12 设 集合 P= 11,2,3,4,5| ,对 任意 kEP 和 正 整 数 m, 记 

fm,hb)= BImV Et], 
其 中 [a] 表 示 不 大 于 a 的 最 大 整数 . 

求证 :对 任意 正 整数 n, 存 在 hE P 和 正 整 数 m, 使 /(m,k) =n. 

《2007 年 全 国 高 中 联赛 加 试 试题 ) 
证 明 一 ”定义 集合 4 = [mVk+1lmEN, ,hkE Pl, 由 于 对 任意 ,i€EP 且 kz#i， 


是 无 理 数 ， 则 对 任意 的 ,EP 和 正 整 数 mi 、m,， 


mV ht+l=m Vbh+lom =m, 有 k=k,. 


隆 吾 中 涂 导 皇上 潍 沁 加 汶 交 0 


将 吾 中 演 辟 五 上 溢 记 同 讶 效 O 


不 tt 让 + 和 = 


注意 4 是 一 个 无 穷 集 , 现 将 4 中 的 元 素 按 从 小 到 大 的 顺序 排 成 一 个 无 穷 数 列 . 于 
是 对 任意 正 整数 n, 设 此 数列 中 第 = 项 为 m VE+1. 


接 下 来 确定 n 与 m, 的 关系 .车 m, Vi+T<m-VF+T， a 


是 正 整数 知 ,对 i =1,2,3,4,5 满足 这 个 条 件 的 mi 的 个 数 为 [m 2 ] ,从 而 


& S, Vkt+l 
n= Om = lm yi] =f(m,k)., 
因此 ,对 任意 nEN, ,存在 mEN, ,KEP, 使 得 f(m,k)=n. 


证 明 二 “考虑 另 一 个 函数 g(1) = 守卫 (1=2,3,4,…) .我 们 首先 证 明 ， 


Bg(i1+1)- g(t)<1. OO 
事实 上 ,gE(2) =1,g(3) =2,g(4) =3,g(5) =4,8(6) =5, 故 1=2,3,4,5 时, 均 有 
8(t+1)- g(t)<1. 当 1>6 时 


erD-e) -BW -WE)) 
先 证 5 
[ /1] -| [二]<! (1>6,i=1,2,3,4,5) @ 


事实 上 ,因为 


EE t | | i 1 < 工 -1 
itl itrl™ NE i+1<2 


V/ 二 和 ee 
所 以 [TI] -Vi; 与 ] <1, 印 @ 成 立 . 


再 证 ;对 一 个 固定 的 i, 在 +=1,2,3,4,5 中 至 多 有 一 个 ia, 使 @ 中 符号 成 立 , 用 反 
证 法 ,假设 存在 io jo(io 关 如) 都 使 式 @@ 中 符号 成 立 , 则 有 


ME -Wa]- 
帮 存 在 整数 1, 使 [、/ 二 + -2 = <p, (+D?< 


全 < (1+ 2). 因 二 + ， EQ, 荐 车 > (+ 1 则 E>(L+1) + 


t+1 


一 一 >(1+1)2 这 这 与 < (+ 邓 盾 .所 以 ,上 只 能 


i 
(1+1》. 同 理 存在 整数 1, 使 :+1=(+1)*(jo+1), 于 是 (1 +1)?= (1+1)?(i+1)?， 
(io+ 1)(jo+1) 坟 (io+1)(jo+1) 为 完全 平方 数 . 

但 记 +1,jo+1€12,3,4,5,6|, 则 (io + 1)(jo +1)€16,8,10,12,15,18,20,24,30}, 
这 均 不 为 完全 平方 数 ,矛盾 . 所 以 至 多 存在 一 个 io 使 @ 中 符号 成 立 . 故 


g(t+l) -g(t)=D IY +1] -Wa ])< 
从 而 @ 成 立 .对 任意 正 整数 n, 因 8(2)=1<n, lim g(t)= + %. 故 1 充分 大 时 g(1) 


> n, 且 成 立 . 故 由 离散 介 值 原理 知 存在 正 整 数 1 使 g(1) = n. 而 g(t) 是 不 减 函 数 , 故 
取 第 一 个 使 g 的 函数 值 为 n 的 数 ,不 妨 设 为 :+1, 即 g(t+1)=n,g(i)=n-1= 


g(t+1) -g(t) =1. 由 @ 式 知 必 有 一 个 避 使 /计生 ] - [和] = 1G<a<5) 成 
立 . 从 而 必 有 整数 1 满足 :+ 1= (1+1》(io+]), 此 时 仿 m=1+1,k= 记 , 则 


Am ft hi) = =, /Dry 


-L/D 


故 存在 kEP 及 mEN, ,使 f/(m,k)=n. 
【模拟 实战 三 】 


= 2 = 2 四 
T= (Ll+1) ,t+1=(ioc+1) 


习题 A 


1. 圆 内 有 100 个 点 ( 均 不 在 圆心 处 ) 且 其 中 任意 两 点 不 在 同一 条 半径 上 .( 1) 证明: 存在 
圆心 角 为 答 弧度 的 启 形 ,其 内 恰 含 10 个 点 ;(2) 能 否 找 出 圆心 角 为 扫 弧 度 的 记 形 ,其 


内 恰 含 11 点 ? (假设 扇形 的 半径 属于 该 扇形 ) (第 16 届 全 俄 奥林匹克 试题 ) 
2. 在 直角 坐标 平面 上 给 定 凸 五 边 形 4BCDE , 它 的 项 点 都 是 整 点 .证 明 : 以 其 对 角 线 在 
形 内 的 交点 为 顶点 的 凸 五 边 形 4, B, C, D, 已 的 内 部 或 周 界 上 至 少 有 一 个 整 点 . 
(2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 
3. 如 果 一 个 非 空 集合 $ 的 每 一 个 子 集 X 均 对 应 于 S 的 一 个 子 集 f(X) 并 且 满 足 : 当 
X 刁 Y 时 ,有 f(X) 生 /(7Y). 证 明 : 存 在 5 的 一 个 子 集 4, 使 /(4)=4. 


位 吾 中 洽 导 五 帐 溢 汪 同和 交 0 | 


美和 吾 中 深 辕 也 帐 潍 洲 加 入 关 0 


4. 假设 200 x 200 方 格 表 中 每 个 单位 正方 形 被 染 成 黑色 或 白色 之 一 , 且 黑 格 的 数目 与 
白 格 的 数目 之 差 等 于 404. 证 明 :存在 一 个 2x 2 的 正方 形 ,其 中 包含 奇数 个 白 格 . 
(2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 
5. 2000 个 点 分 布 在 一 个 圆周 上 ,每 个 点 标 上 1 或 - 1. 一 个 点 被 称 为 是 好 点 , 若 从 该 点 
出 发 , 依 任 一 方向 沿 圆周 前 进 到 达 任 何 一 点 时 ,所 经 过 的 各 数 (包括 出 发 点 上 的 数 ) 
之 和 都 为 正 数 .证 明 : 如 果 标 - 1 的 点 少 于 667 个 时 ,那么 圆周 上 至 少 有 一 个 好 点 . 
6. 100 x 100 方 格 表 中 每 一 个 小 方 格 被 染 成 4 种 颜色 之 一 ,使 得 每 行 和 每 列 恰 有 每 种 颜 


色 的 小 方 格 各 25 个 .证 明 :可 以 在 表 中 找到 2 行 和 2 列 ,它们 所 交 成 的 4 个 小 方 格 分 | 


别 染 成 了 4 种 不 同 颜色 . (2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 
7. 证 明 : 不 可 能 把 25 个 人 编 成 多 于 30 个 五 人 委员 会 ,使 得 任何 两 个 委员 会 的 公共 成 
员 都 不 多 于 一 个 . 
8. 有 了 个 元 素 al ,a,,…,a, ,组 成 于 个 元 素 对 Pi ,ps，…,p, .已 知 当 且 仅 当 a 与 a 组 
成 元 素 对 时 ,p; 与 忆 有 公共 元 .证 明 : 每 个 元 素 恰 属 于 2 个 元 素 对 . 


9. 设 h(i=1,2,…,n) 是 有 限 非 空 集合 ,满足 _ 吕 | 生 站 秘 | < 1 证明: 存在 wE 4 
<isisn |AllA 


(i=1,2,…,n) 使 得 当 izj 时 ,a;aj. 

10. 平面 内 给 出 27 个 不 同 点 的 集合 5, 其 中 任意 3 点 不 共 线 ,S 中 有 4 点 为 一 个 单位 正 
方形 的 4 个 顶点 ,其 余 23 点 在 这 个 正方 形 内 .证 明 : S 中 存在 三 点 X、 了 、Z ,使 
[XYZ]< 态 ,这 里 [LXYZ] 表 示人 XYZ 的 面积 . 

《2000 年 澳大利亚 - 波兰 奥林匹克 试题 ) 

11. 确定 (并 予以 证 明 ) :是 否 存在 正 整 数 集 N, 的 子 集 ,使 得 对 任意 mnEN, , 恰 有 一 
对 数 co,5EX 且 mn=a -0 

12. 是 否 存在 2009 个 不 同 的 正 整 数 ,使 得 任 取 它们 中 的 两 个 数 x 和 y, 都 有 1x -71= 
(x,y), 这 里 (x,y) 是 x 与 y 的 最 大 公约 数 . 


习题 B 


13. 已 知 w(>6) 人 中 任何 3 人 之 间 至 少 有 两 个 人 互通 电话 , 且 每 人 至 多 与 [ 2 了] 个 人 互通 


电话 ,证 明 : 这 x 个 人 总 可 以 分 成 不 相交 的 两 组 ,使 同一 组 内 任何 两 人 互通 了 电话 . 
14. 平面 内 是 否 存在 一 个 含 (>8) 个 点 的 图 ,在 这 n 个 点 之 间 连 有 一 些 线段 ,使 得 从 
nn 个 点 出 发 的 线段 数 分 别 为 4,5,6,…,n -5,n-4,n-3,n-2,n-2,n-2,n-1, 


n-1l,n-1? 


SD 


. 设 平面 内 有 n 个 红 点 和 个 蓝 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 , 且 其 凸 包 的 各 顶点 同色 . 
证 明 : 可 以 作 一 直线 ,使 得 直线 两 则 的 点 数 都 不 为 零 ,上 且 每 侧 的 红 点 数 和 蓝 点 数 相 


等 . 

.一 个 nxn 矩阵 (正方 阵 ) 称 为 n 阶 “ 银 矩阵 ,如 果 它 的 元 素 取 自 集合 S = {1， 
2,…,2n -1|, 且 对 于 每 个 i=1,2,…,n, 它 的 第 i 行 和 第 i 列 中 所 有 元 素 合 起 来 恰 
好 是 5 中 的 所 有 元 素 . 证 明 : 

(a) 不 存在 n = 1997 的 银 和 矩阵 . 
(b) 有 无 限 多 个 n 的 值 ,存在 n 阶 银 和 矩阵 . (第 38 届 IMO 试题 ) 

证 明 : 平 面 内 有 理 点 (x,y),x,yE Q(Q 为 有 理 数 集 ) ,可 以 分 为 两 个 不 相交 的 点 集 
4、B, 使 得 4 与 任 一 条 平行 y 轴 的 直线 仅 有 有 限 个 公共 点 ,8 与 任 一 条 平行 于 x 轴 
的 直线 仅 有 有 限 多 个 公共 点 . 

- 设 =” 为 奇数 , 试 证 :存在 2n 个 整数 a , a，,…, a ;6,5b,，,…,b, ,使 对 任意 蒜 数 ， 
0<k<n, 下 列 3n 个 数 :a + iw1sai+ bis b+ biri(i=1,2,…,n, 其 中 a, = a， 
b+j= ,0<j<n) 被 3n 除 所 得 余数 互 不 相同 . (1993 年 中 国 奥林匹克 试题 ) 

. 任 给 n>5 个 不 同 的 集合 ,证 明 :其 中 必 存 在 + = [V25] 个 不 同 的 集合 41, 4,，,…， 
4 ,使 得 这 个 集合 中 任何 一 个 集合 不 是 另外 两 个 集合 的 并 集 . 

-站 是 一 个 n 元 集 ,指定 它 的 m 个 元 子 集 4,,4,，,…,4。 为 红 k 子 集 .求证 :车 m> 
人 = 加 = 各 + 和 ,4-1, 则 必 存 在 一 个 X 的 +1 元 子 集 , 它 的 所 有 元 子 集 都 是 
红 下 子 集 . 

将 不 超过 二 mn( 到 +5)(n>2) 的 所 有 正 整 数 任意 染 成 红 蓝 两 色 之 一 .证 明 : 其 中 存 


在 了 个 同色 的 数 ai ,aa ，…as(al < aa <…< a,) 满 足 : 
Ce 


. 将 每 个 正 整数 任意 染 成 红 蓝 两 色 之 一 .证 明 :总 存在 无 穷 正 整数 序列 mw < a, <… < 
ao <…, 使 得 无 穷 序列 a1 ,全 广 呈 ,42, 呈 地 下 ,03,… 是 一 个 同色 的 正 整数 序列 . 
(第 49 届 IMO 中 国 国家 集训 队 选 氢 考试 试题 ) 
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第 四 章 ”组 合 最 值 问 题 


§ 1 组 合 最 值 问题 的 特征 


1. 什么 是 组 合 最 值 问题 
组 合 最 值 问题 是 各 类 数学 竞赛 中 的 热门 话题 之 一 .这 类 问题 一 般 可 描述 为 下 列 问 


离 互 宁 监 导 丘 性 炎 油 同 并 交 O 


题 : 

设 .多 是 某 类 组 合 结构 组 成 的 集合 ,. 多 是 .台中 满足 给 定 条 件 P 的 元 素 组 成 的 子 
集 , 并 且 . 如 中 每 一 个 元 素 4 ,都 对 应 唯一 一 个 确定 的 实数 m = 所 4) .我 们 的 问题 是 : 当 
AE. 罗 时 , 求 m=f(4) 的 最 大 值 或 最 小 值 .有 些 组 合 最 值 问 题 中 .多 与 .名 是 同一 集合 . 

在 组 合 最 值 问题 中 自 变 量 常常 是 正 整数 .集合 ,图 等 等 组 合 结构 ,它们 都 是 一 些 离 
散 量 , 而 且 由 于 自 变量 与 要 求 最 大 (小 ) 值 的 量 的 函数 关系 不 能 用 一 个 解析 式 表 示 , 这 
就 决定 了 求解 组 合 最 值 问题 与 求解 代数 最 值 问题 有 许多 不 同 的 特点 ， 


2. 求解 组 合 最 值 问题 的 步骤 


求解 组 合 最 大 (小 ) 值 问题 ,一般 按 以 下 步 又 处 理 : 

(1) 探 索 所 求 的 最 大 (小 ) 值 mo; 

(2) 证 明 : 对 一 切 4€. 鸡 都 有 m=f(4)<mo(> mo); 

(3) 构 造 一 个 4oE . 况 使 /4o) = mo 成 立 .于 是 ,我 们 得 到 当 4E. 罗 时 , m=/(4) 
的 最 大 (小 ) 值 为 mo . 

对 于 某 些 组 合 最 值 问题 ,上 述 第 (2) (3) 步 可 用 下 列 第 (2)、(3)" 步 代替 . 

(2)' 证 明 :满足 m =f/(4)< mo(>mo) 的 一 切 4 都 属于 .多 ( 即 4 满足 给 定 的 条 件 
Pp); 

(3) 当 mm > mo( < mo) 时 ,构造 一 个 hoE. 如 使 严 =jF(4o) > mo( < mo), 而 Ao 闫 . 罗 
( 即 46 不 满足 给 定 的 条 件 P). 

实际 解答 问题 时 ,常常 是 第 (1),(2) 步 (或 第 (1),(3》 步 ) 同 时 进行 的 .也 就 是 说 ,我 
们 常常 是 在 分 析 论证 中 探索 和 找 出 最 大 (小 ) 值 mo ,或 在 构造 中 探索 和 找 出 最 大 (小 ) 


值 mo. 
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由 于 解答 组 合 最 值 问题 ,常常 包含 “论证 "和 “构造 "两 个 方面 ,这 就 要 求解 题 者 从 
一 个 思路 跳跃 到 另 一 个 思路 ,因而 更 能 反映 参赛 选手 各 种 能 力 ( 敏 锐 的 洞察 力 、 严 密 的 
逻辑 推理 能 力 、 巧 妙 的 构造 能 力 等 等 ) ,故此 类 问题 颇 受 命题 者 的 青睐 . 

如 果 . 妈 或 ., 彻 是 一 个 有 限 集 , 则 m =f(4) 的 取 值 集合 也 是 有 限 集 ,可见 使 m = 
(4) 取 最 大 (小 ) 值 的 组 合 结构 4。 必 存 在 .这 时 ,我 们 常常 可 用 逐步 调整 方法 来 讨论 当 
m=f(4) 取 最 大 (小 ) 值 时 ,4 必须 满足 的 一 些 必要 条 件 . 若 满足 这 些 必要 条 件 的 4 只 
有 唯一 一 个 ,那么 这 个 4 就 是 要 找 的 4o, 对 应 的 f( 4) 就 是 所 求 的 最 大 (小 ) 值 ; 若 满足 


这 些 必要 条 件 的 4 只 有 少数 几 个 , 则 逐一 算出 它 的 对 应 的 A 4) 的 值 ,其 中 最 大 (小 ) 者 
就 是 所 求 的 最 大 (小 ) 值 . 


§ 2 求解 组 合 最 值 问题 的 方法 


下 面 介绍 的 求解 组 合 最 值 的 方法 ,主要 指 的 是 探索 最 值 的 方法 .最 值 探索 出 来 后 ， 
由 上 一 节 的 介绍 知道 ,一 般 还 要 进行 “论证 "和 ”构造 .当然 ,求解 某 些 组 合 最 值 问题 ， 
常常 是 结合 “论证 "(或 “构造 ”) 去 进行 探索 最 值 的 ,一 旦 最 值 探索 出 来 ,“ 论 证 "(或 “ 构 
造 ") 也 就 完成 了 , 剩 下 的 任务 则 只 要 进行 “构造 "(或 “论证 ") 了 .如 何 进行 “论证 ”与 “ 构 
造 ”, 读 者 还 可 参看 第 二 章 8 3 和 第 三 章 8$ 2 分 别 介绍 的 组 合 问题 中 不 等 式 的 证 明 方法 
和 存在 性 问题 的 证 明 方法 . 


1. 估 值 法 


在 组 合 最 值 问题 中 ,由 于 函数 关系 常常 不 能 用 一 个 数学 解析 式 表示 出 来 ,从 而 难 
以 应 用 代数 和 微分 学 中 求 最 值 的 理论 和 方法 去 解决 .在 这 类 问题 中 ,对 最 值 的 估计 往 
往 是 解决 问题 的 关键 之 一 .估计 最 值 的 常用 方法 有 以 下 几 种 :构造 特例 估计 ,特殊 情形 
估计 ,整体 综合 估计 ,极端 情形 估计 ,反面 情形 估计 等 等 . 

(1) 构 造 特例 估计 

根据 问题 的 条 件 ,把 满足 条 件 的 对 象 尽 可 能 构造 出 来 ,进而 判断 其 最 大 (小 ) 值 ,并 
给 出 证 明 . 

例 1 设 人 = 11,2,…,1995| ,A4 是 MM 的 子 集 上 且 满 足 条 件 : 当 xE€4 时 ,15x 锋 4, 则 
4 中 元 素 的 个 数 最 多 是 (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 ”我 们 尽 可 能 构造 出 一 一 个 满足 条 件 且 含 元 素 最 多 的 子 集 4 ,因为 要 使 当 *E4 
时 有 15x 近 4, 只 要 15Sx > 1995, 即 x > 133, 可 见 4 可 包含 1134,135,…,1995| ,并 且 要 使 
当 x*E4 时 15x 包 4, 只 要 15x <134, 即 x<9, 故 4 又 可 包含 11,2,……,8} ,于 是 我 们 取 以 
的 子 集 4 = |1,2,…,8| U1134,135,…,1995|, 它 满足 题目 条 件 ,这 时 4 中 元 素 个 数 为 
141=8+(1995 - 133) = 1870. 
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另 一 方面 , 任 取 M 一 个 满足 题目 条 件 的 子 集 4, 因 为 x 与 15x(x=9,10,11,…， 
132,133) 中 至 少 有 一 个 不 属于 4, 故 4 中 元 素 个 数 141<1995 - (133 - 8) = 1870. 

综 上 知 4 中 元 素 最 多 有 1870 个 . 

例 2 已 知 4 与 B 是 集合 11,2,3,…,100| 的 两 个 子 集 ,满足 141=18B1, 且 4 站 


B= 多 .车 xE4 总 有 2x+2EB, 则 集合 4U B 的 元 素 个 数 最 多 为 5 
(2007 年 全 国 高 中 联赛 试题 , 原 题 为 选择 题 ) 

解 因为 当 xE4 时 ,2x+2E BC11,2,…,100| . 故 2x+2<100,xE49, 从 而 AC 
11,2,3,…,491 .将 i1,2,3,…,49} 分 为 下 列 33 个 子 集 : {1,4} , {3,8} ,15,12},…, 123， 
48| 共 12 个 ;12,61 ,110,22} ,和 14,301 ,118,38} 共 4 个 ;125,27,29,…,49| 共 13 个 ;126}， 
134| ,1421 ,146! 共 4 个 . 若 141=>34, 则 由 抽 屠 原理 知 4 中 必 有 2 个 元 素 属 于 上 述 33 个 
子 集中 同一 个 子 集 , 即 存在 xE 4 且 2x +2E 4, 故 4 不 满足 题目 要 求 ,所 以 141=<33， 
从 而 14UBI=141+181=2141<66. 另 一 方面 , 若 取 4 = 11,3,5,…，,23,25,27,…， 
49,2,10,14,18,26,34,42,46} , 且 B= 12x+21xE 4|, 则 4、B 满足 题目 要 求 且 14UBI 
=141+1B81=2141=66. 故 14UBI 最 多 为 66. 

例 3 给 定 正 整数 n=3, 设 di ,d,,…,d, 是 正 整数 ,它们 的 最 大 公约 数 是 1, 并且 
di 整除 di + d+… + d,(i=1,2,…,n). 求 最 小 正 整 数 , 使 得 did,…d, 整除 (di + 
由 + 

解 取 d=ld=n-ld=d=…= 册 =n 则 d+ 中 +…+ 丰 =1+ 
(n-l)+(n-2)n=(a-1l)n, 它 被 每 一 个 由 (= 1,2,……m) 整 除 , 且 四 dd 
的 最 大 公约 数 是 1, 这 时 did…d, = (n -1 了 Dw. 车 did,…d, 整除 (di +… + d,)*, 即 
(n-l)m ?I[(n-1)n]j*, 由 (n,n-1)=1 得 k=>n-2. 

反之 ,我 们 证 明 : 若 di,，, d,,…, d, ,的 最 大 公约 数 是 1, 目 本 Id + d,+…+d,) 
(i=1,2,,n), 则 ddd,l(di+ d+ +d,)"?. 

事实 上 , 设 p 是 did,…d, 的 任意 一 个 素 因数 ,于 是 存在 正 整数 有 ,使 d,, d,,…, d， 
中 至 少 有 一 个 被 p* 整除 ,并 且 di, d,,…, d, 中 任何 一 个 不 被 pt*' 整除 .于 是 由 
dil(dit+di+…+d,) 得 pl(di+ diy+…+d,), 从 而 p21(di+di+…+d)"7. 
因 di,d,,…,d, 的 最 大 公约 数 为 1, 故 必 有 某 个 由 不 被 p 整除 .又 p 整除 d) + 
d+ + dd, 所 以 d,,d,,…,d, 中 至 少 有 2 个 不 被 p 整除 ,因此 整除 d1d,…d, 的 p 的 
最 高 次 罕 至 多 为 必 " 2 .对 d,, d,,…,d, 的 每 个 素 因数 重复 以 上 的 讨论 , 即 知 dd,… 
d, 整除 (dl + d, +… + d,)". 

综 上 知 所 求 最 小 正 整 数 =n 一 2. 


9 例 4 将 边 长 为 正 整数 m,n 的 矩形 划分 为 若干 边 长 均 为 正 整数 的 正方 形 , 每 个 正 
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方形 的 边 均 平行 于 矩形 的 相应 边 , 试 求 这 些 正方 形 边 长 之 和 的 最 小 值 . 
(2001 年 全 国 高 中 联赛 加 试 试 题 ) 

分 析 不 妨 设 m 二 .我 们 构造 一 种 特殊 的 划分 情形 ,首先 从 长 边 ( 边 长 等 于 m 的 
边 ) 上 尽 可 能 划分 出 边 长 等 于 短 边 长 n 的 正方 形 , 剩 下 一 个 n x m(0< mn < mn) 的 矩形 ， 
再 从 较 长 的 边 ( 长 度 等 于 n) 上 尽 可 能 划分 出 边 长 等 于 短 边 长 m 的 正方 形 ,… ,这样 一 
直 划 分 下 去 ,直到 全 部 划分 出 正方 形 为 止 .我 们 来 估计 所 有 正方 形 的 边 长 之 和 最 少 应 
为 多 少 .显然 上 述 划分 过 程 等 价 于 对 m,n 这 两 个 正 整数 进行 辊 转 相 除 的 过 程 . 

解 不 妨 设 mn, 记 所 求 边 长 的 最 小 值 为 /( m,n), 由 辑 转 相 除法 知 ,存在 正 整 
数 g1 ,92，,…, gril 和 ,7r，，,…,rs 满足 

m=gqn+rn(0<r <n), 

n= grt+r(0<r, <r), 

r= gr +r(0<r <r,), 


n= grit+n(0<n<r-), 
Te-1 = geriTe. 
于 是 ,我 们 首先 从 m x n 矩形 中 划分 出 9; 个 nx n 的 正方 形 , 剩 下 一 个 n x r 的 矩形 ， 
再 从 n xr 的 矩形 中 划分 出 9 个 mr x r, 的 正方 形 , 剩 下 一 个 ri x r, 的 矩形 ,…, 第 大 
步 从 ri x mr- 的 矩形 中 划分 出 % 个 mx rm- 的 正方 形 , 剩 下 一 个 mx rm _; 的 矩形， 
最 后 第 有 + 1 步 将 rx 7 的 矩形 划分 为 gq, 个 rs x rh 的 正方 形 而 没 有 剩余 . 
在 这 种 划分 下 ,所 得 各 正方 形 边 长 之 和 为 
int+ qr t+ gra t+ qiriT 
=(m-n)+(n-r)+(rn rn)+t(r rr) +t tn) tr 
=m+n-n=mt+tn-(m,n), 

所 以 f(m,n)<m+n- (m,n). 

另 一 方面 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 对 任何 满足 条 件 的 划分 ,各 正方 形 边 长 之 和 
bn>m+n-(m,n). 

不 妨 设 m 二 n.m=1 时 ,n=1, 这 时 只 有 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 , 边 长 之 和 为 1= 
m+n 一 (m,n). 其 他 划分 的 正方 形 边 长 之 和 显然 大 于 1, 所 以 b>1=m+n-(m,， 
n). 

假设 m<k 时 ,对 任意 1<n<m, 有 b>m+n-(m,n). 那 么 , 当 m=k+1 时 ， 
车 n= 上 +1, 则 显然 b,, 二 k+l1=m+n-(m,n). 当 1<n<k 时 , 设 mxn 和 矩形 被 划 


分 成 p 个 正方 形 ,其 边 长 分 别 为 a ,a,,…, a, ,并 且 不 妨 设 o > oa >…> ww ,显然 mi < 
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.车 ol < n, 设 矩形 4BCD 中 4B= CD = m, BC = 4D=n. 于 是 在 4D、BC 之 间 与 4D 平 
行 的 直线 至 少 穿 过 2 个 正方 形 ( 或 其 边界 ), 于 是 ol + a;+…+ wm 不 小 于 4B 与 CD 之 
和 , 即 al+art+a>2m>m+in>mt+n- (m,n). 

车 ww =n, 则 从 m xn 算 形 中 划分 出 一 个 边 长 为 a, = n 的 正方 形 后 , 剩 下 部 分 可 
组 成 一 个 (m - n) xm 的 和 矩形 , 且 它 被 划分 为 p - 1 个 边 长 分 别 为 ocx, a3,…, a 的 正方 
形 , 由 归纳 假设 有 


art+at +ta>m-n)+tn-(m- nn)=m- (m,n). 


从 而 bs = atart*+a,>m+n- (m,n). 

所 以 f(m,n)=minb,., >m+n- (m,n). 

综 上 得 所 求 正方 形 边 长 之 和 的 最 小 值 为 /(m,n)=m+n- (m,n). 

注 若 猜 出 了 最 小 值 , 则 不 等 式 /(m,n)<m+n-(m,n) 也 可 用 数学 归纳 法 进行 
证 明 . 

例 5 求 最 小 正 整数 ,使 从 集合 1= |1,2,…,999| 中 任 取 个 不 同 的 正 整 数 中 都 
存在 4 个 不 同 的 数 a,5b,c,d 满足 a+25b+3c=d. 

解 考虑 集合 $= |x,x+1,x+2,…,999|(xEN, ), 对 S 中 任意 3 个 互 不 相同 的 
数 c,b,c 有 a+280+3cz>(rx+2)+2(x+1)+3x=6x+4. 若 6x+4>>1000, 即 x>166， 
则 $ 中 不 存在 d 使 s+25 +3c = d. 故 $ = {166,167,168,…,999| 不 存在 4 个 不 同 的 正 整 
数 a,b,c,d 满足 a+26b+3c=d. 且 1S1=999-165=834. 故 所 求 最 小 正 整 数 ">835. 

当 n 宇 835 时 , 任 取 了 的 一 个 n 元 子 集 5 = | a ,ay,…,a,j (al < a;<… < oa), 假 设 
5 中 任意 4 个 不 同 的 元 a,5,c,d 都 有 a+2b+3czd. 

因为 6, a= (6-61)>, D1=n-i, 所 以 a<o,-(n-1)<999- (985 
~1)=165. 如 果 a, -3oi-2al>a, 且 am-3a-2ozo 则 oo -3a -2a 和 天 S( 否 则 
-3a -2a1 = a€5,jz#1,i,n. 于 是 w+2al +3oai = av, 这 与 假设 矛盾 ) . 

取 i=169- ai(i 的 值 的 取 法 可 由 ( * ) 式 中 最 后 一 个 等 号 成 立 得 出 ) , 则 

(om 30 -2a)-oa =a, -3(a +a) -3 a -人 (ni)+al] 

=3n-2a, -3(a1+io)=3x835-2x999-3(a,+io) 
=3[169- (a +i,)]=0. (x*) 

故 对 大 =2,3,4,…，,168 - al < io, 都 有 


(as -3at-2a)-oa>(a -3a -2o)-a>0. 


即 ao.-3at-2a,>at, 而 a,-3a -2a = a 至 多 有 一 个 解 of = 十 (a。 -2a1). 故 上 = 


2,3,…,168- a 时 ,o, -3a -2c 将 出 现 166 - a 个 大 于 ai 且 不 等 于 a, 的 数 , 即 在 
ia ,a1,1，,"…,999| 内 至 少 有 166 - a 个 数 不 属 于 S. 因此 ,7 中 至 少 有 166 - a 个 大 于 
&a 的 数 不 属 于 S. 并 且 小 于 a 的 a - 1 个 数 也 不 属于 $. 故 了 中 至 少 有 am -1+166- 
al = 165 个 数 不 属 于 5. 从 而 属于 5 的 数 至 多 有 999 - 165 = 834 个 .这 与 nm = 181 = 835 
矛盾 . 故 存在 4 个 不 同 的 数 a,5b,c,d€E 5 使 a+2b+3c=d. 

综 上 所 述 , 所 求 n 的 最 小 值 为 835 . 

(2) 特 殊 情 形 估计 

考察 满足 条 件 的 一 些 特殊 情形 ,从 而 估计 出 所 求 的 最 大 (小 ) 值 . 

例 6 设 M=|1,2,…,20},4,,4,,…4, 是 H 的 互 不 相同 的 非 空子 集 , 当 i#j 时 ， 
4i 门 4; 至 多 有 两 个 元 , 求 n 的 最 大 值 . 

解 MM 的 一 元 ,二 元 ,三 元 子 集 共有 Cl + C2 + C% = 1350 个 ,它们 满足 题目 条 件 ， 
所 以 n 的 最 大 值 > 1350. 

设 B1,B,,…,B, 是 MM 的 互 不 相同 的 非 空子 集 , 当 izzj 时 ,18. 门 Bj1<2. 若 B,， 
B,,…,B, 中 至 少 有 一 个 集合 有 多 于 3 个 元 素 ,不 妨 设 18,1>4 且 a€ B,, 则 (B, \ |al) 
门 B; 至 少 有 3 个 元 素 , 故 B,\ fal 闫 1B,,B,,…, 8B,|( 因 B,, B,,…,B, 中 任何 两 个 集 
合 的 交集 至 多 有 2 个 元 素 ) . 现 用 B,\ |al 代 痊 B, 得 到 的 一 族 子 集 仍 满足 题目 要 求 , 不 
断 地 进行 这 种 替换 ,最 后 可 使 子 集 族 中 每 个 子 集 的 元 素 个 数 至 多 有 3 个 ,而 不 改变 子 
集 的 个 数 ,所 以 n< Co + C5 + C3 = 1350. 

综 上 知 所 求 n 的 最 大 值 为 1350. 

例 7 将 9 个 1,9 个 2,9 个 3,…,9 个 1000 共 9000 个 数 填 人 一 个 9 行 .1000 列 的 
表格 (每 格 填 一 个 数 ) ,使 同一 列 中 任何 两 数 之 差 的 绝对 值 不 超过 3. 设 这 个 表格 中 每 列 
中 各 数 之 和 ( 共 1000 个 列 和 ) 的 最 小 值 为 M, 试 求 M 的 最 大 值 . 

解 我 们 依据 9 个 1 的 分 布 的 列 数 的 不 同情 形 分 别 来 求 列 和 的 最 小 值 M. 

如 果 9 个 工分 布 在 同一 列 ,那么 M = 9. 

如 果 9 个 1 分 布 在 两 列 中 ,那么 这 两 列 之 和 不 小 于 2M ,同时 由 已 知 条 件 知 这 两 列 中 出 
现 的 最 大 数 只 能 为 4, 故 这 两 列 数 之 和 <9x1+9x4=45, 即 2M<45, 所 以 M<22. 

如 果 9 个 1 分 布 在 三 列 中 ,那么 同上 讨论 可 得 3M<9x1+9x4+9x3=72, 所 以 
M<24. 

如 果 9 个 1 分 布 在 四 列 中 ,那么 类 似 可 得 4M<9x1+9x4+9x3+9x2=90, 所 
以 M<22. 

如 果 9 个 1 分 布 的 列 数 大 于 4, 那 么 在 其 中 某 一 列 中 必 有 一 个 数 大 于 4( 因 为 2.3、4 
一 共 27 个 数 ,不 足以 填 满 所 有 出 现 1 的 列 ) ,这 与 条 件 中 任何 一 列 中 任意 两 数 之 差 的 
绝对 值 不 大 于 3 矛盾 ,所 以 这 种 情形 不 可 能 出 现 . 
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综 上 可 知 , 列 和 的 最 小 值 M<24. 
下 面 表格 表明 : 列 和 的 堪 小 全 四 达到 34 


11122678 1000 
111226 7 8 1000 
1112267 8 … 1000 
3332267 8 . 1000 
3332567 8 . 1000 
3335567 8 … 1000 
4445567 8 … 1000 
4445567 8 … 1000 
本 沟 - 计 6 人 洛 1000 
所 以 ， 所 求 列 和 最 小 值 要 的 最 大 值 为 24. 
(3) 整 体 综合 估计 
根据 组 合 结构 应 满足 的 条 件 , 从 整体 上 进行 综合 分 析 , 从 而 估计 出 所 求 的 最 大 
(小 ) 值 . 
例 8 设 4=|1,2,3,4,5,6} ,B=17,8,9,…,n|, 在 4 中 任 取 3 个 数 ,在 B 中 取 2 
个 数 ,组 成 含有 5 个 元 素 的 集合 a “20) 使 得 4 站 4Ts2,Tsi< js20， 
求 n 的 最 小 值 . (2002 年 IMO 中 国 国家 集训 队 选 拨 考 试 试题 ) 


分 析 ”本题 实 际 上 是 要 求 181 的 最 小 值 .由 题目 条 件 知 B 中 各 元 素 在 A:(i=1,2， 
…,20) 中 出 现 的 总 次 数 是 2x 20 = 40, 要 知道 B 中 至 少 有 多 少 个 元 素 , 只 需 知道 B 中 
每 个 元 素 在 各 子 集 4;(i=1,2,…,20) 中 至 多 出 现 多 少 次 . 

解 ”我 们 先 证 明 : B 中 每 个 元 素 在 各 子 集 4;(i =1,2,… ,20) 中 至 多 出 现 4 次 . 若 不 
然 ,假定 B 中 某 个 元 素 x 在 各 个 子 集 4 和 = 1,2,…,20} 中 出 现 了 大 >5 次 ,考察 含 x 的 
上 个 子 集 , 它 们 共 含 4 中 3k 宇 15 个 元 素 , 由 抽 导 原理 ,4 中 至 少 有 1 个 元 素 , 设 为 y ,在 


这 上 个 子 集 中 至 少 出 现 了 [+] + 1 = 3. 设 同时 含 xy 的 3 个子 集 为 4 ，4, ,4.(1< 
r<s<ts20), 则 4 \ 1y| 中 5 个 元 素 在 4,4 ,4 中 出 现 了 2x3=6 次 .于 是 必 有 一 个 
元 素 :出现 了 2 次 ,得 到 同时 包含 <,y,z 的 两 个 子 集 , 这 与 已 知 条 件 14i 站 41<2(1< 
i<j<20) 矛 盾 . 

由 上 面 证 明知 B 中 每 个 元 素 在 4, , 4,,…, Aw 中 至 多 出 现 4 次 ,而 B 中 各 元 素 在 
,44a 中 出 现 的 总 次 数 是 2x 20 = 40, 所 以 181> 企 = 10, 所 以 ,mn>10+6= 16. 


其 次 , 当 n=16 时 ,存在 满足 条 件 的 20 个 集合 :4 = |1,2,3,7,8| ,A, = 11,2,4,12， 


14} ,4; = 11,2,5,15,16| ,44 = {1,2,6,9,10}, 4s = {1,3,4,10,11} ,4。= {1,3,5,13,14}, 
4 = 11,3,6,12,15| ,As = {1,4,5,7,9| ,A, = 11,4,6,13,16|1,4o = {1,5,6,8,11| ,A = 
12,3,4,13,15|, Ar = |2,3,5,9,11}, A's = {2,3,6,14,16}, A = {2,4,5,8,10} ,4s = {2, 
4,6,7,11| ,Ais = {2,5,6,12,13}, Ai = {3,4,5,12,16} , Ais = {3,4,6,8,9| , As = {3,5,6, 
7,10}, Ax = {4,5,6,14,15}. 

综 上 知 所 求 n 的 最 小 值 是 16. 

例 9 给 定 平面 上 无 三 点 共 线 的 n 个 点 ,以 这 个 点 为 两 端点 连 出 了 m 条 线段 . 
已 知 对 其 中 任意 两 点 4、B8, 都 有 一 点 C, 使 C 与 4、B 都 连 有 线段 . 求 m 的 最 小 值 . 

解 首先 ,我 们 对 所 连 线段 数 作 整体 估计 ,看 最 少 要 连 多 少 条 线段 ,才能 达到 题目 
要 求 . 

记 这 个 点 为 41,4;,…, 4 ,车 4 ,4,,…, 4, 中 任意 一 点 都 至 少 引出 了 三 条 线 
段 , 则 所 连 线段 数 m> 隐 

车 4 4，…4 中 有 一 点 (不 妨 设 为 41), 至 多 引出 了 两 条 线段 , 则 有 如 下 两 种 情形 : 

情形 1.4, 只 引出 一 条 线段 ,不 妨 设 414,, 则 与 4, ,4; 都 连 有 线段 的 点 不 存在 , 矛 
盾 .同样 地 , 若 4, 不 引出 线段 亦 可 得 矛盾 . 

情形 2. 4, 恰 引 出 两 条 线段 4 4; 和 4) 4; ,这 时 一 定 要 连 出 线段 4,4;( 因 为 对 于 点 
对 4,4:, 只 能 是 4 与 4 ,4, 都 有 线段 相连 ) . 

考虑 点 对 4 ,4;(i>4), 由 条 件 4; 必 与 如 ,4; 中 某 一 点 有 线段 相连 .又 由 情形 1 
的 证 明 可 知 ,4; 至少 引 出 两 条 线段 ,所 以 从 4, ,4,,…, 4。 出 发 的 线段 条 数 之 和 最 少 为 
2(n -3), 且 其 中 至 少 有 mm -3 条 是 从 4, 或 4; 引出 的 线段. 且 若 n 为 奇数 , 则 其 余 n - 


3 条 线段 每 条 至 多 重复 计数 了 两 次 , 故 这 时 所 连 线段 数 m>3+ (n - 3) + 2 了 3 = 
2 -= [322] ; 若 。 为 偶数 , 则 其 余 n -3 条 线段 中 至 多 有 n -4 条 重复 计算 了 两 
次 ,这 时 所 连 线段 数 m>3+ (n -1) + "了 4+1= 222 = [332] .注意 到 也 > 


[3352] , 故 不 论 什么 情形 下 ,都 有 m> [ 32 元 3] . 

其 次 , 若 ”为 奇数 , 则 我 们 连 线段 4 4 ,44454444 4 4 这 
时 所 连 线段 数 为 n -1+ 2 了 :+ = 2323 = [32 二 23] ; 若 n 为 偶数 , 则 我 们 连 线段 4,4,， 
由 和 4 和, 这 时 所 连 线段 数 为 上 -1+ 了 2 +1= 
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竹 吾 中 附 层 卫 届 溢 遇 辐 这 并 O 


离 互 宁 洲 要 捷 性 注 淹 同 涉 症 O 


| 即 3>2n; 故 大 >lom2n 三 [log2m]. 从 而 上 >[log2m]+1. 


上 log2n+1, 所 以 大 = [log2n] +1. 取 al =1,as =3,…，os =3 ,由 数 的 三 进 制 表示 可 


>2 -= [ 382] ,显然 依 上 述 方法 所 连 的 线段 满足 题目 条 件 . 


综 上 知 所 连 线 自 数 m 的 最 小 值 为 [322] . 

注 本 题 也 可 以 从 构造 特例 入 手 先 估计 出 最 小 值 ,再 进行 论证 . 

例 10 给 定 正 整数 ,已 知 克 数 都 是 正 整数 的 大 块 硅 码 和 一 台 天 平 可 以 称 出 质量 
为 1,2,…n 克 的 所 有 物品 , 求 & 的 最 小 值 /(n). (1999 年 全 国 高 中 联赛 加 试 试题 ) 

解 ” 设 块 夸 码 的 质量 为 a1 ,ay,…,ai 克 ,和 且 1<asaos<<a(a€EN,,l< 
i< 月 . 因 天 平 两 端 可 以 放 硅 码 , 故 可 称 质量 为 加 sa ,和 E | - 1,0,1 . 若 利用 这 上 块 夸 
码 可 称 出 质量 为 1,2,…,n 克 的 物品 , 则 上 述 表达 式 可 表 出 1,2,…,n, 并 且 由 对 称 性 
也 可 表 出 0, -1, -2,…, -nn, 即 

[xed El -1,0,11 310, +1, 2, + nl. 


所 以 2n +1=110, 21, 2, nl elm ln El-1,0,1N1<3., 


所 以 所 求 n 的 最 小 值 f(n)>[logs2n] +1. 
另 一 方面 ,对 任意 正 整 数 n, 存 在 正 整 数 , 使 3: >2n >>3*', 即 lop2n<k< | 

知 对 任意 0<p<34 -1, 存 在 y,€ 10,1,2}(i=1,2,…,k) 使 
p= Byer. 


上 k 2 
于 是 p -于 = ye -33 = Da. 


令 和 = 庆 贡 则 和 Ee1-1,0,1, -3 了 1<p - 3 了 1 < 3 1, 故 对 一 切 满足 


-2 了 1<1<3 才 :的 整数 1, 都 存在 “E11,0,11(i=1,2,…, 有 ) 使 


= 2 xia, 


i 
i=l 


因为 24<3: 有 2n<3: -1,n<3 了 +, 所 以 对 一 切 满足 - n<1<n 的 1, 仍 有 上 式 


成 立 . 故 用 重 为 a1 ,a,,…, a 的 夸 码 在 天 平 上 可 称 出 1,2,…,n 克 的 任何 物件 . 
综 上 ,可 知 上 的 最 小 值 为 /(m) = [log2n]+1. 


注 本 题 的 答案 也 可 以 写 为 /(n) = m( 了 1!<n<3 


=m(3-< 


n< 污 ). 

(4) 极 端 情形 估计 

根据 组 合 结构 满足 的 条 件 , 对 其 极端 情形 (最 有 利 (或 最 不 利 ) 的 情形 ,最 大 (小 ) 的 
可 能 情形 ,等 等 ) 进 行 估计 ,从 而 得 出 所 求 的 最 大 (小 ) 值 . 

例 11 平面 上 的 点 集 W 与 7 个 不 同 的 圆 C,,C,,…, Ci 满足 : 圆 C, 上 恰 有 MM 中 大 
个 点 (k=1,2,…,7), 则 M 中 最 少 有 几 个 点 ? 

解 ”C, 上 最 少 有 玉 中 7 个 点 ,Cs 上 有 M 中 6 个 点 ,其 中 至 少 有 6-2=4 个 点 不 | 


在 C; 上 ( 因 两 个 圆 最 多 有 两 个 公共 点 ), C; 上 有 中 5 个 点 ,其 中 至 少 有 5-2x2=1 
个 点 不 在 Cs 和 C 上 , 故 M 中 的 点 数 1M1 满 足 

IMI>7+(6-2)+(5-4)=12. 

另 一 方面 ,如 图 4- 1 中 7 个 圆 C,,C,,…,C; 满足 G, 上 恰 有 M= {pi,p,,…, pl 
中 个 点 (k=1,2,…,7). 


故 所 求 1M1 的 最 小 值 为 12. 

CNM=1P|, CNM= |P,, Po!, 

CNM=1Ps,P, Po ,CNM= |P,,P,,P,, Pol}, 

CsNM= {P,P;, Ps, Pn, P,!, 

GlMs PD DP Po, Pl 

CNM= {P,P,, Ps, P,P;s,P,,P,!. 

例 12 如 图 4-2,x,x2,…,xw 是 0,1,2,…,9 的 一 个 排列 ,使 得 4 个 圆 的 每 一 个 
圆 内 的 各 数字 之 和 相等 , 设 为 5, 求 $ 的 最 小 值 和 最 大 值 . 

解 ” 先 求 最 小 值 . 

S=x2+X3t Xt Xst+ Xt+ Xe t+ xo0+1+2+3+4+5+6=21. 


另 一 方面 ,如 图 4-3, 知 $=21 可 以 成 立 ,所 以 5 的 最 小 值 为 21. 


壮 盏 中 淳 导 五 眉 溢 放 加 诉 交 0 


再 求 最 大 值 .由 已 知 条 件 易 得 
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10 
| 又 S+(x) + xet zo) = x=0+1+2+." +9=45, 


图 4-2 图 4-3 


%1 = %1 十 X8 十 MX9y 
Xe = X2+ Xs + Xo, 
Xi0 = %2 十 %3 十 %T， 


所 以 wx + e+ xio =2(x2 + X71 + Xo) + (x3 + xs + Xe). 


所 以 45+ (xy+ XrI+xo) = Xt (Xi+ Xe+ rio) +2(X2 + I+ x9) + (x3+ Xs + xs) 
=x4+2(x1+ zxe + xi0) = %4 +2(45— S$), 

2S=45+x-(z+z+z)<45+9-(0+1+2)=51. 
又 $ 为 正 整数 ,所 以 S<25. 

注意 到 S$=25 时 ,x4-(x+xy+xo)=5 且 x+x+x%o=45-25= op 
5+ (Xs+%7+ Xo) 寡 5+0+1+2=8, 所 以 x。=8 或 9,|x,,xi,xo| = 10,1,2} 或 10,1,31]. 
从 而 {x1 ,xsyxol = [9,7,4} 或 18,7,51, {x3,xs,xe} = |3,5,6| 或 {2,4,6} .由 图 4-4 或 
图 4~5 知 S=25 可 以 成 立 ， 

所 以 ,S 的 最 大 值 为 25. 


A 
”好 


图 4-4 图 4-5 


(5) 反 面 情形 估计 
当 按 照 以 上 各 种 方法 ,从 一 正面 人 手 进行 估计 感到 困难 时 ,可 考虑 从 反面 人 手 进 


行 估计 ,从 而 得 出 所 求 的 最 大 (小 ) 值 
例 13 在 100x 25 的 长 方形 表格 中 每 一 格 填 人 一 个 非 负 实 数 ,第 i 行 第 j 列 填 人 
的 数 为 m, 记 为 表 1 .然后 将 表 ! 每 列 中 的 数 按 由 大 到 小 的 次 序 从 上 到 下 重新 排列 为 
和 yj = 1,2,…25); 记 为 表 2. 
求 最 小 正 整 数 ,使 得 只 要 表 1 中 填 人 的 数 满足 名 mw <1(i=1,2,…,100), 则 当 


i> 4 时 ,在 表 2 中 就 能 保证 :名 ;<1. (1997 年 全 国 高 中 联赛 加 试 试题 ) 
1.1 2 和 和 | A | oia Ne Wi 
Nal X22 ww X22 | X21 | X22 | 2 X22 

Xi001 Xi00,2 国生 100.25 
表 1 表 2 


分 析 要 使 i>k 时 ， Bw < <1, 由 表 2 的 构造 知道 只 要 表 1 中 有 一 行 ( 设 为 第 + 


行 ) 的 各 数 在 表 2 中 前 大 行内 都 出 现 ,于 是 i>k 时 ， pa 2 <1. 正 面 估 计 有 困 
难 ,我 们 从 反面 估计 :如 果 表 1 中 每 一 行 至 少 有 1 个 教 在 表 2 的 前 k 行 不 出 现 ,k 最 多 
是 多 少 ? 

解 ” 如 果 表 1 中 每 一 行 至 少 有 1 个 数 在 表 2 的 前 上 行 不 出 现 ,那么 表 2 的 前 上行 
中 至 多 有 表 1 中 24 x 100 = 2400 个 数 , 故 25k<2400, 即 <96. 

所 以 当 k=97 时 , 表 1 中 必 有 某 一 行 ( 设 为 第 r 行 ) 的 25 个 数 在 表 2 的 前 行者 
出 现 .于 是 由 表 2 的 构造 规律 当 i> 上 时 ,有 xy <%y(j =1,2,…,25), 从 而 由 已 知 条 件 
知 


BB el. 
所 以 kw <<97. 
另 一 方面 , 取 
0(4(j- D+1lsis4) 


二 下 : (j=1,2,.…,25). 
324( 其 余 的 让) 


这 时 总 xi =24x 走 +0= 1(i=1,2,…,100) 满 足 条 件 ,并 且 重 排 后 ,在 表 2 中 有 


袖 互 中 监 臣 笑 心 亚 汪 同 涉 交 Oo 


吵 渍 避 笑 屁 注 济 同 兴 尖 0 


洽 互 


这 时 名 y= 南 x25= 盆 >1(1<i<96). 


综 上 ,得 的 最 小 值 为 97. 
例 14 从 1,2,3,…,1000 中 最 少 应 选 出 了 多 少 个 不 同 的 数 ,才能 保证 选 出 的 数 中 


| 必 存 在 3 个 不 同 的 数 构成 一 个 三 角形 的 三 边 长 ? 


解 ” 设 所 求 最 小 正 整 数 为 n. 由 于 任意 n 个 不 同 的 数 中 要 保证 存在 3 个 不 同 的 数 
构成 三 角形 的 三 边 长 , 故 正面 探求 n 不 容易 ,为 此 从 反面 人 手 , 考 察 无 3 个 不 同 的 数 构 
成 三 角形 的 三 边 长 时 ,最 多 有 和 多少 个 数 .因为 对 0< a< b<c,a,b,c 不 能 构成 三 角形 
三 边 长 的 充 要 条 件 是 a + b<c. 特 别 当 a + b=c 时 ,这 样 的 数组 (a, b,c) 为 最 多 .于 是 
考察 数组 1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987 这 15 个 数 ,其 中 任意 3 个 
不 同 的 数 均 不 能 构成 一 个 三 角形 的 三 边 长 ,所 以 n>>16. 

另 一 方面 , 设 1< al < ocx <… < aw <1000 是 任 取 的 16 个 正 整数 , 若 其 中 任意 3 个 
数 都 不 构成 三 角形 的 三 边 长 , 则 ca >l,a > ai, 所 以 ua>2,a>al+a>l+2=3， 
aa 三 aa + 22+3=5,a>43+a4>3+5=8,a6> 40+as>5+8=13,a1> as + a> 
8+13=21,as>a6+ a>13+21=34,ag>a+ as =21 +34=55,aw0>as +ag=34+ 
55 =89, al > ao+ ao 大 55+89= 144,ap> aw + an>89+144=233,as>au + an> 
144+ 233 =377,as> atp + as 三 233+377 = 610, as 三 aa + au 三 377 + 610 = 987, au6 = 
au + as 三 610 + 987 = 1597, 这 与 a <1000 矛 盾 . 

故 cl ,aa,… ,ak 中 必 有 3 个 数 构成 三 角形 的 三 边 长 . 

综 上 知 最 少 要 取 16 个 不 同 的 数 . 


2. 组 合 分 析 法 


设 所 研究 的 组 合 对 象 的 个 数 m 的 最 大 (小 ) 值 为 mo ,通过 组 合 分 析 确 定 mo 最 多 
( 少 ) 应 为 多 少时 ,才能 保证 题 中 的 结论 成 立 . 

例 1 给 定 正 整数 r 和 n, 求 最 小 正 整 数 m, 满 足 : 若 将 集合 5 = 并,2,…,m| 任 意 
分 成 + 个 两 两 不 相交 的 子 集 4,, 4;,…, 4,, 则 必 存 在 两 个 正 整数 ,5 属于 同一 个 子 集 


hl1<isn) <as Yb. 


解 首先 , 按 模 r 的 剩余 类 将 S = |1,2,…, mj 分 成 r 个 两 两 不 相交 的 子 集 , 4,， 
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4,，…,4,, 其 中 4; = |EIEKES 且 k=i(modr)}(i=1,2,…,r). 
于 是 ,对 每 一 个 4,(1<is<r) 及 任意 a,bEA(a>48), 有 a-b>r, 且 b<a-r<sm- 


r. 于 是 
a_l+2-b 
Bs b m-r. 


于 是 , 当 m-r<nr, 即 m< (n+1)r 时 ,有 全 >1+ 志 >1+ 二 , 即 a> tbh. 

故 当 m < (n+1)r 时 ,不 满足 题目 条 件 . 

另 一 方面 ,车 m>>(n+1)r 且 将 $= |1,2,…, mj 任意 分 成 r 个 两 两 不 相交 的 子 集 
41,4;,…,4, 则 在 S 中 可 取 r + 1 个 数 ;nr,nr+1,…,nr+r, 由 抽 屋 原理 知 其 中 必 有 两 
个 数 a,b(a > 5) 属 于 同一 子 集 4;, 且 满足 nr<6b<asnr+r, 从 而 有 a-b<r,b> 


mr 于 是 1< 全 =1+ F<1+ = 2 二 |, 即 5<a<4 二 16. 故 当 m 之 (n+1)r 时 , 满 


足 题目 的 条 件 . 
综 上 知 m 的 最 小 值 为 mo = (n+1)r. 
例 2 求 最 大 正 整数 n ,使 存在 n 个 不 同 实数 x ,x,，,…, x, 满足 :对 任意 1 < i < 
j<n, 有 (1+ xix)* <0.99(1+ x?)(1+ *?). 
解 首先 ,(1+ xiwj)”<0.99(1+ x?)(1+x?) 
100(1+ xi%) <99(1+ x?)(1+%?) 
9 (I+ xi)(T+ x) — (1+%%) ] (+ rr) 


入 
Xi = sl 
l+x%/ -99 


工 
nm 


CE EE | 

由 此 联想 到 两 角 差 的 正切 函数 公式 : 令 x; = tang vang= -7 , 则 上 式 等 价 于 

tan(b -6)>tam0， 

一 方面 ,对 任意 器 个 实数 zz， ,令吉 =tan0i( 一 于 <0< 于 ,i=1,2,…n， 
且 01< 09,<…<0,), 那 么 

当 b,-b > 二 lx=x- 于 时 ,由 -0<r 得 

tam(b. ~ 0\) < tan E; 


当 4. -bs<23lx 时 , 因 0-0=(0 -900)+(0-0)+…+(0.-0.), 故 存在 


167 


容 瑟 中 篮 否 括 心 泣 洒 加 站 将 O 


i(l<is<sn-1) 使 0< 9.,, -4< 亚 ,所 以 


9 
奥 

林 tan(b — 0:) <tan? TE. 

匹 n 

训 由 上 可 知 ,总 存在 i,j(1<i<j<n) 使 

下 tan(b -0)<tan 工 

和 即 (coe” |( 吉 吉 ) <sin es sin EE) (1 + ns) (eon TE) ny. 
问 

题 


两 边 加 (cos* Tl + iw)?* 得 


(1+ %%) >( cog E)[(s x) + (1+r%)]= C008 TE)(1+ 4)(1+ 7). 


而 当 n 宇 32 时 ,有 cos =1- sin x>1-(E) >1-{( 引 ) >1- (二) =0.99, 即 当 
n 之 32 时 ,对 任意 n 个 实数 和 ,x,，,…, x, ,其 中 必 存 在 两 个 实数 x; ,x 使 

(1+xi%) >0.99(1+ x)(1+ 2%?). 
故 =>32 时 ,不 存在 n 个 实数 满足 题目 条 件 . 


另 一 方面 , 取 31 个 实数 x, = tan( 刘 )(i= 1,2,…,31) ,其 中 0= antm -局 ， , 则 tang = 


VW x 
页 < 间 < 革 <tmm 东 , 即 0<0< 东 .所 以 , 当 1<i<j<31 时 


g<(j- Db<300<3 =-r- 革 <x-0. 


从 而 有 um - D0>uar0= 击 ， 


即 人 Tm 这) > > 元 
由 此 可 得 (1 + xxj)?<<0.99(1+ x?)(1+ x?). 
故 存在 31 个 实数 x ,x ,… ,xa 满足 题目 条 件 . 
综 上 知 所 求 n 的 最 大 值 为 31. 
例 3 学 校 举 办 足球 循环 赛 ,每 个 参赛 队 都 与 其 他 队 各 赛 一 场 , 胜 一 场 积 2 分 , 平 
一 场 积 1 分 , 负 一 场 积 0 分 .已 知 仅 有 一 个 队 积分 最 多 ,但 他 胜 的 场 数 最 少 , 问 最 少 有 
几 个 队 参赛 , 才 有 这 种 可 能 ? (1990 年 第 16 届 全 俄 奥林匹克 九 年 级 试题 ) 
解 称 积分 最 多 的 队 为 冠军 , 设 冠军 胜 n 场 , 平 m 场 , 则 他 共 积 2n + m 分 .由 假 


设 知 其 余 各 队 胜 的 场次 不 少 于 n+ 1, 即 积分 不 少 于 2(n+1). 由 2n+m>2(n+1), 得 
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m 宇 3, 从 而 有 队 踢 过 平局 ,他 们 的 积分 不 少 于 2(n+1)+1. 由 2n+m>2(n+1)+1， 
得 m=4. 

冠军 队 至 少 胜 一 场 ,否则 ,他 的 积分 不 多 于 5S - 1(5 为 参赛 队 数 ) ,其 余 各 队 的 积分 
均 少 于 S -1. 于 是 ,所 有 各 队 积分 之 和 少 于 S(5 - 1) ,而 每 赛 一 场 ,双方 积分 之 和 为 2， 
因此 各 队 积 分 之 和 应 是 2C3 = 5(5 - 1) ,矛盾 .于 是 mn> 1,m>4, 因 此 冠军 队 参 加 比赛 
的 场 数 不 少 于 5, 参 赛 队 数 (包括 冠军 队 ) 不 少 于 6 个 . 

下 面 比赛 积分 表 表 明 , 有 6 个 队 ( 分 别 用 4 ,4:,43,44,45,46 表示 ) 参 赛 , 且 满足 
题 设 要 求 的 比赛 结果 .因此 ,最 少 有 6 个 队 参 赛 . 


例 4 用 水 平和 垂直 的 直线 网 把 一 块 正 方形 黑板 分 成 边 长 为 1 的 n? 个 小 方 格 , 试 
问 对 于 怎样 的 最 大 正 整 数 n, 一 定 可 选 出 n 个 小 方 格 使 得 任意 面积 不 小 于 的 矩形 中 
都 至 少 包含 上 面 选 出 的 一 个 小 方 格 (和 矩形 的 边 是 沿 着 直线 网 的 )? 

(1993 年 第 19 届 全 俄 奥 林 匹 克 十 年 级 试题 ) 

解 由 题 意 显然 可 得 ,如 果 选 出 = 个 小 方 格 满足 问题 条 件 ,那么 ,在 每 一 行 、 每 一 
列 都 恰 有 一 个 选 定 的 小 方 格 . . 

称 第 一 列 中 选 定 的 方 格 所 在 的 行为 4. 若 4 是 第 一 行 , 则 称 第 二 ,三 行为 B.C; 车 
4 是 第 =” 行 , 则 称 第 n -ln -2 行为 B、C; 若 4 不 是 第 一 行 与 第 n 行 , 则 称 与 4 相 邻 
的 两 行为 B、C. 


设 行 B 中 第 个 方 格 是 选 定 的 .如 果 b< [号 ] 或 5> mn- [号 ] +2( 这 时 [x] 表 示 


不 大 于 x 的 最 大 整数 ) ,那么 4、B 两 行 中 第 [ 对] + 1,[ 号] +2,…,n 列 构成 的 矩形 或 
第 2,3,…,n [号 ] + 1 列 构成 的 矩形 的 面积 为 2(n - [号 ] ) > n, 而 其 中 不 含 选 定 的 


方 格 , 所 以 ,必须 有 [号] + 1<5<m- [号 ] +1. 再 考虑 4、B、C 三 行 中 由 第 2,3,…， 


渭 百 中 浴 要 捷 性 泗 剖 同 潍 将 oO 


疝 瑟 路 篮 否 天 虫 泛 油 回头 关 0 


[号 ] 列 构成 的 矩形 ,以 及 由 第 n- [号 ] + 2,n - [ 羡 ] +3,…,n 列 构成 的 矩形 ,这 两 个 


矩形 的 面积 都 为 S$=3( [号 ] - 1) ,并 且 当 mn>8 时 ,有 S> n, 以 及 这 两 个 矩形 中 都 不 仿 

4 .有 两 行 中 选 定 的 方 格 .而 C 行 中 只 有 一 个 选 定 的 方 格 , 所 以 这 两 个 矩形 中 一 定 有 一 

个 不 包含 有 选 定 的 方 格 ,可见 当 mn>8 时 ,不 满足 题目 的 条 件 . | 
另 一 方面 ,如 图 4-6, 知 当 n=7 时 ,有 满足 题目 要 求 的 选 法 . 


因此 ,所 求 最 大 的 正 整数 n 等 于 7. 
3. 计数 方法 


根据 问题 的 条 件 和 结论 ,利用 第 一 章 介 绍 的 计数 方法 (映射 . 算 二 次 、 容 斥 原理 等 
等 ) ,建立 一 个 不 等 式 ,从 而 确定 要 求 的 最 大 (小 ) 值 . 

例 1 直角 坐标 平面 上 的 直线 1 称 为 规范 直线 ,如 果 它 与 x 轴 、y 轴 或 直线 y= + x 
之 一 平行 或 重合 ,直角 坐标 平面 上 任 给 6 个 点 ,其 中 任意 两 点 连 一 直线 ,这 些 直线 中 最 
多 有 几 条 规范 直线 ? 

解 ” 设 平面 上 给 定 6 个 点 构成 的 集合 为 4, 过 4 中 任意 两 点 作 一 直线 , 设 其 中 有 | 
条 规范 直线 ,它们 构成 集合 B. 若 4 中 一 点 a 在 B 中 一 条 规范 直线 1 上, 则 将 a 与 1 | 
配 成 一 对 ,这 对 子 集合 记 为 5. 一 方面 ,对 任意 a€ 4, 过 a 的 规范 直线 至 多 有 4 条 ,又 | 
141=6, 所 以 
1S1<4141=24. 
另 一 方面 ,对 于 B 中 任意 一 条 规范 直线 1, 1 上 至 少 有 4 中 两 点 , 且 181= 上 ,所 以 
1S1>21B| =2k. 
所 以 2k<24,k<12. 
车 k=12, 则 151=2k=4x6, 即 过 4 中 每 点 恰 有 4 条 规范 直线 并 且 每 条 规范 直线 


上 人 恰 有 4 中 两 点 .因为 4 是 有 限 点 集 , 故 存在 一 个 矩形 区 域 
DD, 它 的 两 组 对 边 分 别 平行 x 轴 和 y 轴 , 且 使 4 中 6 点 全 在 D 
的 边界 或 内 部 ,并 且 D 的 每 条 边 上 至 少 有 4 中 一 个 点 .于 是 ， 
D 的 每 边 所 在 直线 均 为 规范 直线 ,并 且 D 必 有 一 项 点 a 是 4 
中 的 点 (否则 D 的 每 边 上 有 4 中 两 个 不 同 的 点 ,4 边 上 有 4 
中 8 个 不 同 的 点 ,矛盾 ) .而 过 顶点 a 的 4 条 规范 直线 中 必 有 
一 条 与 区 域 D 只 有 一 个 公共 点 , 即 1 上 恰 有 4 中 一 点 ,这 与 
每 条 规范 直线 上 有 4 中 两 点 矛盾 ,所 以 kh<11. 

另 一 方面 ,如 图 4-7 中 6 点 a1,a,,…,a6, 恰 有 11 条规 
范 直 线 , 每 条 经 过 其 中 两 点 . 

因此 ,连接 6 点 中 任意 两 条 的 规范 直线 最 多 有 11 条 . 

例 2 一 次 排球 循环 赛 后 发 现 ,对 其 中 每 两 个 球 队 , 总 有 第 3 个 球 队 打败 了 这 两 个 
球 队 . 问 最 少 有 几 个 球 队 参 加 比赛 ? 

解 设 有 个 球 队 41,4,,…, 4h, 参加 了 比赛 ,它们 打败 的 球 队 数 依次 为 a)， 
路， 由. 因 一 共 比赛 了 C* 场 ,每 场 球 必 有 一 个 球 队 被 打败 ,所 以 

dit+d+t+"+d.=C. @ 

由 已 知 条 件 ,对 任意 两 支 球 队 4;, 4)(1<i,j<n), 必 有 球 队 A 交 这 
同时 打败 了 4; 和 如 (上 闫 i, 让 ). 同 理 又 有 球 队 4, 同时 打败 了 4; 与 
h(t 关 i,j,) ,还 存在 球 队 4, 同时 打败 了 4 与 4,(r 关 1,k,i)( 如 图 4 
4- 8 中 省 一 4 表示 4 打败 4), 于 是 ,任意 一 个 球 队 4; 至 少 被 3 个 人 4 
球 队 4 ,4 ,4, 打败 ,所 以 di <n -4(i=1,2,…,n). ©@ 图 4-8 

如 果 4h 同时 打败 4; 与 4, 则 将 14;, 4; ,4 组 成 一 个 “三 队 组 ”, 这 种 “三 队 组 ”的 集 
合 记 为 S, 因 任意 两 队 都 至 少 有 一 个 队 打败 它们 ,至 少 形成 一 个 “三 队 组 ”, 故 

Islyw te. @ 

另 一 方面 ,对 每 一 个 队 4, 它 打败 了 di 个 队 , 可 形成 C3 个 含 4 的 “三 对 组 ”, 所 以 


Ta 
0531- 总 G 4A- © | 


由 @,@@,@,@ 得 
n(n -4 >3 >2c: + =3C2. 
即 2n? -19n+35>0,(2n -5)(n-7)=0, 
所 以 ns 号 或 n>7. 


滴 百 中 澳 否 捷 必 泣 水 由 入 着 O 


离 百 路 监 下 丘 性 涟 油 巾 站 闻 O 


=2nm +(n-2)k+2n 一 2. [Oy 
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但 因为 至 少 有 3 个 队 参 加 比赛 ,所 以 n=7. 
下 表 举 出 了 7 个 队 参 赛 的 符合 题 意 的 例子 : 
A 42 43 A As A 胜 场 数 负 场 数 
4 | 负 负 胜 | 3 a | 
4 胜 胜 胜 3 每 
As 负 胜 胜 负 3 出 
4 | 胜 | 负 | 负 负 3 3 | | 
4 | 负 | 胜 | 负 | 负 胜 3 3 || 
和 | 胜 | 胜 | 胜 | 负 负 3 3 
4 负 负 胜 胜 3 3 


故 最 少 有 7 支 球 队 参 赛 . 

注 mn>7 也 可 用 下 列 组 合 分 析 法 得 到 : 设 4 是 所 有 队伍 中 取胜 场 数 最 多 的 队 ,于 
是 同上 述 解法 知 至 少 有 3 个 队 打败 4, 即 4 至 少 失利 3 场 .又 4 是 胜 的 场次 最 多 的 队 ， 
故 4 获胜 的 场次 不 少 于 失利 场 数 (否则 各 队 取 胜 的 总 场 数 少 于 失利 的 总 场 数 ,矛盾 )， 
这 样 4 至 少 胜 3 场 也 至 少 负 3 场 , 即 4 至 少 比赛 6 场 , 故 最 少 有 7 支 球 队 参 加 循环 赛 . 

例 3 nm(=>5) 支 球 队 进行 单 循环 赛 , 胜 者 得 3 分 ,平时 各 得 1 分 , 负 者 得 0 分 ,结果 
倒数 第 3 名 的 队 的 得 分 比 排 在 它 前 面 的 队 都 少 ,而 比 最 后 面 两 队 都 多 ;而 其 获胜 场 数 
比 前 面 的 队 都 多 , 却 比 后 面 两 队 少 . 求 队 数 ” 的 最 小 值 . 

(1998 年 中 国 国 家 队 选 拔 考试 试题 ) 

解 设 n 个 队 按 得 分 先后 往 前 排 依次 为 41 ,4 ，…4,. 设 本 胜 m 场 , 平 太 场 , 则 
积分 为 3m; + &;, 依 题 意 当 i=1,2 时 ,mi 宇 ms+1,3m; + 名 <3ms+k 1, 而 当 i=4 
时 ,mi <m -13mi + 下 >3ms+ 及 +1I. 故 比赛 的 总 场 数 为 


去 a(n-D= C= 归 mw + 二 旺 - 
n(n—l) =2m, + Dh ; 
>29m, +2ms + 2 m, + hk + Oh 
>4(m + 1) +2m3+2Sm+ 襄 + 辣 | 


=6ms +4+ 后 + 避 (3m+ 色 ) -六 mm 
>6m+4+k+(n-3)(3m+h+1)-(n-3)(m -1) 


而 由 i=4 时 ,0<m<m-1 知 ms>1. 故 5=12 时 略 >mo+1l>2, 即 4i,4; 至 少 胜 
两 场 ,而 4; 为 了 积分 超过 4, 和 4: , 故 4; 必须 比 4 和 4 中 每 队 至 少 多 平 4 场 ,所 以 
a 宇 4. 同 理 当 i>4 时 ,4, 至 少 比 4, 多 平 4 场 , 即 每 个 4, (i 二 4) 至 少 平 8 场 ,所 以 n= 
9. 故 hs 至 少 1 胜 4 平 3 负 ,4, 和 4; 每 队 至 少 2 胜 6 负 ,可 见 4 ,4,,4; 一 共 至 少 输 掉 
3+6+6=15 场 ,除了 它们 互相 比赛 的 3 场 外 ,它们 至 少 输 给 4,, 4s,…, 4,12 场 , 即 
44,45，… A 在 4i,4z,4;, 身上 至 少 胜 12 场 . 若 4,, 4;,…, 4h, 每 队 只 胜 一 场 , 则 
于-3>12,mn15. 否 则 ,4.,4; ,…, A, 至 少 有 一 个 队 4 (1<i。<n) 胜 2 场 , 即 mu >2, 


于 是 ms: > ma + 1>3. 又 >>4, 代 入 @ 得 
n* -n>6n+4(n-2)+2n -2, 
即 对 -13n+10>=0. 


13+V13 -4x10_13+V129 、13+11 _ 
= = 


所 以 n> “=12. 
故 n 宇 13. 可 见 ,总 有 mn>>13， 

| 43 | 42 | 4n a | A5 |414|414|14143|4 14 | 胜 | 平 
4n 卜 AN 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 胜 | 胜 | 抽 | 2 | 9 
4 | 平 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 胜 | 负 | 胜 |2|9 
an| 平 | 平平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 胜 | 胜 | 负 | 219 
hn| 平 | 平 | 平 人 | 于 加 GE 
因 | 平 | 平 | 平平 | 平平 | 平 | 平 | 平 | 胜 | 胜 | 负 | 2 | 9 
加 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平平 | 平 | 胜 | 平 | 平 | 星 | 扣 |21。 
入 | 平 | 平 | 平 | 平平 | 平 人 六 | 星 | 平 | 平 | 平 | 抽 | 胜 | 2 [9 
全 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 负 [ 平 | 平平 | 乃 | 星 | 219 
| 平 | 平 | 胜 | 胜 | 2 |9 
4| 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 平 | 抽 [ 星 | 星 | 2 |。 
入 | 负 | 负 | 负 | 负 | 负 | 平 | 平 | 平 | 平 | 星人 | 姓 | 胜 | | 4 
4 | 负 | 胜 | 负 | 胜 | 负 | 负 | 胜 | 负 | 负 | 负 | 负 胜 |4|10 
1 | 胜 | 负 | 胜 | 负 | 胜 | 胜 | 负 | 负 | 负 | 信 | 负 | 负 4|0o 


当 n=13 时 ,A33 胜 4 平 5 负 ,41,4, 都 是 4 胜 8 负 ,44,4As,…,Ais 都 是 2 胜 9 平 1 
负 , 如 上 表 所 示 知 道 这 种 比赛 结果 是 能 够 实现 的 . 

因此 ,所 求 n 的 最 小 值 是 13. 

例 4 某 班 共 30 名 学 生 ,每 名 学 生 在 班 内 部 都 有 同样 多 的 朋友 ,期 末 考 试 后 ,任何 


离 互 宁 疏 否 丘 性 泛 涟 区 兴 症 O 


汕 瑟 宁 监 否 生 性 泛 油 局 六 交 0 


两 人 的 成 绩 都 可 分 出 优 劣 ,没有 并 列 者 , 比 自己 的 多 半 朋 友 的 成 绩 都 好 的 学 生 称 之 为 
好 学 生 , 问 好 学 生 最 多 有 几 名 ? . (第 20 届 全 俄 奥林匹克 试题 ) 
解法 一 ” 蒋 每 人 有 上 个 朋友 ,全 班 有 x 个 好 学 生 . 若 学 生 a 比 他 的 朋友 上 好 , 则 将 
a 与 6 组 成 一 对 ,这 种 对 子 集合 记 为 5. 
一 方面 最 好 的 那 名 学 生 比 它 的 & 个 朋友 都 好 ,可 配 成 对 ,其 余 x -1 名 学 生 , 每 


人 都 至 少 比 它 的 [ 各] +1> 凶 :个 朋友 好 ,每 人 至 少 配 成 人 对 ,所 以 
1S1>4+(z-1)(4 二 1)， 


另 一 方面 ,30 名 学 生 , 每 人 恰 有 大 个 朋友 共 形成 20 = 15k 对 子 集 , 所 以 1S1< 
15k. 

所 以 4+ (xz- D( 寻 1) <154， 即 x< 总 和 +1= 2- 放 i. 0O 

其 次 , 设 C 是 好 学 生 中 最 差 的 1 名 , 故 比 C 差 的 学 生 最 多 有 30 - x 个 ,而 C 的 大 


个 朋友 中 至 少 有 [ 专 ] + 1> 二 二 1 个 比 C 差 ,所 以 


1 , 即 上 <59-2x. © 


30-x> 好 


28 14 
将 @D 代 入 @ 得 *<29- 而 27=29- 届 2, 即 


x -~ S9x + 856>0. 
解 得 *<3 溯 如 <26 或 #39 志 入、30( 全 去). 


所 以 n<25. 
下 面 例子 表明 好 学 生 可 以 为 25 人 (由 名 中 等 号 成 立 知 这 时 k=9). 
用 1,2,…,30 这 30 个 号 码 分 别 表 示 1 2|3|415 


第 1 名 ,第 2 名 ,…, 第 30 名 学 生 , 并 将 这 


此 号 码 填 人 如 图 4~9 的 6x 5 的 表格 中 ， 有 


规定 : 

(1) 第 1 行 中 每 个 学 生 的 朋友 是 同行 ey 
以 及 下 一 行 中 不 同 列 的 其 他 8 人 和 第 6 行 al 
中 同 列 的 那个 人 (例如 3 号 学 生 的 朋友 的 26 


编号 是 1,2,4,5,6,7,9,10,28); 
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(2) 第 2 行 至 第 5 行 中 每 个 学 生 的 朋友 是 相 邻 上 、 下 2 行 中 与 他 不 同 列 的 其 他 8 人 
以 及 第 6 行 中 与 他 同 列 的 那个 人 (例如 17 号 学 生 的 朋友 编号 是 11, 13, 14,15,21,23， 
24,25,27); 

《3) 第 6 行 中 每 个 学 生 的 朋友 是 上 一 行 以 及 同 列 的 其 他 9 人 (例如 编号 为 29 的 学 
生 的 朋友 的 编号 是 21,22,23,24,25,4,9,14,19). 

于 是 ,每 人 恰 有 9 位 朋友 ,并 且 编 号 为 1 至 25 的 都 是 好 学 生 . 


解法 二 车 每 位 学 生 有 24 - 1 个 朋友 ,那么 所 有 朋友 对 的 数目 为 二 x 30 x (2# - 


1) = 30k -15. 每 对 朋友 中 ,给 成 绩 较 优 的 发 一 张 奖状 ,这 样 共 发 出 了 出 了 30k - 15 张 
奖状 .显然 ,得 到 至 少 张 奖 状 的 学 生 是 好 学 生 , 而 第 1 名 总 是 拿 24 - 1 张 奖状 ,第 2 
名 至 少 拿 2k -2 张 奖状 ,第 3 名 至 少 拿 2k - 3 张 奖状 ,… ,第 名 至 少 拿 k 张 奖状 ,于 


是 这 名 好 学 生 至 少 拿 了 (2k -1) + (2 -2) +… + 上 = 直 k(3k 一 1) 张 奖状 ,余下 学 生 


至 多 拿 了 30k - 15- 方 h(3k -1) 张 奖状 .因此 ,余下 学 生 中 至 多 有 二 [304 - 15 


(3k 一 1)] 名 好 学 生 , 故 好 学 生 的 人 数 n 至 多 为 


-+ 


A 
2 


15 kk 


4+ 卡 [304-15- 志 KG3k- D]= 30 卫 EX 


<30 二 -2 
) <303 


=30 二 -V 鸡 <30 才 -5=25.5. 


所 以 n<25. 
若 每 个 学 生 有 2k 个 朋友 , 则 完全 类 似 地 ,可 发 出 30k 张 奖状 , 至少 得 到 + 1 张 奖 


状 者 为 好 学 生 . 第 1 名 至 第 上 名 至 少 得 到 了 二 k(3k +1) 张 奖状 ,因此 ,好 学 生 的 人 数 n 
至 多 为 


1 本 1 
4+ 有 [304- 卫 4(34+1)] = 天 +T[304- 本 4(E-1)] 


= 刀 ilaot+rD-30- 寺 (k+1)(k-2)—-1] 


=30-( 31 ey i 


k+l1 3 和 2 


于 三 31 .+ 
<31 本 -2 让 汪汪 -V6<31l 2 -7<25. 


a a 
例 5 在 一 次 由 个 是 非 题 构成 的 竞赛 中 ,有 8 名 选手 参加 ,已 知 对 任意 一 对 是 非 


| 


冉 吾 中 洽 避 五 惧 泛 同 渤 奖 O 


离 互 中 必 否 妖 心 泛 灌 由 新 交 O 


题 (4,B) 而 言 ( 称 (4, B) 为 有 序 对 ), 恰 有 两 人 的 答案 为 (对 ,对 ); 恰 有 两 人 的 答案 为 
(对 , 错 ); 恰 有 两 人 的 答案 为 ( 错 ,对 ); 恰 有 两 人 的 答案 为 ( 错 , 错 ) . 求 n 的 最 大 值 ,并 说 
明理 由 . 

解 ” 设 8 名 选手 为 P,P,,…, Ps,n 道 是 非 题 为 41,4,,…,4,, 作 8xn 表格 ,其 中 


第 i 行 ,第 j 列 的 数 为 
人 对 的 答案 为 "对 ”) 
5 Lo(P 对 4 的 答案 为 " 错 ") 
于 是 第 : 行 各 数 之 和 a = 思 思 表示 己 对 题目 4,，4,,…, 4, 的 答案 为 对 的 个 数 .又 依 是 
意 知 ,每 列 中 恰 有 4 个 1 和 4 个 0, 所 以 加 m =4, 于 是 


Ba = Ds 六 = 立 4=4n. 

注意 到 ,由 题目 条 件 知 对 任何 _ 列 ,将 其 中 1 全 部 换 为 0, 并 且 将 全 部 0 换 为 1 后 ， 
表 中 各 数 仍 具 有 题 中 的 性 质 . 故 不 失 一 般 性 ,可 假设 表 中 第 1 行 的 各 数 全 为 1, 从 而 
a= na; =4n-n=3n. 

如 果 参 赛 者 Pi 对 题目 4 ,4 的 答案 为 (对 ,对 ) ,那么 将 Pi, 4; ,4 组 成 一 个 “三 元 
组 ”| P.;, 4; ,4 ,所 有 这 种 三 元 组 的 集合 记 为 5. 

一 方面 ,对 每 个 Pi ,他 对 a; 个 题目 的 答案 是 “对 ”, 可 形成 C2 个 含 P; 的 “三 元 组 ”， 


(i=1,2,",8,j=1,2,.…,n), 


所 以 1s1= 风 C2. O 
另 一 方面 ,对 每 对 题目 4 , hj;, 恰 有 两 人 对 这 两 题 的 答案 是 “对 ”, 可 形成 2 个 含 
hh,4) 的 “三 元 组 ” ,而 题目 对 4 ,4; 有 C2 种 取 法 ,所 以 
1S1=2C2 =n(n—1). ©® 
由 四 及 @ 并 利用 哥 西 不 等 式 ,得 


nn-D= 羡 C = C4 + 宙 C = Ci+ 二 凡 呈 -本 写 a 
人 2 2 全 
> + 
= C2 + + 元 (3 由) 一 去 (3n) = 子 n(4n- py 


解 出 n<7. 
下 面 例子 表明 n 可 以 等 于 7: 


Pp } 1 1 1 1 1 1 
Pp, 0 0 0 0 4 1 
Pp 1 0 0 1 Ll 0 0 
Pp, 1 1 1 0 0 0 0 
Ps 0 1 0 1 0 和 0 
Pe 0 1 0 0 1 0 1 
Pp, 0 0 1 1 0 0 1 
Pp 0 0 0 1 1 0 
综 上 可 知 ,所 求 n 的 最 大 值 为 7. 
例 6 从 1,2,3,…,100 这 100 个 正 整数 中 任 取 n 个 数 ,在 这 n 个 数 中 总 能 得 到 4 
个 数 ,它们 两 两 都 互 素 , 求 n 的 最 小 值 . 
解 记 5S=11,2,3,…,n|,4;=|kIkES 且 k 被 i 整除 |(i=2,3,5), 于 是 由 容 斥 
原理 有 
l4zU4sU4:1=141+ 141+14:1- 4m41-14an41-14n4;1+14mn4m41 


=[ 唱 ， [3]+ [ 别 - [2%] - [2%] - [a3]+ + [2s 


=50+33+20-16-10-6+3=74. 
在 42U 4;U 4; 中 任 取 4 个 数 ,其 中 至 少 有 2 个 数 属于 4,, 4 , 4 中 同一 个 集合 ,它们 
不 互 素 . 

故 所 求 n 的 最 小 值 >75. 

下 面 证 明 n 的 最 小 值 等 于 75. 

记 B= 41}U1100 以 内 的 素数 | , B, = 122 ,32 ,5 72 ， 

Bs= {2x47,3x31,5x19,7x13},B, = {2x43,3x29,5x17,7x11}, 
并 令 B= BU B,U BU B,. 于 是 1B1=26+3x4=38,1S \ B1=100-38=62. 于 是 从 
5 中 任 取 75 个 数 时 ,其 中 至 少 有 75 - 62 = 13 个 数 属于 B = Bi U B,U BsU B, ,再 由 抽 


屋 原理 知 这 13 个 数 中 至 少 有 [ 2 元 2] + 1 = 4 个 数 属于 81, B,, B,, B, 中 同一 子 集 , 它 


们 两 两 互 素 . 
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综 上 知 所 求 n 的 最 小 值 为 75. 


4. 调整 法 


用 调整 法 求解 组 合 最 值 问题 的 一 般 步 又 是 :首先 ,由 题目 条 件 确定 取 最 大 (小 ) 值 
的 组 合 结构 是 存在 的 .其 次 ,通过 观察 或 分 析 探 索取 最 大 (小 ) 值 时 ,组 合 对 象 应 满足 的 
性 质 ,并 用 调整 法 来 证 明 它 的 确 具 有 所 述 性 质 .证 明 方法 是 : 若 它 不 具有 该 性 质 , 则 对 
组 合 对 象 的 结构 作 适 当 的 改变 ( 即 调整 ), 使 其 仍 满足 题目 的 条 件 , 但 对 应 的 函数 值 更 
大 (小 ) ,从 而 导致 矛盾 .最 后 ,依据 取 最 大 (小 ) 值 时 ,组 合 对 象 应 满足 的 条 件 来 求 出 这 
个 最 大 (小 ) 值 . 

例 1 设 平面 上 点 集 已 = {P,P,,…, Piwe| ,P 中 任意 3 点 不 共 线 ,将 P 中 所 有 点 
任意 分 成 83 组 ,使 得 每 组 至 少 有 3 个 点 且 每 点 恰 属 于 一 组 ,然后 将 同一 组 的 任意 两 点 
用 线段 相连 ,不 同 组 的 任意 两 点 不 连 线段 ,这 样 得 到 一 个 图 案 6. 不 同 的 分 组 方式 得 到 
不 同 的 图 案 , 将 图 案 中 以 P 中 点 为 硕 点 的 三 角形 个 数 记 为 m( 6). 

(1) 求 m( G6) 的 最 小 值 mo; 

(2) 设 6" 是 使 m( 6G" )= mo 的 一 个 图 案 , 若 将 6" 中 线段 ( 指 以 P 中 点 为 端点 的 
线段 ) 用 四 种 颜色 染色 ,每 条 线段 恰 染 一 种 颜色 ,证 明 ; 存 在 一 种 染色 方案 ,使 C" 染色 
后 ,不 存在 以 PP 中 点 为 顶点 且 三 边 颜 色相 同 的 三 角形 . 

(1994 年 全 国 高 中 联赛 二 试 试题 ) 

解 (1) 因 分 组 方法 有 限 , 故 使 m(G) = mo 的 图 案 G 存在 . 设 图 案 G 满足 m( C) = 
mo,G 由 分 组 X,,X,,…,Xw 组 成 ,其 中 XX; 为 第 i 组 点 构成 的 集合 (i = 1,2,…,83) ,并 
记 |X1= zi, 则 x + x + *** + xs = 1994, 

mo= So 下 

下 面 证 明 : 对 任意 1<i<j<83, 有 1x; -%1<1. 事 实 上 , 若 存 在 1<i,j<83 使 x, - 
加 宇 2, 则 令 x ‘= x 一 1,x5=% +1,x 和 4 = %(k 闫 ij) ,得 到 一 个 新 的 分 组 法 ,对 应 的 图 
案 为 6 ,于 是 

m(G)-m(C)= C+Csm- Cs- C=C -C1 
因为 x; %>2,x; -1>%, 所 以 m(G')-m(G)= CG -Ci<0, 即 m(G)<m(C)= 
mo, 这 与 mo 为 最 小 值 矛盾 . 

又 因为 1994=83x24+2=81x24+2x25, 所 以 mm(C) = mo 时 ,xxzxa 中 有 
81 个 等 于 24,2 个 等 于 25. 所 以 mo = 81C3 +2C3 = 168544. 


(2) 由 (1) 知 使 m(G” ) = mo 的 图 案 6" 可 分 为 83 个 互相 没有 线段 相连 的 子 图 案 
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G7 ,G2 ,…, Gg ,其 中 81 个子 图 案 GY ,G2 ，… G3 含 24 个 点 ,两 个 子 图 案 G2 ,6 含 


| 25 个 点 ,并 设 Gi 所 含 的 点 集 为 (i=1,2,…,83). 对 于 G8, 令 Xa= YUYU…U 


,YNY=G(1<i<js5) 且 171=5(1<i<5), 每 个 7 用 图 4- 10 所 示 方 法 去 染 
色 . 而 不 同 的 与 所 连 线段 用 如 图 4 - 11 所 示 方 法 去 染色 ,图 中 a,5,c,d 分 别 代 
表 4 种 不 同 颜色 ,这 样 染 好 色 的 G8 显然 不 包含 以 P 中 点 为 顶点 且 三 边 同色 的 三 角形 . 


图 4- 10 图 4-11 
对 Gs 可 同 染 Gs 的 方法 去 染色 .而 对 CG; (1<i<81), 可 先 增加 一 点 并 与 原 有 24 
点 都 连 一 线段 ,然后 按 染 G8 的 方法 染 好 色 后 ,再 去 掉 该 点 以 及 从 该 点 连 出 的 线段 ,这 
样 染 色 后 的 G; 显然 不 含 以 P 中 点 为 顶点 且 三 边 同色 的 三 角形 . 
综 上 , 便 知 结论 成 立 . 


例 2 给 定 2n 个 非 负 整 数 m ,mm 和 ce，wyec， ,满足 罗 n Ss .在 nxn 
方 格 表 的 每 一 个 小 方 格 内 任意 填 人 一 个 非 负 整数 ,使 得 第 i 行 各 数 的 和 等 于 ni(i=1, 
2,…,n), 且 第 j 列 各 数 之 和 等 于 c(j = 1,2,…,n), 记 主 对 角 线 (从 左上 角 到 右 下 角 的 
对 角 线 ) 上 的 n 个 小 方 格 内 各 数 之 和 为 5, 求 5 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解 设 第 i 行 ,第 j 列 处 小 方 格 内 填 人 的 数 为 xy(i,j=1,2,…,n), 则 

六 = Sui =1,2,.",n),c = 1,2,, 1) ,5= Dr. 

因为 5 的 取 值 集合 有 限 , 故 $ 的 最 小 值 和 最 大 值 都 存在 . 

(1) 设 某 种 填 人 法 使 $ 取 最 小 值 , 则 xu , xw ,…, x, 中 至 多 有 一 个 为 正 整 数 . 

事实 上 , 若 她 与 尺 均 为 正 整 数 (i 关 门 , 则 令 zi = 5 ~ 1, = 一 lxy= +1, 
i = 你 +1, 其 余 各 数 不 变 ,对 应 的 主 对 角 线 上 各 小 方 格 内 数 上 和 为 5', 则 仍 满足 题目 
条 件 ,但 8 = S -2< 3$, 这 与 $ 取 最 小 值 矛 盾 . 
因此 ,S$ 取 最 小 值 时 ,x , x,… ,x 中 至 多 只 有 一 个 为 正 整数 ,其 余 n -1 个 数 都 
等 于 0. 
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i) 车 zi,xz，…xm 都 为 0, 则 So = 

(i) 若 某 个 加 >0 且 态 =0G0 关 划 则 和 =0( 关 访 大 评 丰 天 旨 . 事 实 上 , 若 某 个 
ze #0(k¥i,t#7), 则 令 xi=xs -lx = 一] 二 1, 其 余 各 数 | 
不 变 , 于 是 各 行 .各 列 诸 数 之 和 不 变 ,而 对 应 的 主 对 角 线 上 各 数 之 和 为 8 = 5 - 1, 这 与 
S 取 最 小 值 矛盾 ,因此 ze =0(kz#i,tzi,k 关 t), 于 是 xy = 6o(j#i,j=1,2,…,n)， 


和 = 大 2 ) ,从 而 j= 一 训 g = 一 训 mn(i=1,2,…,n), 令 
jzi ki 


m= -部 Sri 2,°°,n) ,me = Dax, | mu | .显然 mi, ma， ,ms 中 
至 多 有 一 个 为 让 (这 是 因为 车 mi >0,m >0(i 关 让, 则 r; > o 且 cj > rm 矛盾 ), 故 只 有 
好 = mo .注意 到 情形 (i) , (ii) 不 会 同时 出 现 , 故 所 求 $ 的 最 小 值 为 

_ fs >0)， 
”Lo(mo<0). 
其 中 mo = ax 六 -部 | = me 名 grt 

(2) 设 某 种 填 信 法 使 5 取 最 大 值 . 

若 xi 的 同行 中 存在 一 个 数 x > 0(j 关 记 ,并 同 列 中 存在 一 个 数 x > 0(k 关 站, 则 令 
+ 1， 其余 的 各 数 不 变 ,于 是 各 行 .各 列 诸 
数 之 和 不 变 ,而 对 应 的 主 对 角 线 上 各 数 之 和 为 8 = 人 (4), 首 8' > 8, 这 与 8 
取 最 大 值 矛 盾 . 因 此 $ 取 最 大 值 时 ,或 第 i 行 中 除 x; 外 全 为 零 或 者 第 i 列 中 除 x; 外 全 
为 零 ,所 以 w= 沪 %y = nn< 训 vs = 或 者 zs = 襄 xe = < 中 二 = mi, 即 二 =mintnyal 
(i=1,2,…,n), 所 以 5 的 最 大 值 为 


Se = Dmind ,cil 4 


5. 归纳 法 


通过 对 特殊 情形 的 归纳 ,探索 出 最 大 (小 ) 值 ,然后 用 数学 归纳 法 给 予 证 明 . 

例 1 求 最 大 正 整数 m, 使 得 一 个 m x m 正方 形 恰 可 分 割 为 7 个 两 两 无 公共 内 点 
的 矩形 没有 剩余 且 7 个 矩形 的 14 条 边 长 分 别 为 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14. 

解 ” 先 考虑 一 般 情 形 , 设 cl ,aa,…,an 是 1,2,3,…,2n 的 任意 排列 , 求 5, = 
auaa + az as +…+ an-iazn 的 最 大 值 . 

Si =1-2,S:<max|1.2+3-4,1.3+2.4,1.4+2.3| =1.2+3.4, 我 们 猜测 


S.<1'2+3.4+5-6+…+(2n-1).(2n). @ 

n=1 和 2 时 由 上 述 知 成 立 . 

设 Si,<1"2+3:4+"…+(2k 一 1)*2k, 则 n=k+1 时 ， 

Sir1 = 1° G2 + + 0241 024 + G24+1° G2k+2. © 

(1D 车 2k+1 和 2k+2 出 现在 @ 式 的 同一 项 中 ,不 妨 设 cx ax = (2k + 1)* 
(2k+2), 则 由 归纳 假设 得 

Siri = Si+(2k+1)(2k+2)<1°2+3:4+. + (2k -1)(2k) + (2k+1)(2k+2). 

(2) 车 2k+1 与 24+2 出 现在 @ 式 的 不 同 两 项 内 ,不 妨 设 ck =2k +1,az41 = 
2k+2, 因 为 

[ az a2r12 + (2k + 1)(2k+2)] — [(2k+1) a + (2k+2)a2..2] 
=[(2k+1) ~ or2)[(2k+2) -ar]>0. 
所 以 Si < otras t+ 3 2 + a 2412 + (2k + 1)(2k+2) 
和 1°2+3"4+.…+(2k 一 1)(2k) + (2k+1)(2k+2), 于 是 得 证 . 

由 上 可 知 ,车 m x m 的 正方 形 恰 能 分 成 个 没有 公共 内 点 的 矩形 ,车 2n 条 边 长 为 
1,2,3,…,2n -1,2n, 则 正方 形 的 面积 

m2<12+3.4+…+(2n-1)(2n)， 

所 以 mm<V1.2+3.4+…+(22-1)02n). 
特别 地 , 当 n=7 时 ,有 

m<v1l2+3.4+…+13'.14=V3504<23， 

所 以 m<22. 

注意 到 22=14+8=13+9=12+10=11+6+5, 下 面 的 图 4- 12 和 图 4- 13 表示 
m=22 是 可 以 成 立 的 . 


图 4-12 图 4- 13 
综 上 知 所 求 m 的 最 大 值 为 22. 
例 2 设 忆 =11,2,3,…,zi(nz>3),S 是 U0 的 一 个 子 集 .如 果 不 属于 S 的 一 个 元 


丹 本 中 隆 辟 革 性 溢 遇 辐 汶 效 O 


条 囊 中 洁 丑 -于 帐 淡 济 加 潜 壮 0 


素 出 现在 U 的 一 个 排列 P 的 某 处 ,并 且 在 该 排列 P 中 它 处 在 S$ 中 的 两 个 元 素 之 间 , 那 
么 我 们 称 $ 是 由 排列 P 分 裂 出 来 的 (例如 排列 13542 可 分 裂 出 子 集 11,2,31 ,而 不 能 分 
裂 出 子 集 {3,4,51), 试 求 最 大 正 整 数 m, 使 得 对 的 任意 m 个 子 集 (每 个 子 集 至 少 有 2 
个 元 ,至 多 有 n -1 个 元 ) ,都 存在 U 的 一 个 排列 分 烈 出 所 有 这 m 个 子 集 . 

解 n=3 时 ,不 存在 U= 11,2,3| 的 排列 分 裂 出 两 个 子 集 {1,21 和 11,3] ,但 对 1， 
2,3} 的 任何 一 个 2 元 子 集 4, 总 存在 U 的 一 个 排列 分 裂 出 4 来 . 即 当 n=3 时 ,m 的 最 
大 值 为 1. 类 似 地 ,可 得 出 当 n =4 时 ,m 的 最 大 值 为 2. 一 般 我 们 猜想 对 任意 正 整 数 
n 之 3,m 的 最 大 值 为 n -2. 

首先 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 :对 U = {1,2,…, n(n 二 3) 的 任意 n -2 个 子 集 ( 每 
个 子 集 至 少 有 2 个 元 ,至 多 有 n -1 个 元 ) 一 定 存在 U 的 一 个 排列 P 分 裂 出 这 n -2 个 
子 集 . . 

当 n=3 时 ,U=11,2,3} 的 n-2=1 个 二 元 子 集 {i, 诈 可 由 上 的 排列 (i,k,j) 分 裂 
出 来 ,这 里 是 U 中 除 i,j 外 的 第 三 个 子 元 素 , 故 n=3 时 ,结论 成 立 . 

假设 对 mn>3 结论 成 立 . 设 U=11,2,3,…,n,n+1|,.FZ 是 由 U 的 n -1 个 子 集 组 
成 的 集 族 ,其 中 每 个 子 集 至 少 有 2 个 元 ,至 多 有 nn 个 元 . 

设 2 中 售 上 个 二 元 子 集 ,i 个 n 元 子 集 ,k+1<n -1. 因 为 大 个 二 元 子 集中 一 共有 
2 个 元 素 (包括 重复 计数 ), 故 其 中 至 少 出 现 2 次 的 元 素 至 多 用 个 ,从 而 在 这 个 二 
元 子 集 中 至 多 出 现 一 次 的 元 素 至 少 有 n+1-k>n+1-(n-1-1)=l4+2 个 .车 1= 
0, 则 2 中 没有 n 元 子 集 ; 若 1 二 1, 则 UV 中 不 属于 这 i 个 n 元 子 集 的 元 素 只 有 1 个 ( 因 对 
每 个 n 元 子 集 ,U 中 恰 有 一 个 元 素 不 属于 它 ) , 故 这 ! + 2 个 元 素 中 必 存 在 一 个 元 素 属 
于 所 有 ! 个 nn 元 子 集 . 即 我 们 证 明了 下 列 结论 :U 中 有 一 个 元 a 至 多 属于 ZF 中 一 个 二 
元 子 集 而 属于 所 有 i 个 n 元 子 集 或 2 中 没有 n 元 子 集 . 

不 妨 设 a = n+1, 否 则 可 重新 排列 U 中 的 元 素 .去 掉 a= n+1 后 ,多 中 所 有 nn 元 
子 集 变 成 了 {1,2,…,n| 的 n--1 元 子 集 (或 2 中 原来 就 没有 n 元 子 集 ) ,并且 至 多 有 一 
个 二 元 子 集 变 成 单元 素 集 . 

如 果 存 在 一 个 二 元 子 集 变 成 单元 素 集 | 计 ,由 归纳 假设 知 ,存在 i1,2,…,n| 的 一 个 
排列 P, 分 裂 出 所 有 其 他 剩余 的 n -2 个子 集 .再 添加 a = n+1 到 排列 P 中 ,使 n+1 
在 任意 不 与 i 相 邻 的 地 方 , 得 到 U = |1,2,…, n,n+ 1 的 一 个 排列 P, 它 分 裂 良 中 所 
有 nn-1 个 子 集 . 

如 果 不 存在 这 样 的 单元 素 集 , 则 在 n - 1 个 子 集中 任 选 一 个 子 集 5, 由 归纳 假设 知 
道 ,存在 {1,2,…, nl 的 一 个 排列 已 ,分 裂 其 余 剩 下 的 n -2 个 子 集 ,车 n+15, 则 添加 
a=n+1 到 PP 中 得 到 排列 P' ,并 使 得 在 PP 中 n+1 位 于 5 中 的 两 个 元 素 之 间 , 于 是 户 


分 裂 出 多 的 所 有 n -1 个 子 集 . 若 n+16E 5, 则 添加 n+1 到 PP 的 左 端 或 右 端 可 使 得 到 
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的 排列 P' 分 裂 出 $, 从 而 P' 分 裂 出 多 的 所 有 n -1 个 子 集 . 

于 是 我 们 证 明了 ">3 时 ,所 述 结论 成 立 . 

另 一 方面 ,对 任意 n>3, 不 存在 U = {1,2,…, ni 的 任何 排列 分 裂 出 下 列 n - 1 个 
U 的 子 集 

11,24,11,3},11,41,.…, {1,n|. 

事实 上 ,分 裂 出 子 集 {1,21 ,11,31,…, 1, n - 1 的 排列 只 可 能 有 下 列 形式 : P, = 
(1nazaa…a,-1) 或 P, = 《asay…a,_1n1), 其 中 (a,ay…a, 1) 是 (2,3,4,…,(n -1)) 的 
任意 排列 ,但 P, 和 P, 都 不 分 裂 出 子 集 11, nl. 

综 上 知 所 求 m 的 最 大 值 为 n -2. 


§ 3 典型 例题 解 题 分 析 


例 1 已 知 4 是 200 个 不 同 的 正 整数 构成 的 集合 ,并 且 4 中 任意 3 个 不 同 的 数 都 
是 一 个 非 钝 角 三 角形 的 三 边 长 ,这 时 ,我 们 称 这 个 三 角形 为 4 确定 的 一 个 三 角形 . 令 
5(4) 表 示 由 4 确定 的 所 有 三 角形 的 周 长 的 和 (全 等 的 三 角形 只 算 一 次 ), 求 S(4) 的 最 
小 值 . 


解 当 4 给 定时 ,S(4) 唯 一 确定 ,要 使 S(4) 最 小 ,必须 使 4 中 元 素 尽 可 能 小 .为 | 


此 ,对 4 中 元 素 作 尽 可 能 小 的 估计 . 

设 4= aa,…,aml,al<aa<…<amacN,(1<i<200). 因 为 4 中 任意 3 
个 不 同 的 数 a ,a ,a,(1<i<j<k<200) 是 一 个 非 钝 角 三 角形 的 三 边 的 长 的 充 要 条 件 
是 of+ 二. 又 al<ai< gj < ai<am, 故 必须 且 内 须 a?+ 吗 > az .于 是 

a? > a -a> (a +198) ~ a? =396a, + 198? 

三 396(a + 1) + 198 = 396a, + 39600, 
即 a? -396a, - 39600>0. 
所 以 al >198+V 198: +39600>478.7, 故 ci >479， 
由 此 得 a; >478 + i(i=1,2,…,200). 
设 4。 = 1479,480,481,…,677,678| ,于 是 当 4 = |o ,aaml(a<o<…<am) 
满足 条 件 时 , 必 有 au >478+ i(i=1,2,…,200) ,从 而 S(4)> S(4o). 

男 一 方面 ,显然 4。 = |479,480,…,678| 满 足 题目 条 件 ( 因 为 对 4。 中 任意 3 个 数 
Qi< a < a, 有 al+ >>479 +480 >678 > ai ) , 故 所 求 S(4) 的 最 小 值 为 

S(4o) = >» (a+b+ce). 


.cE 和 
abc 瑟 不 相等 


对 任意 a€ 4o ,此 时 b,c 可 为 4 \ | al 中 任意 两 个 不 同 的 数 ,有 Ci 种 取 法 , 故 a 
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巾 要 中洲 荡 操心 注油 同 入 将 C 


离 下 路 监 否 捷 尾 泛 淋 岂 涉 将 O 


在 $(4o) 中 计算 了 Ci 次 ,由 a 的 任意 性 知 4 中 每 个 数 都 在 S(4o ) 中 计算 了 Ci 次 ， 
所 以 


， 1 网 ， 
S(4o) = CoB a= TX 199 x 198 x 2,i = 2279405700， 


例 2 令 /(n) 表 示 平 面 点 集 X 所 含 不 同 点 的 个 数 的 最 小 值 ,满足 对 每 一 个 k=1，| 
2,…,n, 都 存在 平面 内 的 一 条 直线 ,该 直线 上 恰 含 有 XX 中 的 个 点 , 求 /(n). 

解 设 X, 是 满足 条 件 的 平面 点 集 :对 每 一 个 正 整数 kh(1<k<n), 平 面 内 存在 直 
线 ,使 得 lL 上 恰 含 肥 , 中 的 个 点 .现在 我 们 来 估计 1X, 1 至 少 应 为 多 少 . 

首先 上 上 有 总 中 个 点 ;4-1: 上 有 六 中心 -= 工 个 点 , 且 其 中 至 少 有 m -2 个 点 不 
在 1 上 ;4-, 上 有 大 中 由 -2 个 点 , 且 其 中 至 少 有 -4 个 点 不 在 I, 和-, 上 ;等 等 ,如 
此 类 推 ,有 


1X ln+(n-2)+(n-4) + +(n-2 [a]). 
记 g(n)=n+t(n-2)+(n-4)+…+(n-2[ 号 ]), 则 当 n=2m 时 ， 
gm) =2m+2m- D+2m-2) + +2= mm+l) = 2, 
当 m=2m-1 时 ， 
gm) = 2m D+(2m-3)+(2m-5) + +t1=m = (el). 
人 1) 
所 以 s(m) = [ 必 二 六 ] . 
于 是 ,我 们 得 到 
f(n) = min| 1X,11X, 满足 题 设 条 件 | > g(n). 
反之 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 , 对 任意 正 整 数 n, 存 在 平面 点 集 X, 满足 1X,1 = 
8(n), 且 对 每 一 个 k(1<k<n), 平 面 内 存在 直线 4, 使 上 上 恰 有 六 中 个 点 . 
n=1 和 n=2 时 , 含 一 个 点 的 点 集 及 含 2 个 点 的 点 集 X, 显然 满足 要 求 . 


设 =m 时 ,平面 内 存在 点 集 X, 满足 :1X.1 = g(m) = [ (加 村!] , 且 存 在 直线 | 


(k=1,2,…,m) 使 h 上 恰 有 X。 中 个 点 . 取 直 线 1, 它 不 与 1,1,,…, 1 中 任何 一 条 
平行 , 且 1 与 4 的 交点 Pi 不 属于 X,(k=1,2,…,m). 令 Pw1, 了 P12 为 1 上 不 同 于 P,， 
户 ，… Pu 的 任意 两 点 , 令 ,2 = Xn UPi,P,,…, Pz| ,于 是 


[Xal = (m+ (m+2) = m+) rm+(m-2) + +(m-2 [a]) 


=m+2D) +m+ (m2D) + tm+2) -2 2)]) = gm+2). 


令 w=4(k=1,2,…,m), Wi,2 = 4, 且 任 作 一 直线 恰 经 过 总 ,的 一 个 点 .于 是 对 
任意 k=1,2,…,m+2, 平 面 内 存在 直线 1 ,使 在 1 上 恰 有 XX%,,s 中 个 点 ,这 就 完成 
了 归纳 证 明 . 

综 上 可 得 ,f(n) =g(n)= [全]. 

例 3 设 术 = 11,2,…,2mn(m,n 为 正 整 数 ) 是 连续 2"n 个 正 整数 组 成 的 集合 . 求 
正 整 数 & 的 最 小 值 ,使 得 M 的 任何 k 元 子 集中 都 存在 m + 1 个 数 a ,a,,…,a,,1 满 足 
ai 整除 a,, (i= 1,2,…,m). 

分 析 ”本题 从 正面 估计 & 的 最 小 值 较 困难 ,我 们 从 反面 人 手 ,设法 找 出 M 的 一 个 
不 符合 题 设 条件 且 含 元 素 最 多 的 子 集 So .如果 5, 符合 题 设 条 件 : $ 中 存在 m+ 1 个 数 
aa an+i 满 足 ai 整除 4,1(i=1,2,…,m), 于 是 

Qt1>20n 7 ao 三 … 过 2" . 
故 只 要 au >=m +1, 就 有 on,>>2"c > 2"n,an, 狼人 ,矛盾 .为 了 使 5 中 所 含 元 素 最 多 ， 
故 取 S= [n+l1,n+2,…,2"n}. 

解 取 W 的 一 个 (2" - Im 元 子 集 So = n+1,n+2,…,2"n|, 由 前 述 分 析 知 5。 
不 符合 题目 条 件 , 故 所 求 上 的 最 小 值 > (2" -1)n+1. 

其 次 , 设 5 是 MM 的 任意 一 个 (2" - 1)n + 1 元 子 集 ,我 们 要 证 明 5S 中 存在 m+1 个 


数 ,oz ,ons 满足 ailaisi(i=1,2,…,m), 为 此 构造 下 列 [4] 个 扫尾 . 


4 (01D 21r=012…, 且 (21- 02EMHGE=12,…, [2 二] ), 那 么 在 


4 中 恰 有 mm 个 数 属于 区 间 (n,2"n) .事实 上 ,对 1< is [二 吉 ] ,存在 唯一 正 整数 m 使 
2%-1(2i -1)<n<2%(2i-1), 于 是 
2%71(2i-1)<n<2%(2i-1) <2%07(2i 1) < <20r md 27 1) 
=2"°2%071(2i-1)<2".n<20+"(2i-1). ， 
可 见 4 中 恰 有 m 个 数 2% (2i 一 了 ,2%71(2i -1),…,2%+"-!1(2i 1) 属于 (n， 


2"m], 故 4= 如 U4zU'…4[o] 中 共有 m[ 于 个 数 大 于 4, 而 11,2,…,n1S 4, 所 


以 4 中 元 素 个 数 为 141=m[ 于 !] + n,M \ 4 中 元 家 个 数 为 2%4 - m[ 对 1] -n, 于 


是 $ 中 至 少 有 
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洁 吾 中 泗 慰 扯 溢 沁 加 入 洋 O 


离 瑟 中 监 下 笑 几 沦 斌 同 冻 交 O 


(2 -Datl-(2"n-m[ 吐 下 -wn)=m[ 对 下 +1 个 
元 素 属 于 4, 故 由 抽 居 原理 知道 $ 中 至 少 有 
(mn[ 2 二 ] +1)-1 


[a i 


元 素 gi 62 a (a < oa <…< a1) 属于 441, 4;,…,A[ 归 !] 中 同一 个 子 集 4 


(1<i<[ 号 了), 从 而 满足 alaw(i=1,2,…,m+1). 


综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 值 为 (2" - 1)n+1. 

例 4 给 定 正 整数 ">3, 求 具有 下 列 性 质 的 正 整数 m 的 最 小 值 :把 集合 $= 11,2， 
…,m| 任 意 分 成 两 个 不 相交 的 非 空 子 集 的 并 ,其 中 必 有 一 个 子 集 内 含有 n 个 数 (不 要 
求 它们 互 不 相同 ) 吉 ,x2，… ys 使 x 二 二 二 = 

解 ”我们 首先 估算 m 至 少 为 多 少时 ,集合 5 = |1,2,…,m| 具 有 题 设 性 质 . 若 5 不 
具有 题 设 性 质 , 则 存在 $ 的 两 个 非 空 不 相交 的 子 集 4 和 8 使 $=AUB, 并 且 4(B) 中 
任意 n -1 个 数 ( 不 要 求 互 不 相同 ) 的 和 都 不 在 4(8) 内 . 

不 妨 设 1E 4, 则 1+1+…+1=mn-1lEB( 只 要 mm>nmn- 1), 从 而 


全 你 
(n-D+(n-l)+ +(n-1)=(n-1)EA( 只 要 m>(n-1)). 
人 全 
车 nE4h, 则 (n -1)=n+n+…+n+1E€B, 耶 盾 . 
Tr 
车 nEB, 则 n+n+…+n+(n-1)=n-n-1€hA( 只 要 m 宕 rr-n-1), 但 
nt 
1+1+…+1+(n-1)*=n-n-1€B, 逆 盾 
P73 


可 见 , 当 mm -nn-1 时 ,集合 5=11,2,…,m| 具 有 题 设 性 质 . 

其 次 , 当 ms<m -nn-2 时 ,对 于 集合 S$S=11,2,3,…,m}, 令 A4={1,2,…,n-2, 
(no1),(n-1)? + mi,B= in-1),n,.,(n-1)7-1l, 则 4NMNB=8,5 = 
AU 8B ,我 们 证 明 不 存在 x, ,x2,…,x。_1E 4( 或 B), 使 xi + x,+…+x,-.1€E 4( 或 B)( 这 
里 不 要 求 x ,x，,…,%,-1 互 不 相等 ). 

事实 上 ,车 xi,x2,… x,_1E1l,2,…,n-2i1CA, 则 nn 一 1<%+ w+ + 和 %1 二 
(n-l)(n-2)<(n-1), 故 x +x2+"…+x, 4. 

若 x ,x2，,…,x。-1 中 至 少 有 一 个 En-1)?,(n-1)?+l,,n 一 于 -2, 则 x+ 
de A Xl+ XI+ "+X 天. 
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若 mx GE 及, 则 x+za+… i>(n-1》, 故 


Xi + w+ "+ XZEB. 

可 见 m<m -n-2 时 ,集合 5=11,2,…,m| 不 具有 题 设 条 件 . 

综 上 可 知 ,所 求 m 的 最 小 值 为 n* - n -1. 

例 5 求 最 小 正 整数 n, 使 得 存在 n 个 不 同 的 正 整数 a ,a,,…, a, 同时 满足 下 列 3 
个 条 件 : 

(Da ,az，…an 的 最 小 公 倍 数 是 2002; _ 

(2) 对 任意 1<i<j<n,a 与 a 的 最 大 公约 数 大 于 1; 

(3) 乘 积 cx…o 为 完全 平方 数目 是 32 的 倍数 .进一步 ,对 这 个 最 小 正 整数 n, 求 
所 有 满足 条 件 (1),(2),(3) 的 n 元 组 (a,a,,…,a,|. 

解 因为 2002=2x7x11x13, 且 a; 是 2002 的 约 数 (i=1,2,…,n), 故 

Gi =2%7811713% (i=1,2,.…,n), (0 
这 里 ai ,Bi,7.,6,€10,1}. 

设 co…a. = 忆 , 因 为 a;12002, 所 以 每 个 a 都 不 是 2 的 倍数 ,但 32 = 1 刀 , 故 
1 及 ,所 以 mn>6, 且 具有 形式 四 的 2 的 倍数 只 有 下 列 8 个: 

2,2x7,2x11,2x13,2x7x11,2x7x13,2x11x13,2x7x11x13. @ 

如 果 n = 6, 则 因为 a ,a,,…, a。 都 是 @ 中 的 数 且 @ 中 8 个 数 之 积 为 2 x 7 x 
11 x 13", 它 是 一 个 完全 平方 数 ,而 @ 中 任意 两 数 之 积 不 是 完全 平方 数 , 故 四 中 任意 6 
个 数 之 积 不 为 完全 平方 数 ,这 与 已 知 条件 (3) 矛 盾 , 所 以 mn>7. 

设 4=7, 则 a ,as,…,a; 不 能 都 是 2 的 倍数 (否则 妈 1 妇 ,而 28 下 妃 ， 矛盾 )， 但 21 
尼 , 故 aa，… ao 中 恰 有 6 个 是 2 的 倍数 , 即 a1,a,,…, a 中 恰 有 -一 个 数 不 是 @ 中 
的 数 .不 妨 设 o 不 是 @ 中 的 数 ,由 已 知 条 件 (1) 和 (3) 知 ol , o ,…, a; 中 至少 有 二 个 数 
为 7 的 倍数 ,也 至 少 有 二 个 数 为 11 的 倍数 ,还 至 少 有 二 个 数 为 13 的 信 数 ,结合 条 件 (2) 
知 a1 ,a2,…, a 中 任何 两 个 数 的 最 大 公约 数 大 于 1. 又 ci 不 为 2 的 倍数 ,所 以 a 能 被 
7x 11 x 13 整除 .于 是 由 @ 得 a, =7x 11 x 13, 又 @ 中 所 有 数 之 积 为 2 x 7 x 11 x 13， 
故 唯 一 的 可 能 为 a1 a2…ay =2 x7x114x 134, 于 是 ayas…ay=2 x x1L x 13, 即 
@@ 中 只 有 两 个 数 :2 和 2x7x11x 13 不 属于 oa;03，…07， 即 |oaas az = i2x7,2 
xll,2x13,2x7xll,2x7x13,2xllx13|. 

综 上 可 知 ,所 求 ”的 最 小 值 为 7, 这 时 | ,ao = {7x 11x13,2x7,2x11, 
2x13,2x7x11,2x7x13,2x11x13}. 

例 6 设 4= 11,2,…,nj, 其 中 为 正 整 数 .4 的 一 个 子 集 称 为 是 连通 的 ,如 果 它 


| 只 含有 4 中 一 个 正 整数 或 者 只 包含 4 中 若干 个 相连 的 正 整 数 , 试 确定 最 大 正 整数 ， 
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我 们 来 探讨 7 中 至 少 有 几 个 数 不 属 于 5. 
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数 大 于 1, 并且 b 与 4 的 最 大 公约 数 也 大 于 1. (2003 年 CMO 试题 ) 


同 的 大 于 10 的 素数 , 若 p、g 都 属于 5, 因 为 与 p、g 均 不 互 素 的 数 中 最 小 是 pg, ,已 大 于 


满足 ;存在 4 的 k 个 不 同 的 子 集 4,, 4,,…, Ah; ,使 得 其 中 任意 两 个 不 同 的 子 集 的 交集 是 
连通 的 . (2000 年 中 国 台湾 奥林匹克 试题 ) 

解 ” 设 4,,4,,…, hs 是 满足 题目 要 求 的 子 集 , 用 min4; ,max4; 分 别 表示 子 集 4 中 
的 最 小 数 和 最 大 数 , 记 普 = ma, min4 ,并 设 m= minA; - 

由 m 的 定义 知 每 个 子 集 4; 中 的 最 小 数 小 于 或 等 于 m, 并 且 每 个 子 集 4; 的 最 大 数 
大 于 或 等 于 m( 因 为 若 max4; < m, 而 min4 = m, 则 hi 门 4 = 多 ,这 与 hi 门 4 为 连通 
的 矛盾 ) ,因为 对 数 (min4; ,maxh;) 中 每 一 个 等 于 m(n+1-m) 对 数 (r,s) 中 的 一 个 ， 
这 里 1<r<smss<n. 

对 于 每 对 这 样 的 数 (r,s)(1<r<m<s<n), 我 们 证 明 至 多 有 一 个 4 ,使 得 
(minh; ,max4;) = (r,s) .事实 上 , 若 有 两 个 这 样 的 子 集 4; 与 4 (Ciz 门 都 对 应 同一 个 (， 
5), 则 4. 门 4; 是 一 个 包含 r 和 s 的 连通 集 , 于 是 4; = 4 = 1r,r+1,7r+2,…,s 一 1,s|， 
这 与 4; 关 4 矛盾 .因此 ,夏至 多 为 


n+lyz, (n+1) 
= 4 


mn+l-m)=-(m- 下 


所 以 k< [全 起 ]. 


这 里 等 号 能 够 达到 ,只 要 我 们 取 4 的 所 有 包含 [ +] 的 连通 子 集 即 可 ,这 样 的 子 
集 个 数 恰 为 

[ 2]on+r1- [2 习 )=[ 包 全] 个 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 大 值 为 [ (2 ] . 

例 7 求 同 时 满足 如 下 条 件 的 集合 $ 的 元 素 个 数 的 最 大 值 : 

(1)5 中 每 个 元 素 都 是 不 超过 100 的 正 整数 ; 

(2) 对 于 5 中 任意 两 个 不 同 的 数 a.5, 都 存在 5 中 的 数 c, 使 得 a 与 e 的 最 大 公约 
数 等 于 1, 并 且 4 与 e 的 最 大 公约 数 也 等 于 1; 

(3) 对 于 S 中 任意 两 个 不 同 的 数 a,5, 都 存在 $ 中 的 数 d, 使 得 a 与 4 的 最 大 公约 


解 设 5 是 满足 条 件 (1) ~ (3) 的 集合 ,由 条 件 (3) 知 1S. 设 p、g 是 任意 两 个 不 


100, 这 与 条 件 (3) 矛 盾 . 故 在 10 与 100 之 间 的 21 个 素数 11,13,17,…,89,97 中 最 多 有 1 
个 属于 5S. 记 除 1 和 这 21 个 素数 外 的 其 余 78 个 不 超过 100 的 正 整数 构成 的 集合 为 了， 


( i) 当 有 某 个 大 于 10 的 素数 p 属于 5 时 , S 中 所 有 各 数 的 最 小 素 因数 只 可 能 为 
2,3,5,7 和 jp. 

@ 车 7pE 5, 则 S 中 不 包含 2x3x5,2 x3x5,2x3 x5, 否 则 取 a =7p,b 等 于 
2x3x5,2 x3x5,2x3 x5 中 任何 一 个 ,对 于 8 中 任何 不 同 于 a,56 的 c,c 至 少 含 2， 
3,5,7,p 中 一 个 素 因子 ,从 而 a, 6 中 至 少 有 一 个 与 c 不 互 素 ,这 与 已 知 条 件 (2) 矛 盾 ; 若 
7P 买 S, 而 PE 5, 故 1x7,7x7,7x11,7x13 疾 s, 否 则 , 取 a=p,b 等 于 1x7,7x7,7x 
11,7x 13 中 任意 一 个 , 则 由 (3) 知 存在 dE S 使 <、 都 与 4 不 互 素 , 故 d 被 7 和 p 整 
除 ,又 7p 闫 5, 所 以 d>2x7p >100,d 锋 5, 矛盾 . 

G@ 若 5pE 5, 则 由 条 件 (2) 知 2x3x7,Z x3x7 疾 5; 若 5p 锋 5, 注 意 到 2x5p> 
100, 而 pE 5, 则 由 条 件 (3) 知 5x1,5x55. 

@ 由 条 件 (2) 知 2x5x7 与 3p 不 同属 于 5. 

@ 由 条 件 (2) 知 2x3p 与 5x7 不 同属 于 $ 

@ 车 5p,7p 锋 5, 注意 到 2x5p >100,2x7p > 100 及 pE S, 故 由 条 件 (3) 知 5x7 有 


S. 


5, 合 计 有 3+2+1+1=7 个 数 不 属 于 5; 当 p=17 或 19 时 ,7p 儿 58. 由.@.@ 可 分 别 
得 出 至 少 有 4、2、1 个 了 中 的 数 不 属 于 5, 合计 有 4+2+1=7 个 数 不 属 于 5; 当 p>20 
时 ,由 四 、`@、@ 分 别 至 少 有 4.2、1 个 了 中 的 数 不 属 于 $, 合 计 也 有 4+2+1=7 个 数 不 
属于 3. 

(让) 如 果 没 有 大 于 10 的 素数 属于 5, 则 $ 中 的 数 的 最 小 素 因子 只 可 能 是 2.3.5.7， 
于 是 下 列 7 对 数 中 每 对 数 不 可 能 同时 在 $ 中 出 现 ， 

(3,2x5x7),(5,2x3x7),(7,2x3x5),(2x3,5x7),(2x5,3x7),(2x7,3x 
5),(2 x7,3 x5). 
从 而 了 中 至 少 有 7 个 数 不 在 S 中 , 故 $ 中 至 多 有 78-7+1=72 个 数 . 

下 面 例子 表明 S 中 的 数 可 以 达到 72 个 . 

首先 ,S 中 包含 50 个 偶数 2,4,6,…,98,100, 但 2x3x5,2 x3x5,2x3 x5,2x 
3x7,2Z x3x7,2x5x7,2x3x11 这 7 个 数 除外 ;3 的 奇数 倍 3x1,3x3,3x5,…,3x 
33 共 17 个 数 ;最 小 素 因子 为 5 的 奇数 5x 1,5x7,…,5x 19 共 7 个 数 ;最 小 素 因子 为 7 
的 奇数 7x1,7x7,7x11,7x13 共 4 个 数 ;以 及 素数 11, 从 而 $ 中 共有 (50-7)+17+ 
7+4+1=72 个 数 . 

下 面 证 明 :如 此 构造 的 5 满足 题 述 条 件 . 

条 件 (1) 显 然 满足 .对 于 条 件 (2) ,注意 到 对 任意 a,bE€ S(azb)，a 与 6 的 最 小 公 


当 P=11 或 13 时 ,由 0 ,@、.@、.@ 可 分 别 得 出 至 少 有 3,.2.1、1 个 了 中 的 数 不 属 于 


疼 避 中 注 导 也 站 溢 沁 加 训 湛 o | 


倍数 的 素 因子 至 多 出 现 2,3,5,7,11 中 4 个 数 (否则 a,b 中 有 -一 个 大 于 100, 矛 盾 ) . 设 
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某 个 没有 出 现 的 素数 为 p, 显 然 pE 5, 并 且 

(pa)<(p,[a,b])=1,(p,b)<(P,[a,b])=1. 
于 是 取 ec =p 邵 知 条 件 (2) 满 足 . 

对 于 条 件 (3), 当 (a,5) =1 时 , 取 a 的 最 小 素 因子 p, 8 的 最 小 素 因子 9, 易 知 p 却 
94, 并 且 p,gE12,3,5,7,11} ,于 是 pg€ 5, 且 

(a,pq9)=p>1,(b,p9)>49>1. 
a,b 互 素 保证 了 mg 不 同 于 a、b, 从 而 取 d = pg 即 知 条 件 (3) 满 足 . 

当 (a,8b)=e>1 时 , 取 p 为 e 的 最 小 素 因子 ,9 为 满足 gt[a,b] 的 最 小 素数 , 易 见 
p=g, 并 且 p,g€12,3,5,7,111 ,于 是 mE 5, 并 且 

(pgra)>(p,g)=p>1,(pg,b)>(p,b6)=p>1. 
gt[a,5], 保 证 了 pg 不 等 于 a 、6, 从 而 取 d = pq, 即 知 条 件 (3) 满 足 . 

故 构造 的 集合 5 满足 题 述 的 3 个 条 件 . 

综 上 可 知 ,所 求 符合 $ 的 元 素 个 数 的 最 大 值 为 72. 

例 8 设 ”是 一 个 固定 的 正 整数 ,考虑 一 块 n x n 的 正方 板 , 它 被 分 成 mn? 个 单位 
正方 格 , 板 上 的 两 个 正方 格 如 果 有 一 条 公共 边 ,就 称 它们 为 相 邻 的 . 

将 板 上 N 个 单位 正方 形 方 格 作 标记 ,使 得 板 上 任意 正方 格 ( 作 上 标记 的 或 者 没有 
作 上 标记 的 ) 都 与 至 少 一 个 作 上 标记 的 正方 形 相 邻 , 试 确定 N 的 最 小 值 . 

(1999 年 第 40 届 IMO 试题 ) 

解 将 nxn(n>2 为 偶数 ) 的 表格 二 染色 , 黑 、 白 表格 “ 回 字 形 " 相 间 , 最 外 面 “ 回 

字 ” 中 4n -4 个 格子 染 黑 色 , 第 二 个 “ 回 字 "中 4n - 12 个 格子 染 白色 ,… ,这 样 依次 “ 回 


字形 "黑白 相间 , 易 验 证 共有 二 n(n+2) 个 黑色 方 格 ,并 且 每 个 标记 的 方 格 恰 与 两 个 黑 


色 方 格 相 邻 ( 森 论 标记 的 方 格 是 白色 还 是 黑色 ) .又 对 任意 一 个 满足 题 设 要 求 的 ,在 

与 每 个 标记 格 相 邻 的 黑 格 中 ,每 个 黑 格 至 少 出 现 一 次 ,否则 , 若 存在 一 个 黑 格 与 标记 格 

均 不 相 邻 ,这 与 题 设 中 每 个 格子 (特别 对 黑 格 而 言 ) 都 至 少 与 一 个 标记 格 相 邻 巴 盾 .因此 ， 
2N> 二 n(n+2), 即 N= 二 n(n+2)(n>2 为 偶数 ). 


另 一 方面 ,把 nx n 最 外 面 “ 回 字 " 标 上 数字 ,从 第 1 行 第 1 格 开始 ,依次 用 1,1,2， 
2,…,2n -2,2n -2 标 数 ;再 把 最 外 两 层 “ 回 字 " 去 掉 , 重 新 从 第 1 行 第 1 格 开始 给 “ 回 
字 ” 方 格 依次 标 数 为 1,1,2,2,…,2n - 10,2n - 10; 青 去 掉 最 外 面 两 层 “ 回 字 ” 形 方 


格 ,… ,一 直到 标 完 所 有 格子 为 止 .将 标号 为 奇数 的 方 格 作 上 标记 , 则 共有 十 n(n+2) 个 
方 格 作 了 标记 , 且 此 时 易 验 证 这 种 标记 满足 要 求 , 故 所 求 N 的 最 小 值 为 十 n( n+2). 
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例 9 设 W = 11,2,3,……40|, 求 最 小 正 整数 n, 使 可 将 M 分 成 n 个 两 两 不 相交 的 | 


子 集 且 同一 子 集 内 任 取 3 个 数 e,b,c( 不 必 不 相同 ) 都 有 az + ec， 

解 n=4 时 ,将 W 分 为 下 列 4 个 两 两 不 相交 的 子 集 :4 = {1,4,10,13,28,31,37,40} ， 
B=|2,3,11,12,29,30,38,39|, C = {14,15,16,.…,25,26,27}, D = {5,6,7,8,9,32,33,34, 
35,36| , 则 同一 子 集 内 任 取 3 个 数 a, 5,c( 不 必 不 相同 ) 都 有 az + c, 故 所 求 最 小 正 
整数 n<4. 

其 次 ,假设 可 将 M 分 成 3 个 两 两 不 相交 的 子 集 4, B,C, 使 得 同一 子 集 内 任 取 3 数 
a,b,c 都 有 a 关 5+c. 不 妨 设 141>1B1>1C1, 且 4 中 元 素 从 小 到 大 排列 为 a， 
aa 于 是 claya 以 及 om -aa -aa - al 是 MM 中 两 两 不 相 
等 的 数 (事实 上 ,由 0< a; - a,< ai, 知 0-a1€EM(i=1,2,…,141), 且 若 4 -a= a， 
有 a; = ol + aj, 这 与 假设 饿 盾 ) .因为 这 些 数 共 有 2141- 1 个 ,所 以 2141- 1<40， 
141<20. 其 次 ,3141>141+181+1CI=40, 所 以 141>14, 并 且 21B81>1B81+1C1= 


40- 141, 所 以 1B1> 权 (40- 141), 从 而 集合 4x 有 = |(a,b)1aE4,5E Bi 中 元 素 个 
数 为 14 x B1 = 141181> 二 141(40- 141). 而 对 任意 元 素 对 (a,5)EAxB,a+b 至 
少 为 2, 至 多 为 80, 只 有 79 种 可 能 取 值 , 且 14< 141<20. 又 二 次 函数 /(:) = 十 1(40- 


1) 在 区 间 [14,21] 上 的 最 小 值 为 min{f(14),f(20)| = min| 二 x14x (40- 14) ,二 x20x 
(40-20)| = 182, 故 14xBlI=141181>182. 由 抽 履 原理 知 4 x B 中 至 少 有 
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0( 若 iF4)) 


[ 韦 +1=3 个 不 同 元 素 (o ,bi),(a 六), (ay 加), 使 得 a + b=az+ b=a+b. 


车 w ,aa,as 中 有 两 个 相等 , 则 对 应 的 b; 也 相等 ,这 与 (al ,已 ),(az bj), (ab53) 
两 两 不 同 矛盾 , 故 cl , oa ,as 两 两 不 等 ,从 而 b,, bs, bs 两 两 不 同 . 不 妨 设 a < a < oa， 
从 而 b> 5 > b; 对 任意 1<i<j<3,oa - ai 的 值 仍 在 M 中 ,但 不 在 4 中 . 同 理 , 对 任意 
1<i<js<3,b;-b; 锋 B, 故 三 个 差 a -a=b-ba-a=b -ba-a=b- 
与 天 4UB, 它 们 都 在 C=M\(4UB) 内 . 令 e=a-ap=as-ac=o-a, 则 
a=b+c, 矛 盾 , 所 以 n 的 最 小 值 >4. 

综 上 可 知 ,所 求 n 的 最 小 值 为 4. 

例 10 8 位 歌手 参加 艺术 节 , 准 备 为 他 们 安排 m 次 演出 ,每 次 由 其 中 4 位 登台 表 
演 ,要 求 8 位 歌手 中 任意 两 位 同 台 演出 的 次 数 一 样 多 .请 设计 一 种 方案 ,使 演出 的 次 数 
m 最 少 . (1996 年 CMO 试题 ) 

解 ” 设 任意 一 对 歌手 同 台 演出 的 次 数 都 为 ", 因 为 8 位 歌手 可 形成 Ci = 28 对 . 若 
某 对 歌手 a , a 同 在 第 场 演出 , 则 将 | a;, aj,%k| 组 成 一 个 三 元 组 ,这 种 三 元 组 个 数 设 
为 5, 于 是 $= rC? =28r. 

另 一 方面 ,每 场 演出 有 4 位 歌手 参加 ,可 形成 C4 个 三 元 组 ,mm 场 演出 一 共 可 形成 
mC? 个 三 元 组 ,所 以 $= mC? =6m, 于 是 6m = 28r,3m = 14r. 

而 (3,14) = 1, 可 见 141m , 故 m>14. 

下 面 构造 出 一 种 演出 程序 说 明 m = 14( 从 而 r =3) 是 可 以 实现 的 (数字 1 至 8 代表 
8 位 歌手 ,每 个 括号 内 的 4 个 数字 代表 同 场 演出 的 4 位 歌手 ): 

{1,2,3,4} ,11,2,5,6} ,11,2,7,8}, {1,3,5,7} , {1,3,6,8}, 

{1,4,5,8} , {1,4,6,7} ,12,3,5,8} , |2,3,6,7} ,12,4,5,7}, 

12,4,6,8} ,|3,4,5,6}, {3,4,7,8} , |5,6,7,8}. 

综 上 可 知 ,m 的 最 小 值 为 14. 

例 11 设 S$=|1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} ,41,4,,…,h: 是 5 的 子 集 ,满足 

(DI4Ail=S5(1<i<k); 

(DANA <21<i<js<k). 


求 这 样 一 批 子 集 个 数 上 的 最 大 值 . (1994 年 国家 集训 队 第 6 次 测验 试题 ) 
解法 一 作 10x& 的 表格 ,其 中 第 i 行 , 第 j 列 处 的 元 素 为 
a i€ A) 
ay= (i=1,2,°10,j=1,2,…,k). 


于 是 表 中 第 行 元 素 之 和 4 = 岂 m 表 示 ; 属于 4 ,4,，… ,4 中 上 个 集合 ,而 第 7 列 元 素 
之 和 局 = 14 1 表示 集合 上 中 元 素 个 数 ,由 已 知 条 件 (0) 有 晤 si = 141=5, 所 以 
B=, = = @ 


=V=1 


者 rEh 人 4 , 则 将 14, | 组成 三 :元 组 ,这 种 三 元 组 的 个 数 记 为 S. 一 方面 因 
属于 4 ,4 水 中 个 集合 ,可 形成 咏 个 含 r 的 三 元 组 ,所 以 S= 总 . 另 一 方面 ， 
对 任意 4 ,4(1<i<j<k) 有 14i 门 4 1 个 元 属于 4i 门 局 ,可 形成 14; 门 4) 1 个 含 4; ,4 
的 三 元 组 ,所 以 $= 3,14. 几 41, 于 是 

,N41 二 . 
利用 及 已 知 条件 (2) 和 哥 西 不 等 式 得 


kt-D=2Ci> 2 ,ANg 1 二 [去 ( 吕 )?- 六 4] 


= 趣 [(5k)? - 10(5#)]= 训 E(k -2), 

所 以 k<6. 

其 次 ,下 列 6 个 集合 满足 题 设 条 件 : 

=11,2,3,4,5} ,A, = |1,2,6,7,8}, 4; = {1,3,6,9,10}, 

44 = 12,4,7,9,101 ,As = {3,5,7,8,10} , A6 = 14,5,6,8,9|. 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 大 值 为 6. 

解法 二 同 解法 一 可 构造 6 个 子 集 4,, 4,,…, A。 满足 题目 条 件 (1) 和 (2) , 故 所 求 
上 的 最 大 值 >6. 

车 >7, 则 办 14.1=5k>35, 故 5 中 至 少 有 一 个 元 素 4 至 少 属于 不 ,4 ,4 中 
[3 和 二 +1=4 个 不 同 集合 .不 妨 设 a€ 4.(i=1,2,3,4), 于 是 对 任意 1<i<j < 4<4 
14: 门 4 门 4.1>=141 门 4; 门 4; 门 441>1, 由 容 斥 原理 得 

10 =1S1>1U41 


= 名 14.1 -SANG BANAGNA -IANANA NA 
>4x5- Cx2- (Ci-1)x1=11, 
矛盾 .所 以 大 <6. 
综 上 得 所 求 的 最 大 值 为 6. 


次 本 中 改革 长 性 汪 油 加 涉 症 O 


漆 珈 中游 避 了 站 溢 测 同 订 奖 0 


例 12 设 S={1,2,3,…,15} ,从 5S 中 取出 rn 个子 集 4,,4,,…,4, 满足 下 列 条 件 : 
(D1IAil=7,7i=1,2,.°",n 
(DIANA SISi<j<n); 
(3) 对 5 的 任何 三 元 子 集 W ,存在 某 个 4 使 得 MC A. 
求 这 样 一 批 子 集 个 数 n 的 最 小 值 . (1999 年 中 国 国家 队 选 拔 考试 试题 ) 
解 设 4= 14,,4,…,4,| 是 满足 题目 条 件 的 任意 集合 族 ， 
作 15xn 表格 ,其 中 第 i 行 第 j 列 处 的 元 素 为 
有 sh i€ 4) 
” 【o( 阁 i4) 


于 是 第 i 行 元 素 之 和 4d; = Ss 表示 i 属于 4 中 集合 的 个 数 ,而 14;1= Es 表示 4 中 所 
含 元 素 的 个 数 ， 于 是 由 已 知 条 件 (1) 有 


Tm = 归 141= 咏 风 w = Som =Ba. (OY 


4 中 每 一 一 个 含 ; 的 集合 中 有 Ci=15 个 全 i 的 三 元 子 集 , 故 4 中 各 集合 中 含 i 的 三 元 子 
集 共有 15d 个 . 另 一 方面 ,S 的 含 的 三 元 子 集 共有 C% = 91 个 ,由 已 知 条 件 (3) 知 它们 
每 个 都 被 4 中 某 个 集合 4 包含 ,所 以 

15d; 之 91, 故 由 >7. 
代入 @@ 得 7n 宇 15x7, 所 以 n 宇 15. 

下 面 我 们 具体 构造 一 个 符合 题目 条 件 的 集合 族 4 = 141,4,,…, 4's| .首先 ,将 

= |1,2,…,15| 的 15 个 元 素 依 顺 时 针 顺 序 标记 在 等 分 圆周 的 15 个 分 点 上 (如 图 4 - 14 

(a)) ,我 们 记 4, = |1,2,4,5,6,11,13! ,并 将 4, 依 顺 时针 方 向 转动 j - 1 个 单位 弧 长 所 
得 到 的 S 的 7 元 子 集 记 为 4(j=2,3,…,15) ,这 里 所 谓 单位 弧 长 即 圆周 长 的 十 五 分 之 
一 .图 4- 14(b) 是 4, 的 图 示 ,图 中 圆 内 侧 弧 段 上 所 标 数字 是 该 弧 段 所 含 单位 弧 长 的 数目 . 


(i=1,2,…,15;j=1,2,.,n). 


下 面 证 明 所 构造 的 4 = | 4, , 4,,…, 4,s} 符 合 题目 要 求 . 
(1) 显 然 4 中 每 个 集合 恰 由 5 的 7 个 元 素 组 成 . 
(2) 如 果 1<j -i<7, 那 么 4; 顺 时 针 方 向 转动 j - i 个 单位 弧 长 就 得 到 4 ,并 且 由 
41 的 图 示 ( 图 4- 14(b) ,我 们 看 到 顺 时 针 方向 相隔 单位 弧 长 分 别 为 1,2,3,4,5,6,7 的 
元 素 对 各 恰 有 3 对 ,每 个 4 也 有 同样 的 结论 .因此 ,将 4; 顺 时 针 转 动 j - i 个 单位 弧 长 
后 , 恰 有 4, 的 三 个 元 素 转动 后 到 达 位 置 所 示 元 素 在 4 中 ,从 而 14; 站 41=3. 

如 果 8<7- i<14, 那 么 将 4 顺 时 针 转 动 15 - (7 - 个 单位 弧 长 就 得 到 4; ,同样 
可 以 断定 14; 门 4)1 =3. 

(3) 设 W = fu,v,w| 是 5 的 任意 一 个 三 元 子 集 ,不 妨 设 u,v,w 是 圆周 上 按 顺 时 针 
排列 的 ,考察 与 v,v 与 w,w 与 4 之 间 所 夹 的 单位 弧 长 数目 ,将 其 中 较 小 的 两 弧 长 的 
数目 的 序 对 记 为 (a ,6)( 顺 时 针 序 ) ,显然 ,1< a,5<7, 并 且 除 了 (5,5) 序 对 外 ,其 余 序 
对 (a,5) 都 满足 a + b<9. 

观察 4, 的 图 示 ( 图 4- 14(b)), 我 们 看 到 下 面 罗 列 的 每 种 (a,4b) 类 型 的 三 元 集 在 
4 中 各 出 现 一 次 : 


(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(1,4), (4,1),(1,5), (5,1),(1,6), (6,1), (1, 


7),(7,1); 
(2,2),(2,3),(3,2),(2,4),(4,2), (2,5),(5,2), (2,6),(6,2); 
(3,3),(3,4),(4,3),(3,5), (5,3),(3,6),(6,3); 

(4,4,),(4,5),(5,4),(5,5). 
据 此 可 知 ,$ 的 任何 一 个 三 元 子 集 M 至 少 被 4 中 某 一 个 集合 所 包含 (例如 5 的 三 

元 子 集 {3,8,11| 对 应 的 有 序 对 为 (5,3) ,而 4, 中 与 有 序 对 (5,3) 对 应 的 三 元 子 集 为 111， 

1,4} ,由 11-3=8, 知 4， = |8,9,11,12,13,3,5} 包 含 三 元 子 集 {3,8,11| .事实 上 ,5 中 每 

个 三 元 子 集 恰 被 4 中 一 个 三 元 子 集 所 包含 ) . 

综 上 可 知 , 所 求 n 的 最 小 值 为 15. 
注 1. 本 题 得 出 "> 15 并 不 困难 ,主要 利用 了 算 两 次 的 方法 ,并 且 论证 时 没有 用 

| 到 已 知 条 件 (2) .而 构造 实例 较 困难 ,注意 验证 所 给 实例 满足 条 件 是 不 可 少 的 ,关键 是 

4 的 构造 .另外 构造 也 不 是 唯一 的 ,有 兴趣 的 读者 可 自行 给 出 不 同 的 实例 . 

2. 我 们 也 可 以 根据 已 知 条 件 (1) 和 (2) ,采用 例 11 中 的 方法 证 明 n> 15( 证 明 留 给 

读者 自己 完成 ) ,这 时 没有 用 到 已 知 条 件 (3) . 

例 13 设 X 是 一 个 56 元 集合 , 求 最 小 正 整数 ,使 得 X 的 任意 15 个 子 集 , 只 要 它 

们 中 任何 7 个 的 并 的 元 素 个 数 都 不 小 于 n, 则 这 15 个 子 集中 一 定 存在 3 个 ,它们 的 交 
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澳 卫 中洲 臣 玫 性 涟 油 同 入 交 O 


交 瑟 中 监 孙 开心 沸 同 洪 交 0 


解 设 X=|1,2,3,…,56|, 令 

Ai={i,i+7,i+14,i+21,i+28,i+35,i+42,i+49),i=1,2,3,.…,7, 

B= {jj+8,j+16,j+24,j+32,j+40,j+48| ,i=1,2,3,.",8. 
显然 ,14:1=8(1<i<7),14NM41=0(1<i<j<7),1B|l=7(1<j<8),1BNBI=0 
(Igi<js<8),1ANBI=11<is?,lsjs8). 

于 是 ,对 其 中 任何 3 个 子 集 , 必 有 2 个 同时 为 4; ,或 者 同时 为 B, 其 交 为 空 集 . 

对 其 中 任何 7 个 子 集 

A As sh 1 Bi ,B; ,Bi (s+ t=7), 
有 14; U4s UU4 UB UB,U…UB,! 

=1Asl+lAsl+t +lA 1+1B 1+1B, 1+ +1B ll- 

=8s+7t— st=8s+7(7-s)-s(7- s) 

=(s—-3) +40>40. 

故 所 求 的 最 小 正 整数 n 二 41. 

其 次 ,我 们 证 明 n = 41 合乎 条 件 , 用 反 证 法 .假设 存在 XX 的 15 个 子 集 ,它们 中 任何 
7 个 的 并 不 少 于 41 个 元 素 , 而 任何 3 个 的 交 为 空 集 . 因为 每 个 元 素 至 多 属于 2 个 子 集 ， 
不 妨 设 每 个 元 素 恰 属于 2 个 子 集 (否则 在 一 些 子 集中 添加 一 些 元 素 , 上 述 条 件 仍 成 
立 ) .由 抽 导 原理 , 必 有 一 个 子 集 , 设 为 4, 至少 合 [2< 和 中-] + 1 = 8 个 元 素 . 又 设 其 他 


14 个 子 集 为 4 ,4 ，…,4u. 这 14 个 子 集中 任何 7 个子 集 的 并 集 都 包含 X 中 41 个 元 
素 ,这 14 个子 集 的 所 有 7 元 子 集 组 一 共 包 含 了 关中 41C1, 个 元 素 . 另 一 方面 ,对 于 X 内 
任 一 元 素 a, 若 a 4, 则 41,4,,…,Aw 中 有 2 个 包含 a, 于 是 a 被 计算 了 Ch Ch 次 ; 
若 oE4, 则 41,4,,…,4u 中 只 有 1 个 含有 a, 于 是 a 被 计算 了 Cl - C? ,于 是 
41Ch<(56- 1A1)(Ch - Ch)+1Al(Ch - Ch) 
=56(Ch - Ch) -1AI(Chs - Ch) 
<56( Ch - Ch) -8(Ch - Ch). 
由 此 可 得 533<532, 矛 盾 . 故 n=41 合乎 条 件 . 
综 上 所 述 ,n 的 最 小 值 为 41. 
例 14 设 X=|41,4,,…,4,| 为 1= 11,2,3,…,36| 的 互 异 的 三 元 子 集 组 成 的 集 
族 ,满足 : 
(1) 对 任意 1<i<j<n,4 门 4)z*， 
(DANAN…NA, = 5. 
求 n 的 最 大 值 ,并 问 n 达到 最 大 值 时 ,共有 多 少 个 这 样 不 同 的 集 族 X? 
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解 设 工 满足 题目 条 件 , 不 妨 设 4, = {1,2,3| .由 已 知 条 件 (2) 知 存在 XX 的 一 个 元 
不 包含 1, 不 妨 设 4, = 1a ,a2,a3|, 且 1 矣 h4,. 类 似 地 可 设 hs = 16,,5,,b31, 且 2 4,， 
44=| csc2sc31, 且 3 锋 44. 由 已 知 条 件 (1) 知 针 的 每 个 元 至 少 有 以 下 9 个 配对 中 的 一 
个 作为 子 集 ; 

本 2 20 2, 531, 13, cer},13, cs| ,13, cs} .又 因为 
171 =36, 故 这 些 配 对 中 每 一 个 至 多 是 中 36 - 2 = 34 个 元 的 子 集 . 

若 这 些 对 中 不 存在 3 个 对 使 每 对 至 少 是 X 中 4 个 元 的 子 集 , 则 这 些 对 中 至 多 有 2 
对 使 每 对 是 X 中 34 个 元 的 子 集 ,其 余 7 对 中 每 对 至 多 是 X 中 3 个 元 的 子 集 ,于 是 

n=|1XIl<2x34+7x3= 89. 

下 设 这 9 个 对 中 至 少 存在 3 对 使 每 对 都 是 X 中 至 少 4 个 元 的 子 集 , 设 这 3 对 元 是 

= {c,d},p;= le ,AP 
因 p, 是 了 中 至 少 4 个 元 [a,b6,x} ,1a,5,y| ,1a,6,z|,|a,5,w} 的 子 集 ,而 了 中 
任意 其 他 元 4 与 这 4 个 元 都 至 少 有 一 个 公共 元 , 故 这 个 公共 元 只 可 能 是 c 或 5( 否 则 4 
含有 4 个 不 同 元 素 x,y,z,w, 矛 盾 ). 同 理 对 p, 和 ps 有 类 似 的 结论 . 

车 py 门 p= 多, 则 必 有 XX 的 两 个 形 如 [a,b,x} 和 | c,d,y|(x#c,d,y, ya,b， 
*) 这 与 已 知 条 件 (1) 矛 盾 . 所 以 mm , p, ,ps 两 两 之 交 非 空 . 

下 面 分 两 种 情形 : 

(TD)pifNpfNps#g, 设 p= {xz,y} ,p= {x,z} ,ps = {x,w| .其 中 x,y,2, WET. 
于 是 大 中 不 含 x 的 元 仅 可 能 为 {y,z,w| .所 以 {y,z,wj} 是 了 中 元 素 且 XSY(x,y,z， 
wp) ,其 中 Y(x,y,z,w) 为 由 |y,z,w| 及 所 有 含 x 且 含 y,z,w 中 至 少 一 个 的 三 元 子 集 
组 成 的 集 族 . 从 而 m= 1Xl<Y(%,y,z,w)l=1+ Ci+ C3 Ch = 100, 等 号 成 立 当 且 仅 当 
了 = 了 (x,y,z,w) .这 样 的 对 = Y(x,y,z,w) 共 有 C3%* C4 = Cy C3 =33* C3 个 . 

(于)pi 站 ps 门 ps = 多 .又 因 p, ,ps,p; 两 两 之 交 非 空 , 故 可 设 Pp1= {x,y!, p= |!y, 
zi,ps=|x,z} ,其 中 x,y,zE7. 于 是 广 中 每 个 元 至 少 包 含 x,y,z 中 2 个 ,所 以 XS 
Y(x,y,z), 其 中 Y(x,y,z) 为 所 有 包含 x,y,z 中 至 少 2 个 的 3 元 子 集 组 成 的 集 族 ,从 
而 n=1Xl<1Y(x,y,z)1=1+ C2Ch = 100, 等 号 成 立 当 且 仅 当 钱 = Y(x,y,z), 这 时 
这 样 的 X= Y(x,y,z) 有 C& 个 .他 们 都 不 同 于 ( 工 ) 中 的 集 族 . 

综 上 所 述 ,所 求 n 的 最 大 值 为 100, 并 且 n 达到 最 大 值 时 ,不 同 的 下 共有 33C3 + 
C5=34C3 个 . 

注 本 题 结论 中 求 n 的 最 大 值 改 为 证 明 n < 100, 即 为 2005 年 英国 奥林匹克 试题 . 

例 15 设 1=11,2,3,…,nj. 求 最 大 正 整 数 m, 使 存在 1 的 一 个 m 元 子 集 $ ,满足 : 

《1) 5 中 任何 一 个 数 不 是 另 一 个 数 的 倍数 ; 


痪 互 中 篮 导 开 尾 泣 尖 后 涉 交 oO 


次 天 中 浴 否 征 虫 亚 洪 避 站 类 O 


(2)S 中 任意 两 个 数 不 互 素 . (2005 年 巴尔 干 竞赛 试题 ) 
分 析 ” 先 对 特殊 的 n, 找 出 5 及 m 如 下 : 

n=100,101 时 ,S = |52,54,56,*…,100| ,m=25; 

n=102,103 时 ,S =|152,54,56,… ,102} ,m=26; 

n=104,105 时 ,S = |54,56,58,*…,104| , m =26; 

n=106,107 时 ,S = |54,56,58,*…,106} ,m=27; 

n=108,109 时 ,S = {56,58,60,.…,108} ,m=27. 


从 上 面 实例 可 得 4m<n+2<4(m+D,m< 呈 2<m+1, 即 m=[ 于 3]. 


解 令 So=12k1kEN,,[ 呈 2] <k<2[ 叶 下 -14, 因 2(2[ 叶 | - 0)<4x 


2 2 -2= mn, 故 SoC1,1561=[ 42] , 且 5 满足 题目 条 件 (1) 和 (2), 可 见 所 求 最 大 


正 整数 mm> [二 二 2] . 

其 次 , 设 SC7 是 满足 条 件 (1),(2) 的 任意 m 元 集合 , 则 对 任意 a€ 5, 存 在 唯一 非 
负 整 数 生 使 2%a€ S, = [号 ] +1,[ 于] +2,…, nl .我们 令 & 与 9a 对 应 ,构成 一 个 
从 5 到 5S, 的 映射 /, 下 面 证 /是 单 射 . 

事实 上 ,对 任意 a,5E S(a <5), 存 在 唯一 的 非 负 整 数 kh, hs 使 2%4a,2%5E 5,, 即 
f(a)=2%a,f(5)=2%6b. 若 f(a)=f(5), 即 2%a=2%b, 又 a<b, 所 以 >h,2%-%a 
=46, 故 a 整除 b. 这 与 5 满足 已 知 条 件 (1) 矛 盾 .所 以 /(a) 埃 1(5), 即 了 是 单 射 . 

又 因为 e,bE S,azb 时 ,由 已 知 条 件 (2) 得 (a,5b) >1. 故 |f(a),f(b)1=(2%a， 
254b) >1. 但 5, 中 任意 相 邻 的 两 个 数 互 素 , 且 当 mn 为 奇数 时 ,m -2,n - 1,m 两 两 互 素 ， 
故 5 的 像 集 合 F( $) 中 不 含 5; 中 任何 2 个 连续 的 正 整 数 , 且 为 奇数 时 ,f( 5S) 至 多 含 mn 
-2,n -1,n 中 的 一 个 数 ,所 以 


=1S1= ICS)1<[2 扫 ] . 


综 上 所 述 ,得 所 求 m 的 最 大 值 为 [ 卫 本 2] . 
例 16 对 于 整数 ">4, 求 出 最 小 的 整数 /(n) ,使 得 对 于 任何 正 整数 m ,集合 {m， 
m+1,…,m+n 一 1 的 任 一 个 /(n) 元 子 集中 , 均 有 至 少 3 个 两 两 互 素 的 元 素 . 
(2004 年 全 国 高 中 联赛 加 试 试题 ) 


解 ” 先 验证 f(4) =4,f/(5)=5,f(6) =5. 
n=4:im,m+1,m+2,m+3}, 若 m 为 奇数 , 则 m,m +1,m+2 两 两 互 素 , 若 m 
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为 偶数 , 则 m +1,m+2,m+3 两 两 互 素 , 故 /(4)<4. 但 在 {m,m+1,m+2,m+3| 中 
取 2 个 偶数 和 一 个 奇数 组 成 的 三 元 子 集 , 其 中 3 个 数 不 能 两 两 互 素 , 故 f/(4) =4. 

n=5:im,m+1,m+2,m+3,m+4, 同 n=4 的 情形 知 {m,m+1,m+2,m+3， 
m+4| 中 必 有 3 个 数 两 两 互 素 , 故 f(5)<5. 但 当 m 为 偶数 时 ,m,m +2,m+4 均 为 偶 
数 ,4 元 子 集 im,m+l,m+2,m+4| 中 不 存在 3 个 两 两 互 素 的 数 , 故 /5) =5. 

n=6:ijm,m+1,m+2,m+3,m+4,m+5| 中 有 3 个 奇数 和 3 个 偶数 ,如 果 取 3 
偶 1 奇 的 4 元 子 集 , 则 其 中 无 3 个 数 两 两 互 素 , 故 /(6) >4. 考 察 5 元 子 集 , 若 其 中 有 3 
个 奇数 , 则 此 3 个 数 必 两 两 互 素 ; 若 5 个 数 为 3 偶 2 奇 ,由 于 3 个 偶数 中 至 多 有 一 个 是 3 
的 倍数 ,至 多 有 一 个 是 5 的 倍数 ,所 以 3 个 偶数 中 必 有 1 个 不 被 3 整除 ,也 不 被 5 整除 . 
此 数 与 2 个 奇数 两 两 互 素 ,所 以 /(6) = 5. 

n>6: 设 T=|ilti<n+1,211, 且 31i|, 则 工 为 12,3,…,n+1| 的 子 集 , 7, 中 任 
意 3 个 元 素 不 能 两 两 互 素 ,所 以 


An)>IDI+1= [2 二 1] + [31] - [2 + 

设 m=6k+r>lr=0,1,2,3,4,5, 则 

[+ -于 4+[ 对 [天] 

| 
ak+r,r=4,5. 

当 r=0,1,2,3 时 ,将 n=6k+r 个 数 按 |m,m+l1,…,m+5), {m+6,m+7,…,m 
+1 ,m+6(k-1),m+6(k 一 1)+1,…,m+6k-1 分 成 组 ,余下 个 数 m+ 
6k,m+6k+1,…,m+6k+r-1. 任 取 4k+r+1 个 数 中 至 少 有 4k+1 个 数 属于 前 
个 6 元 组 中 .由 抽 屋 原理 知 其 中 必 有 [ (t+ 二 1] + 1=5 个 数 属于 同一 组 ,而 由 /(6) 
=5 知 这 5 个 数 中 必 有 3 个 数 两 两 互 素 . 

当 r=4,5 时 , 同 r=0,1,2,3 情形 将 n = 6# + r 个 数 进行 分 组 , 任 取 45 + r 个 数 
中 ,车 有 r=4,5 个 数 属于 余下 的 7 个 数 , 则 由 /(r) = r(r= 4,5) 知 这 > 个 数 中 必 有 3 
个 数 两 两 互 素 , 否 则 至 少 有 4k + 1 个 数 属于 前 面 个 6 元 组 , 故 其 中 必 有 5 个 数 属于 
同一 组 ,而 由 /(6) = 5 知 这 5 个 数 中 必 有 3 个 数 两 两 互 素 . 

故 Am)=[ 号 +[ 号 ]-[ 号 + 


例 17 某 次 考试 有 5 道 选 择 题 ,每 题 都 有 4 个 不 同 的 答案 供 选 择 ,每 人 每 题 恰 选 1 
个 答案 .在 2000 份 答卷 中 发 现存 在 正 整数 n, 使 得 任何 n 份 答 卷 中 都 存在 4 份 ,其 中 每 


两 份 的 答案 都 至 多 有 3 题 相同 , 求 n 的 最 小 值 . (2000 年 CMO 试题 ) 
l 199 r 


窒 互 路 监 于 生性 浸 示 加 站 将 O 


离 百 准 恪 匡 心 灵 油 攻 冻 闻 O 


解 ”将 每 道 题目 的 4 种 答案 分 别 记 为 1,2,3,4, 每 份 试卷 上 的 答案 记 为 (al, a;， 
ayai,as), 其 中 Ell,2,3,41(i=1,2,3,4,5) , 令 四 元 组 为 

{ (152,j, Ek, h), (2,i,j, ksh), (3,i,j, ksh), (4,i,j, kh) (i,j, k, hE |!l,2,3, 
4} ,这 样 的 四 元 组 共有 4 = 256 个 .由 于 2000 = 256x7+ 208, 故 由 抽 屠 原理 ,有 8 份 试 
卷 上 的 答案 属于 同一 四 元 组 .取出 这 8 份 试卷 后 ,余下 的 1992 份 试卷 中 仍 有 8 份 属 于 
同一 个 四 元 组 ;再 取出 这 8 份 试卷 ,余下 的 1984 份 试卷 中 又 有 8 份 属 于 同一 四 元 组 , 取 
出 这 8 份 试卷 ,连同 前 两 次 取出 的 试卷 共 24 份 ,这 24 份 试卷 中 ,任何 4 份 中 总 有 2 份 
的 答案 属于 同一 个 四 元 组 ,它们 后 4 题 的 答案 完全 相同 ,不 满足 题目 要 求 . 所 以 ,所 求 n 
的 最 小 值 为 25 

另 一 方面 , 令 

= {(al,azyas,asyas)1al+ art+ as+ast+as=0(mod4), ai, as, a3, a4, as €E {1,2,3, 

4}， 
则 1S1= 人 =256, 且 S 中 任何 两 种 不 同 的 答案 至 多 有 3 题 相 同 . 从 $ 中 去 掉 6 个 元 素 ， 
ah 250 种 答案 中 每 种 恰 有 8 人 选用 时 ,共有 2000 份 答卷 ,其 中 任何 25 份 试卷 中 
总 有 4 份 答卷 的 答案 互 不 相同 ,由 于 它们 都 在 S 中 , 当然 满足 题 设 要 求 , 这 表明 n =25 
可 以 满足 题目 要 求 . 

综 上 可 知 ,所 求 n 的 最 小 值 为 25. 

例 18 MO 太空 城 由 99 个 空间 站 组 成 ,任意 两 个 空间 站 之 间 有 管 形 通道 相连 . 规 


定 其 中 99 条 通道 为 双向 通行 的 主干 道 , 其 余 通 道 严格 单 向 通行 .如 果 某 四 个 空间 站 可 | 


以 通过 它们 之 间 的 通道 从 其 中 任 一 站 到 达 另 外 任 一 站 ， 则 称 这 四 个 站 的 集合 为 一 个 互 
通 四 站 组 . 
试 为 MO 太空 城 设 计 一 个 方案 ,使 得 互通 四 站 组 的 数目 最 大 (请 具体 算出 该 最 大 
数 ,并 证 明 你 的 结论 ) . (1999 年 CMO 试题 ) 
解 ” 把 问题 一 般 化 .下 面 讨论 n 个 空间 站 和 n 条 双向 主干 线 的 一 般 情 形 ,其 中 n 


是 大 于 3 的 奇数 ,并 记 m= 沽 (n-3) .本 题 中 n=99, m=48. 


(1) 若 在 四 个 空间 站 中 有 一 个 空间 站 与 男 外 三 个 空间 站 的 通道 都 是 从 该 站 严格 单 
向 发 出 , 则 这 四 个 站 的 集合 不 是 互通 四 站 组 ,把 这 样 的 非 互通 四 站 组 归 人 5 类 ,其 余 非 
互通 四 站 组 归 人 了 类 ,于 是 互通 四 站 组 的 总 数 为 

N=C.-1TI-1S1. 

用 1,2,…,n 给 n 个 空间 站 编号 , 设 从 i 号 空间 站 发 出 的 严格 单 向 通道 数 为 x;, 则 


5 类 非 互通 四 站 组 的 总 数 为 151= 内 C3 ,并 且 


和 1 + 如 + -= 二 na(n-3)= nm. 
要 使 N, 最 大 ,必须 171 和 151 最 小 . 

首先 ,证 明 1S1> nC% .事实 上 , 当 181 取 最 小 值 时 , 必 有 对 任意 1<i<j<n,lx- 
入 1 和 1. 这 是 因为 若 存在 1 ij<m 使 扩 - 妆 2, 那 么 令 ;= xi +1,x') = 一 1,%4 = 
o (天 7, 于 是 o = 家 < = 加. 设 1381= 写 C , 则 1S1-1851=G+G-c- 
C=C%+C, -C01= C5-1- C3 >0( 因 为 (% -1) -1), 这 与 151 最 小 
矛盾 


故 1S1> nC*, 当 且 仅 当 x = za =… = 和 = m 时 等 号 成 立 ,所 以 
N= CIT ISI C0- nC =n(n-3)(m +6n-31). 


(2) 下 面 的 设计 方案 表明 N, = C; - nC: 是 可 以 成 立 的 . 

首先 将 编号 为 1,2,…, n 的 空间 站 依 顺 时 针 次 序 排 在 一 个 圆周 上 的 n 个 点 4， 
4,，,…,4, ,圆周 上 相 邻 两 空间 站 之 间 的 通道 为 双向 通行 主干 道 ,这 样 一 共 设 定 了 n 条 
双向 主干 道 ; 

442， 424 4144.41. 

对 任意 ,jE 11,2,3，…nHi 尖 六 车 沿 顺 时 针 方向 从 4; 到 4 的 弧 经 过 奇数 个 空 
间 站 ,那么 规定 4 与 4 的 通道 是 从 4; 到 4 的 严格 单 向 通行 道 :4-~>4i .因为 n 为 奇 
数 ,从 4 到 4 的 顺 时 针 弧 与 从 4 到 4; 的 顺 时 针 弧 当中 人 恰 有 一 个 经 过 奇数 个 空间 站 ， 
故 上 述 规定 不 会 导致 矛盾 . 


按 此 方案 ,从 每 个 4; 出 发 的 严格 单 向 通行 道 的 数目 都 为 m = 2 地 3 ,所 以 151= 


nC .下 面 证 明 : 此 方案 中 必 有 1 TI = 0. 

如 果 四 站 组 中 有 两 个 空间 站 4, B 之 间 的 通道 为 双向 主干 道 ,那么 易 知 这 个 四 站 
组 是 互通 的 .因此 ,如 果 四 站 组 4,8,C,D 不 是 互通 的 ,那么 它们 中 任何 两 站 之 间 的 通 
道 都 不 是 双向 主干 道 , 设 4 与 B,B 与 C,C 与 D,D 与 4 之 间 的 空间 站 个 数 分 别 为 a， 
b,c,d, 于 是 a+b+c+d=n-4 为 奇数 .从 而 a,b,c，,d 中 为 奇数 的 个 数 为 1 和 3. 

(1) 车 o 为 奇数 ,5,c,d 为 偶数 , 则 4 一 B 一 D 一 C 一 4,4、B、C.D 为 互通 四 站 
组 (图 4-15(a) ) . 

(ii) 车 a,b,c 为 奇数 ,d 为 偶数 , 则 从 4 到 B,C,D 的 通道 都 是 从 4 出 发 的 严 
格 单 向 通道 ,这 种 非 互通 四 站 组 属于 $ 类 (图 4- 15(b)). 


由 以 上 讨论 知 此 方案 中 171 = 0. 
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特别 n=99 时 ,本 题 所 求 互通 四 站 组 个 数 的 最 大 值 为 C% - 99 Ca = 2052072 . 


最 少 必须 有 多 少 人 参加 活动 , 才 可 以 安排 符合 上 述 规则 的 赛程 表 ,使 得 相应 的 赛 次 集 | 
恰好 为 4. 证 明 你 的 结论 . (2000 年 CMO 试题 ) 


程 表 , 使 得 相应 的 赛 次 集 恰 为 4 = | cl , a,,…, ai| ,并 且 每 名 参加 者 都 属于 两 个 对 子 ， 
对 上 用 数学 归纳 法 . 


图 4- 15 
综 上 可 知 ,互通 四 站 组 个 数 的 最 大 值 为 C; - nCii = 蚤 an(n- 3)( 玫 +6n -31). 


例 19 某 乒 乓 球 俱乐部 组 织 交流 活动 ,安排 符合 以 下 规则 的 双打 赛程 表 , 规 则 为 : 
(1) 每 名 参赛 者 至 多 属于 两 个 对 子 ; 

(2) 任 意 两 个 不 同 对 子 之 间 至 多 进行 一 次 双打 ; 

《3) 凡 表 中 同属 一 对 的 两 人 ,就 不 在 任何 双打 中 作为 对 手相 遇 . 

入 计 各 人 天 并 网 并 条 次数 ;的 兴 将 所 有 个 同 次 要 外 局 的 案 合 完 为 要 交集 

给 定 不 同 的 正 整 数组 成 的 集合 4 = | a ,as,…, a | ,其 中 每 个 数 都 被 6 整除 .试问 


解 〈1) 设 o < mm <…< oa， 并 设 所 安排 的 赛程 表 中 某 参加 者 的 赛 次 为 a,. 
若 该 参加 者 仅 属于 一 个 对 子 , 则 另 有 wx 对 与 该 对 进行 双打 ,因而 至 少男 有 a 人 


总 人 数 不 少 于 uk + 2. | 


若 赛 次 为 o 的 某 参 加 者 属于 两 个 对 子 , 则 至 少男 有 人 党 对 与 这 两 对 进行 双打 ,因而 
至 少 另 有 学 人 ,总 人 数 不 少 于 从 +3( < a, +2). 
因此 ,参加 者 的 总 数 不 少 于 党 + 3， 


(2) 设 mw < aa<…< a4 ,我 们 证 明 ， 车 有 学 +3 名 参加 者 , 则 可 安排 符合 规则 的 赛 


(1 )k=1 时 ,将 字 +3 人 分 为 号 + 1 个 三 人 小 组 ,每 组 中 任何 两 人 结 成 对 子 , 所 有 


不 同 组 的 对 子 进行 双打 ,于 是 每 人 的 赛 次 数 都 为 2x C3 x Ci = ai. 


aa 一 Qi 


(Dk=2 时 ,将 字 +3 人 分 为 和 了 两 大 组 ,满足 1S1= 了 ,17|1= +3, 再 


将 S 和 人 个 三 人 组 中 任 两 人 结 成 对 子 ， 

安排 $ 大 组 的 每 个 三 人 组 的 对 子 与 该 三 人 组 以 外 的 所 有 其 他 对 子 进行 双打 ;安排 
了 大 组 的 每 个 三 人 组 的 对 子 只 与 $ 大 组 中 对 子 进行 双打 .于 是 , $ 大 组 中 每 人 的 赛 次 
数 为 


-3+ + = azi 


7 大 组 中 每 人 的 赛 次 数 为 2x 他 = a 
( 放 ) 假 定 对 于 =-1 和 上 = 时 ,所 述 结论 成 立 ,考察 k=h+1 的 情形 , 即 


={aa rs Gi} a < a < < a 


并 且 有 525 + 3 名 参加 者 ,将 这 些 参加 组 分 为 5,7 和 三 大 组 ,满足 1S1 = 所,171 = 


AN 
对 子 . 

安排 5 大 组 的 每 个 三 人 组 的 对 子 与 各 大 组 中 所 有 其 他 的 对 子 进行 双打 . 

安排 了 大 组 每 个 三 人 组 的 对 子 都 与 8 大 组 中 的 对 子 进行 双打 ,另外 安排 7 大 组 内 
的 赛程 使 7 大 组 内 的 赛 次 集 为 

= |o - a1, 3 a1,…, a4 -a1 (根据 归纳 假设 ,这 样 的 安排 可 实现 ) 

安排 U 大 组 的 对 子 只 与 $ 大 组 的 对 子 进行 双打 ,这 样 安排 的 赛程 表 符合 规则 . 

5 大 组 内 参加 者 的 赛 次 数 为 

2( 扫 -3+ 3 +3+ a 4】 = air. 

7 大 组 内 参加 者 的 赛 次 数 分 别 为 以 下 各 数 : 


2x 人 P+- 0)= (j=2,3,…,h). 


U 大 组 内 参加 者 的 赛 次 数 为 2x = ai- 
因此 ,与 所 安排 的 赛程 表 相应 ee 和 ar,0r… anul, 于 是 k=h+1 


时 结论 得 证 .这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
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综 上 所 述 可 知 ,所 求 参加 者 人 数 的 最 小 值 为 字 +3. 


例 20 平面 内 任 给 ”个 点 (mn>5), 其 中 任意 4 点 不 共 面 , 求 最 小 正 整数 m, 使 得 
在 nn 个 点 之 间 连 有 m 条 线 后 , 必 存 在 两 个 恰 有 一 个 公共 点 的 三 角形 .( 本 题 实质 上 是 
2003 年 中 国 国家 集训 队 培训 练习 题 , 仅 叙述 上 作 了 适当 改变 ) 


解 首先 将 n 个 点 分 成 两 个 不 相交 的 集合 M, 和 M,, 其 中 M, 中 有 [个 点 ， 


Ms 中 有 [ 生 ] 个 点 ,将 M, 中 每 点 与 Ms 中 每 点 连 一 线 股 , 且 M 中 某 两 点 连 一 线段 ,其 
余 的 点 之 间 不 连 线段 , 则 一 共 连 有 [ 于 1] [号 ] + 1 = [全] + 1 条 线段 ,但 其 中 不 存在 
两 个 恰 有 一 个 公共 项 点 的 三 角形 . 

故 所 求 最 小 正 整数 m> [ 马 ] + 2. 


其 次 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 , 若 n( 之 5) 个 点 之 间 连 有 [全 ] +2 条 线段 ,其 中 必 
存在 两 个 只 有 一 个 公共 点 的 三 角形 . | 
当 n=5 时 ,5 个 点 之 间 至 多 可 连 C3 =10 条 线段, 现 已 连 有 [ 生 ] +2=8 条 线段 , 故 


只 有 两 对 点 之 间 没 有 连 线 ,可见 至 少 有 一 个 点 4 向 其 余 4 点 B、C、D、E 都 连 有 线段 ， 
于 是 以 B.C、D、E 为 端点 的 三 组 对 边 (无 公共 端点 的 两 条 线段 ) , 必 有 一 组 对 边 同 时 存 
在 .不 妨 设 8 与 C,D 与 E 连 有 线段 .于 是 存在 两 个 有 公共 端点 的 三 角形 ;人 4BC 与 
全 4DE, 故 n=5 时 ,结论 成 立 . 、 

设 对 n - 1 结论 成 立 ,考察 n>6 的 情形 ,这 时 从 n 个 点 出 发 的 线段 数 总 和 为 


2[ 瑟 ] +4, 故 其 中 必 存 在 一 个 点 4, 从 4 出 发 的 线段 数 至 多 为 | 了 [所 | 4 ,而 当 n= 
n 


24>6 时 ,| 2 全] = [站 这 4] = [t+ 在 ] = 上 = [号 ]; 当 = 2 + 1>7 时 ， 
n 


4+1=[ 生 ] +1(n=7) 

[省 -PS -Te -| , 故 若 -6 
nt 4= [号 ] (>9) 

或 >8, 则 去 掉 4 以 及 从 4 出 发 的 线段 后 ,还 剩 n -1 个 点 ,它们 之 间 的 连 线 数 至 少 为 


[村 ] +2- [中 = [号 ([2 直 3] -+2= [中 [ 呈 ] >- [二 ] +2. 


故 由 归纳 假设 知 必 存 在 两 个 只 有 一 个 公共 点 的 三 角形 . 
所 以 ,只 需 讨论 n=7 的 情形 .这 时 7 个 点 之 间 共 连 [ 盾 ] + 2 = 14 条 线段 ,如 果 从 


其 中 某 点 出 发 的 线段 数 至 多 为 [全 ] = 3 条 , 则 同上 可 归结 为 有 n ~ 1=6 个 点 的 情形 ， 


故 只 需 考 虑 从 每 点 出 发 恰 有 4 条 线段 的 情形 . 
考虑 与 4 连 有 线段 的 4 个 点 B.C、D、E. 因 为 从 每 点 出 发 
都 有 4 条 线段 ,而 一 共 只 有 7 点 , 故 B.C、D、E 中 每 点 至 少 与 
其 余 3 个 点 中 一 个 点 连 有 线段 .不 妨 设 B 与 C 连 有 线段 ,车 D 
与 连 有 线段 , 则 命题 结论 成 立 . 故 下 设 D 与 E 没有 连 线 ,这 
时 车 D、E 分别 与 8、C( 或 C、8) 连 有 线段 , 则 命题 结论 也 成 
立 . 故 只 需 考 虑 D、E 同时 与 8( 或 同时 与 C) 连 有 线段 的 情形 ， 
不 妨 设 D、E 同时 与 B8 连 有 线段 ,而 C.D、E 之 间 两 两 不 连 线 
段 考虑 另外 两 点 FG. 由 于 从 C.D、E 出 发 都 有 4 条 线段 , 故 
C.D\ 玉 都 与 FG 同时 连 有 线段 .而 从 FG 出 发 均 有 4 条 线 
段 ,所 以 下 与 6 连 有 线段 ( 因 FG 与 4,B 都 没有 连 线 ) ,这样 图 4-16 
我 们 得 到 图 4- 16, 此 时 和 人 4DB 与 A PCD 是 两 个 只 有 一 个 公共 点 的 三 角形 . 


综 上 可 知 ,m= [他] + 2. 
【模拟 实战 四 】 


习题 A 


. 对 于 有 限 集 4 ,存在 函数 /:N, >4, 具 有 以 下 性 质 : 若 i,jEN, 且 1i-j| 为 素数 时 ， 
(i 去 f(j) , 问 集合 4 中 最 少 有 几 个 元 素 ? 


2. 有 20 个 队 参 加 全 国足 球 冠军 决赛 ,为 了 使 任何 三 个 队 中 都 有 两 个 队 相 互 比赛 过 , 问 | 


最 少 要 进行 多 少 场 比赛 ? 
3. 设 为 给 定 的 正 整 数 , 求 最 小 正 整 数 n ,使 得 任意 n 个 整数 中 总 存在 两 个 正 整数 , 它 
们 的 和 或 差 被 2k 整除 . 
4. 已 给 集合 S = 11,2,3,…,1997| ,4 = fal,as,…,a| 是 5 的 子 集 , 具 有 下 述 性 质 :“4 
中 任意 两 个 不 同 元 素 之 和 不 能 被 117 整除 ”. 试 确定 & 的 最 大 值 , 并 证 明 你 的 结论 . 
(1997 年 江苏 省 高 中 竞赛 试题 ) 


5. 求 最 小 正 整数 n(n 二 4) ,使 得 从 任意 n 个 不 同 的 整数 中 都 能 选 出 四 个 不 同 的 数 4， 
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bc,d, 满 足 a+b-c-d 被 20 整 除 . (第 39 届 IMO 预选 题 ) 
6. 当 任 意 上 个 连续 正 整数 中 必 有 一 个 正 整数 , 它 的 各 位 数字 的 和 为 11 的 倍数 时 ,我们 
把 每 个 这 样 的 连续 大 个 正 整数 片段 都 叫做 一 个 长 度 为 大 的 “ 龙 ", 试 求 最 短 龙 的 长 


度 . 

7. 设 N=11,2,…,ni(n>>2),WN 的 子 集 41,4,,…,4, 组 成 集 族 FF, 若 对 任意 i,jEN， 
ij 都 有 一 个 集合 A 使 站 1i, 诈 恰 含有 一 个 元 素 , 则 称 是 可 区 分 的 .车 N 的 每 
个 元 素 至 少 属于 一 个 子 集 hE F, 则 称 F 是 利益 的 . 问 使 一 个 =14,,4,,…,4.} 既 
是 可 区 分 的 又 是 闭 盖 的 ,t 的 最 小 值 (n) 是 多 少 ? (第 29 届 MO 预选 题 ) 

8. 试 将 2004 分 成 若干 个 互 不 相等 的 正 整 数 之 和 ,并 使 得 这 些 正 整数 的 乘积 为 最 大 , 求 
这 个 最 大 值 . 

9. 设 集合 4 中 元 素 全 为 正 整数 ,是 对 任意 *,yE 4(x*y), 有 1x -71> 击 坟 , 问 4 中 


最 多 有 几 个 数 ? 
10. 12 个 人 每 周到 同一 餐馆 聚餐 ,每 次 分 为 三 桌 , 每 桌 四 人 ,要 求 任意 两 人 都 至 少 有 一 
次 坐 在 同一 桌 上 . 问 : 这 样 的 聚餐 最 少 要 进行 几 周 ? 
11. 将 2006 表示 为 5 个 正 整 数 mm ,xa ,xia,x4yxs 之 和 . 记 S = es: 
(1) 当 x ,%o,%3 ,x4,xs 取 何 值 时 ,5 取 最 大 值 ; 
(2) 进 一 步 地 ,对 任意 1<i,j<5 有 1x -和 %1<2, 当 xi,%i,x3,x4,%s 取 何 值 时 ,S 取 
最 小 值 .说 明理 由 . (2006 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 
12. 已 知 一 次 考试 共有 6 道 题 ,每 题 恰 有 100 人 做 出 ,而 对 每 两 个 参加 考试 的 人 至 少 有 
一 道 题 他 们 都 未 做 出 . 问 最 少 有 多 少 人 参加 考试 ? 
13. 在 2009 x 2009 方 格 表 中 每 个 小 方 格 中 均 填 人 一 个 实数 ,其 绝对 值 不 超过 1, 并且 每 
个 2x2 正 方形 内 4 个 实数 的 和 是 0. 求 方 格 表 中 各 数 之 和 的 最 大 值 . 
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习题 B 


14. 设 n(>3) 为 正 整数 , W 是 一 个 n 元 集合 , 求 具 有 下 述 性 质 的 最 大 正 整数 ,存在 由 
MM 的 个 不 同 的 三 元 子 集 构成 的 子 集 族 ,其 中 任意 两 个 三 元 子 集 的 交集 不 空 . 

15. 设 S= {mlmEN, ,mm 的 素 因子 都 不 大 于 10} , 求 最 小 正 整数 n ,使 得 5 的 任何 n 元 
子 集中 总 存在 4 个 不 同 的 数 ,它们 的 乘积 为 完全 平方 数 . 

16. 在 一 次 数学 竞赛 中 : (1) 竞 赛 题 为 n(n >>4);(2) 每 道 题目 恰 由 4 人 解 出 ;(3) 对 于 任 
意 两 道 题 , 恰 有 1 人 解 出 这 两 题 . 若 参 赛 人 数 大 于 或 等 于 4n, 求 n 的 最 小 值 ,使 得 


总 存在 1 人 解 出 了 全 部 竞赛 试题 . (第 15 届 韩国 奥林匹克 试题 ) 
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- 求 最 小 正 整数 ,使 得 任 取 n 个 不 同 的 正 整数 中 必 存 在 8 个 不 同 的 正 整数 ,其 和 被 
8 整除 . 
. 14 人 进行 一 种 日 本 棋 循环 赛 ,每 人 都 与 另外 13 人 对 弈 ,在 比赛 中 没有 平局 , 求 “三 
角 联 "个 数 的 最 大 值 (这 里 “三 角 联 " 指 3 人 之 间 的 比赛 每 人 皆 一 胜 一 负 ) . 
(2002 年 日 本 奥林匹克 试题 ) 
.车 a1 ,a,,…,an 是 首 项 和 公差 都 为 正 整数 的 等 差 数列 ,并 且 它 们 每 一 项 的 十 进 制 
表示 的 数 中 不 出 现 数字 9, 求 项 数 m 的 最 大 值 . 


. 10 个 人 到 书店 买书 ,如 果 已 知 :(1) 每 人 都 买 了 三 本 书 ;(2) 任 二 人 所 买书 中 至 少 有 | 


一 本 相同 . 问 最 受 欢迎 的 书 (购买 人 数 最 多 者 ) 最 少 有 几 个 人 购 得 ? 为 什么 ? 


(1993 年 CMO 试题 ) 
. 设 集合 5 = {1,2,3,… ,50| , 试 求 最 小 正 整数 ,使 得 5 中 每 个 含有 n 个 元 素 的 子 集 
都 有 三 个 数 能 作为 直角 三 角形 的 三 条 边 长 . (1993 年 中 国 国家 集训 队 试 题 ) 


. 设 5=|1,2,…,98| , 求 最 小 正 整数 ,使 得 $ 的 任意 一 个 n 元 子 集中 都 可 以 选 出 
10 个 数 ,无 论 怎样 将 10 个 数 均 分 成 两 组 ,总 有 一 组 中 存在 一 个 数 与 另外 4 个 数 互 
质 ,而 另 一 组 中 总 有 一 个 数 与 另外 4 个 数 不 互 质 . (1998 年 CMO 试题 ) 

- 桌 上 放 着 2000 张 互 不 重 亚 的 相同 的 圆 纸 片 , 某 些 圆 纸 片 互相 外 切 . 问 :最 少 要 给 这 

些 纸 片 染 上 多 少 种 颜色 ,才能 使 相 切 的 圆 纸 片 的 颜色 互 不 相同 ? 

(1989 年 中 国 国家 队 选 拔 考试 试题 ) 

个 人 参加 由 12 轮 比赛 组 成 的 训练 赛 ,每 一 轮 比赛 后 ,每 个 参赛 者 都 根据 他 在 该 

轮 比赛 中 的 名 次 获得 一 个 分 数 a (a EN, ,k=1,2,,n,a > ary>…>a,). 所 

有 上 比赛 结束 后 ,再 根据 每 人 在 12 轮 比赛 中 所 得 分 数 之 和 排列 总 名 次 . 试 求 最 小 正 

整数 ,对 于 这 个 n, 可 恰当 选取 a ,cz ，…， an 使 得 在 倒数 第 二 轮 结束 后 ,无论 排 

名 如 何 , 都 至 少 有 2 人 具有 最 终 获得 冠军 的 可 能 性 . 

(第 32 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 

- 在 80 个 城市 之 间 有 两 种 方式 的 飞行 航线 被 执行 :任意 一 个 城市 至 少 和 7 个 城市 有 
直 航 ;任意 两 个 城市 可 通过 有 限 次 直 航 来 连接 . 求 最 小 正 整数 ,使 无 论 如 何 安排 
满足 条 件 航线 ,任何 一 个 城市 到 达 任何 其 他 城市 最 多 可 以 经 过 次 直 航 到 达 . 

(第 12 届 土 耳 其 奥林匹克 试题 ) 
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第 五 章 ” 操 作 变 换 问题 


§ 1 操作 变换 问题 的 基本 类 型 


在 国内 外 各 级 数学 竞赛 中 ,常常 遇 到 一 些 富有 趣味 性 的 操作 变换 问题 .这 类 问题 
常常 分 为 下 列 两 小 类 :(1) 按 一 定 的 方式 由 一 人 进行 操作 , 问 能 否 经 过 有 限 步 达 到 预定 
的 目标 ? (2) 由 两 人 按照 一 定 的 规则 轮流 进行 操作 , 问 谁 有 最 佳 策略 保证 自己 一 定 能 
获胜 ? 操作 变换 问题 的 操作 过 程 实际 上 是 一 个 变换 过 程 ,但 是 操作 规则 通常 无 法 表达 
为 明显 的 递 推 公式 ,使 得 解决 操作 变换 问题 往往 并 不 需要 很 多 的 数学 知识 ,但 却 具 有 
灵活 性 和 技巧 性 ,加 之 又 非常 有 趣 , 故 这 类 问题 对 开拓 解 题 思 路 ,增强 数学 思维 能 力 ， 
增进 学 习 研究 数学 的 兴趣 很 有 益处 . 正 因为 如 此 ,这 类 问题 在 国内 外 各 级 数学 竞赛 中 
颇 受 青睐 . 


§2 解 单 人 操作 变换 问题 的 基本 方法 


1. 逐步 逼近 法 (调整 法 ) 


所 谓 逐 步 逼 近 法 (调整 法 ) 就 是 按照 题目 制定 的 规则 逐步 进行 调整 , 以 减少 与 目标 
的 差别 ,而 逐步 逼近 目标 ,从 而 保证 经 过 有 限 步 可 以 达到 预定 目标 .许多 情形 下 是 按照 
题目 条 件 ,建立 一 个 取 非 负 整数 值 的 目标 函数 f. 若 没有 达到 目标 , 则 证 明 经 过 适当 调 
整 后 可 使 严格 减少 一 个 正 整数 ,于 是 ,由 /人 蚀 取 非 负 整 数值 知 ,这 种 调整 过 程 不 可 能 
无 限 次 继续 下 去 ,这 就 证 明了 可 经 过 有 限 次 操作 达到 预定 目标 . 

例 1 设 圆周 上 放 若 干 堆 小 球 ,每 堆 中 的 小 球 都 是 3 的 倍数 ,但 各 堆 球 数 不 必 相 
等 . 现 按 下 列 规则 调整 各 堆 的 球 数 : 把 各 堆 小 球 三 等 份 ,本 堆 留 一 份 ,其 余 两 份 分 别 放 
入 左 \ 右 两 堆 中 ,如 果 某 堆 数 不 是 3 的 倍数 , 则 可 从 布袋 中 取出 一 球 或 两 球 放 人 ,使 该 
堆 球 数 是 3 的 倍数 ,然后 按 上 述 方法 继续 调整 . 问 能 否 经 过 有 限 次 调整 使 各 堆 的 球 数 
相等 ? 

解 ” 设 某 次 调整 前 , 球 数 最 多 的 有 3m 个 球 ,最 少 的 有 3n 个 球 , 目 m > nm, 那么 

(1) 经 过 调整 后 ,各 堆 的 球 数 仍 在 3m 与 3n 之 闻 . 


事实 上 , 设 某 堆 有 31 个 球 , 它 的 左 、 右 两 堆 的 球 数 分 别 为 3k 和 3h(3n <31<3m， 
] 208 


诸 豆 中 演 导 也 帐 溢 测 同 诛 并 O 


3n<3k<3m,3n<3h<3m). 于 是 ,调整 后 该 堆 的 球 数 为 k+ 1+h, 满 足 3n<k+1+ 
hs<3m. 若 这 堆 球 数 不 是 3 的 倍数 ( 即 3n <k+ 1+h<3m), 可 补充 一 球 或 两 球 成 为 3 
的 倍数 ,其 球 数 仍 在 3n 与 3m 之 间 . 

(2) 原 来 球 数 大 于 3n 的 堆 ,经 过 调整 后 ,其 球 数 仍然 大 于 3n. 

事实 上 , 同 (1) 知 道 车 31>3n,3k>3n,3h>3n, 则 +1+h>3n. 

(3) 原 来 球 数 为 3n 的 堆 中 ,经 调整 后 ,至 少 有 一 堆 的 球 数 大 于 3n. 

事实 上 ,原来 球 数 为 3n 的 堆 中 ,至 少 有 一 堆 , 它 的 左 或 右 堆 中 的 球 数 大 于 3n, 同 
(1) 记 号 ,不 妨 设 3 下 > 3n,31 = 3n,3j>>3n, 于 是 大 +1+ 有 >3n。 

于 是 每 调整 一 次 , 球 数 为 3n 的 堆 至 少 减少 一 堆 , 故 经 过 有 限 次 调整 ,可 使 每 堆 的 
球 数 都 大 于 3n, 而 含 球 数 最 多 的 堆 所 含 球 数 不 会 增 大 ,于 是 含 球 数 最 多 的 堆 与 含 球 数 
最 少 的 堆 所 含 球 数 之 差 /将 严格 地 减 小 . 故 经 过 有 限 步调 整 ,这 个 差 数 必 为 零 , 即 各 
堆 的 球 数 相等 . 

注 本 题 中 目标 函数 为 /=3m -3n. 

例 2 在 一 个 正 五 边 形 的 每 一 个 顶点 上 填 上 一 个 整数 ,使 得 所 填 5 个 整数 之 和 大 
于 等 .车 其 中 三 个 相连 顶点 对 应 的 整数 依次 为 x,y,z, 且 中 间 数 y <0, 则 要 进行 如 下 调 
整 :将 整数 *,y,z 分 别 换 成 x + y, - y,z + y, 只 要 所 得 的 5 个 整数 中 至 少 有 一 个 为 负 
数 时 ,这 种 调整 就 要 继续 进行 . 问 :这 种 调整 过 程 是 否 经 过 有 限 步 后 必 终 止 ? 

(第 27 届 IMO 试题 ) 

分 析 设 5 个 顶点 上 的 数 依次 为 x，y，z45 4. 要 作 一 个 函数 f(x,y,z,u,v), 其 值 
为 非 负 整数 ,使 得 当 y <0 时 ,调整 后 的 值 严格 减少 , 即 f(x + ys ~ Ys+y, U0)— 
x,y,z,u,v) <0. 注 意 到 调整 过 程 中 -z=(x+y)-(z+ 7) 没 有 变化 ,又 / 非 负 ， 
故 f 中 最 好 出 现 (x - z)? ,而 由 字母 的 对 称 性 , 则 隔 一 个 数 的 两 数 差 的 平方 都 出 现 ， 即 
f=(x-z) +(y-u) +(z-v) +(x) +(v-y). 

解 设 5 个 顶点 上 的 整数 依次 为 x,y,z， 0, 令 f(x,y, zy u,v) = (rz) +(y— 
?tz 一 w+ (uw-x)?+(v-y)?, 车 x,y,z,w,v 中 有 一 个 小 于 0, 例 如 y<0, 则 经 


过 一 次 调整 后 ,x,y,z, u,v 依次 变 成 x + y，- y，,z+ y,4,v, 于 是 对 应 的 函数 值 与 原 函 | 


数值 之 差 为 
f(x+y, -yz+7y +Db) -f(x,y,z,u,0) 
=[(x-z)+(~y- w+(y+z-o) + (ur) + (w+y)] [x 2)+ 
(y-u) +r(z-v) +(u- x) + (vy)] 
=2y(x+y+2z+u+v)< -2. 
即 每 经 过 一 次 调整 ,f 的 值 至 少 减少 2, 但 />0 且 为 整数 , 故 这 样 的 调整 过 程 不 可 能 无 
限 次 进行 下 去 , 即 经 过 有 限 步调 整 后 必 终 止 ,这 时 5 个 顶点 上 的 数 全 为 正 整 数 . 
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注 设 5 个 顶点 上 的 数 依次 为 wu ,wi, ws, wus ,本题 中 目标 函数 也 可 取 为 /(w， 


| 
wrt us) = ul tiut ul + lut ut ult+ b+ wrt + Url)+ 
| 


lu + uz + w+ w+ us1) (其 中 i,s = 册 ) ,或 /= 岂 吉 + + ww1)*( 其 中 ws = w). 

例 3 考虑 1,2…,20 的 排列 (a1a,…aw), 对 此 排列 进行 如 下 操作 :对 换 其 中 某 两 
个 数 所 处 的 位 置 ,目标 是 将 此 排列 变 为 (1,2,… ,20) . 设 对 每 一 个 排列 a = (al az，…， 
aa ) 达 到 目标 所 需要 进行 操作 次 数 的 最 小 值 记 为 六 , 求 k 的 最 大 值 . 

解 首先 ,对 任意 一 个 排列 a= (al ,as,…,aw), 显 然 可 以 在 19 次 操作 中 ,将 之 变 
为 (1,2,…,20) , 故 <19. 

下 面 证 明 : 当 a = (2,3,…,20,1) 时 ,至 少 需 要 19 次 操作 ,才能 变 为 (1,2,…,20) . 

为 此 ,引入 循环 圈 的 概念 . 设 排列 中 第 5b, 个 位 置 上 的 数 是 5,, 第 5, 个 位 置 上 的 数 
是 刀 ,…, 第 b_ 个 位 置 上 的 数 是 b ,第 bi 个 位 置 上 的 数 是 51, 则 将 b 一 bs 一 … 一 bi 一 
5b1, 称 为 一 个 循环 图 .特别 第 b, 个 位 置 上 是 b, 时 , 则 b, 一 5b 也 是 一 个 循环 圈 , 于 是 每 


个 排列 可 以 分 拆 为 若干 个 不 相交 的 循环 圈 . 设 排列 a = (a , as,…, a, ) 中 循环 图 的 个 | 


数 记 为 /( a) ,我 们 考察 每 次 操作 后 f(a) 的 变化 . 

(1) 当 操作 是 将 同一 循环 圈 内 两 数 六 ,bi(i< 门 交换 时 , 则 此 循环 圈 5 一 b,>… 一 
bi-1 习 bs 被 分 拆 为 两 个 循环 圈 : b, 一 by 一 … 一 bb 了 bb>bl 和 bi 一 
biss™ "bb. 

(2) 当 操作 将 两 个 循环 圈 b, 一 b, 一 … 一 b 一 bl 和 ci 一 cz 一 … 一 cn 一 cl 中 的 两 个 
数 b, 与 c, 交换 时 ,这 两 个 循环 圈 合 并 成 一 个 循环 圈 : 凡 一 c* 一 cs 一 co 一 cl 一 六 一 咏 一 

b>b. 

因此 每 次 操作 后 ,循环 圈 的 个 数 总 是 增加 1 或 减少 1. 注 意 到 a = (2,3,…,20,1) 只 
有 一 个 循环 圈 1 一 2 一 … 一 20-~1, 而 (1,2,…,20) 有 20 个 循环 圈 ,1-~1,2 一 2,…;20 一 
20. 因 此 ,从 a 变 到 (1,2,…,20) 至 少 要 19 次 操作 . 

于 是 所 求 & 的 最 大 值 为 19. 


2. 不 变量 方法 


虽然 操作 变换 的 操作 过 程 是 一 个 变化 过 程 ,但 其 中 有 些 量 却 是 不 变 的 , 若 能 抓 住 
这 些 不 变量 进行 分 析 ,常常 能 使 问题 迎刃而解 ,这 就 是 不 变量 方法 .常见 不 变量 有 奇偶 
性 不 变量 、 同 余 不 变量 ,代数 式 ( 和 、 差 积 . 平 方 和 等 ) 不 变量 、 图 形 和 表格 不 变量 等 等 . 
例 1 在 黑板 上 写 上 三 个 整数 ,然后 将 其 中 一 个 擦 去 , 换 上 其 他 两 个 数 之 和 与 1 的 


差 ,将 这 个 过 程 重复 若干 次 后 得 到 (17,1999,2105), 问 一 开始 黑板 上 写 出 的 三 个 数 是 否 
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可 能 是 (2,2,2) 或 (3,3,3)? 

解 由 于 三 个 数 在 题 述 过 程 中 的 奇偶 性 变化 关系 为 : 

( 偶 , 偶 , 偶 ) 一 ( 偶 , 偶 , 奇 ) 一 ( 偶 , 偶 , 奇 )( 不 变量 ) ,所 以 (2,2,2) 无 法 经 过 若干 次 
操作 达到 (17,1999,2015) . 

由 于 ( 奇 , 奇 , 奇 ) 一 ( 奇 , 奇 , 奇 ), 则 (3,3,3) 有 可 能 是 操作 过 程 的 初始 状态 . 

先 考虑 (3,3,3) 经 过 若干 次 变化 后 到 达 (17,a,b)(17< a<5), 于 是 b=17+a-~ 
1=a+16. 显 然 ,2015 = 1999 + 16, 固 定 17, 选 择 尽 可 能 小 的 ,使 (17,a,a + 16) 经 若干 
次 操作 能 达到 (17,1999,2015) . 

对 于 (17,a,a + 16) ,所 去 a, 经 操作 后 得 (17,a + 16, a + 2 x 16)( 不 分 顺序 ) ,再 氛 
去 e+ 16, 操 作 后 得 (17,a +2x16,a +3x16),…, 经 nn 次 操作 后 ,得 (17,17+16n,a+ 
16(n+1)). 由 于 1999=31+123x16, 若 取 a =31, 则 (17,31,47) ,经 过 123 次 操作 可 达 
到 (17,1999,2015) . 

又 因为 有 如 下 的 逆 推 :(17,31,47)<-(15,17,31)<-(3,15,17)<-(3,13,15)<-(3,11， 
13)<-(3,9,11)< 一 (3,7,9)<-(3,5,7) 一 (3,3,5)<-(3,3,3), 故 (17,31,47) 可 由 (3,3,3) 经 
9 次 变换 达到 ,所 以 (17,1999,2015) 可 由 (3,3,3) 经 123 + 9 = 132 次 操作 变换 达到 . 

例 2 在 8x8 的 国际 象棋 盘 上 的 棋子 "海豚 星 " 每 次 只 能 向 上 或 向 右 或 向 左下 方 
走 一 格 , 问 “海豚 星 "能 否 从 棋盘 左下 角 的 方 格 出 发 , 走 遍 所 有 方 格 , 并 且 每 个 方 格 恰好 
一 次 ? 


012 34 5 67 

解 将 方 格 的 行 从 下 到 上 依次 编号 为 0,1,2,…,7, 而 将 方 格 的 列 从 左 到 右 依次 编 
号 为 0,1,2,…,7, 每 一 方 格 内 填 人 一 个 数 等 于 它 的 行 号 和 列 号 之 和 . 如果“ 海豚 星 " 能 
按 规则 走 遍 方 格 , 每 个 方 格 恰好 一 次 ,那么 , 按 “ 海 豚 星 " 走 的 顺序 ,将 除 初始 格 以 外 ,其 
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余 63 个 方 格 中 的 数 依次 排列 一 个 数列 a , a, as,… ,ag ,由 “海豚 星 "规定 的 走向 得 
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a;+1( 走 向 上 方 或 右 方 一 格 时 )， 

2 {。 -2( 走 向 左下 方 一 格 时 ). 
所 以 qiw1 二 ai +1(mod3), aiwzy 三 Qi+2(mod3), 可 见 i, aiw, 4aitz 中 有 且 仅 有 一 个 被 3 
整除 ( 同 余 不 变量 ) ,从 而 a1, a,…, am 中 恰 有 21 个 数 是 3 的 倍数 ,但 各 方 格 对 应 的 63 
个 数 ( 除 初始 格 对 应 的 0 外) 中 只 有 20 个 (图 中 画 有 阴影 的 方 格 是 3 的 倍数 ) ,矛盾 . 因 | 
此 *“ 海 豚 星 "不 能 走 遍 所 有 各 方 格 , 每 个 方 格 恰好 一 次 . 


Ee 1 a+bna-b 
例 3 已 知 三 个 数 2V2，, 方 , 任 取 其 中 两 个 数 a,b(a>5), 并 用 万 及 万 代替 


a, 6, 问 能 否 经 过 有 限 步 , 使 三 个 数 变 成 1V2,1 +Y2? 


解 设 三 个 数 为 ,be ,操作 一 次 后 变 为 4 记 ,> 5), 则 


(+ (+ c =a?+ b+ cc:( 不 变量 ). 


但 22+ (2) +( 广 ?=6 评 ,了 + QW52+ (1+V5) =6+2Y2#6 二 , 故 不 能 将 三 个 数 2， 


,2 变 成 为 1V5,1+y5 


例 4 在 9x9 的 方 格 表 中 ,每 格 内 随意 填 人 1 和 - 1, 然 后 每 格 中 的 数 用 所 有 与 它 
相 邻 的 格 ( 即 有 公共 边 的 格 ) 中 的 数 之 积 代替 . 问 能 否 经 过 有 限 次 变动 后 ,将 所 有 方 格 
中 的 数 都 变 成 1? (1992 年 CMO 试题 ) 

解 首先 ,下 述 三 个 4x4 的 表格 在 题 中 所 述 变动 下 是 不 变 的 (表格 不 变量 )( 其 中 
空格 内 填 的 数 都 是 1) . 


-1|-1 -1|-1|-1 -1 a | 


-1 -1 -1 -1 -1|-1 -1 


-1|-1 -1 -1|-1 


其 次 ,将 9x9 的 表格 位 于 中 间 的 一 行 和 一 列 内 所 有 方 格 都 填 1, 然 后 余下 四 个 4x 
4 方 格 表 中 对 称 地 也 填 上 上 述 三 个 表格 之 一 (如 图 5 - 1 空格 内 都 填 1), 则 所 得 数 表 在 
题 述 规定 的 操作 下 保持 不 变 , 故 不 可 能 将 它 的 所 有 方 格 内 的 数字 全 变 成 1. 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
离 互 宁 监 相生 不 泣 鹿 由 共 汪 oO 


-1| -1 | -1 -1 
图 5-1 

例 5 一 个 mxn 的 长 方形 表 中 写 上 正 整 数 ,可 以 将 相 邻 两 个 方 格 中 的 两 个 数 同 
时 加 上 一 个 整数 ,使 得 所 得 的 数 为 非 负 整数 . 试 确定 经 有 限 步 这 种 运算 可 使 表 中 各 
数 均 为 零 的 充 要 条 件 . (第 30 届 IMO 候选 题 ) 

解 设 mxn 的 表 中 相 邻 的 方 格 涂 上 两 种 不 同 的 颜色 : 红 与 蓝 .两 种 方 格 内 的 数 
的 和 分 别 记 为 Sm 和 Sy , 令 $ = Sa - 3 .显然 ,每 次 运算 后 8 的 值 均 保持 不 变 ,所 以 
5 =0 是 经 过 若干 次 运算 后 , 表 中 各 数 为 0 的 必要 条 件 . 

下 面 证 明 $ =0 也 是 充分 条 件 .从 表 中 第 1 列 开始 , 设 第 1 列 第 1 行 的 数 是 a, 第 1 
列 第 2 行 的 数 是 5, 第 1 列 第 3 行 的 数 是 。. 

车 a>5, 将 56,c 同时 加 上 a -5, 然 后 再 将 a 与 5+ (a -5) 同 时 加 上 -a, 如 果 
4b, 则 o, 同时 加 上 - a. 这 样 下 去 直至 表 成 为 : 


Si 0 
0 0 
0 2 
或 0 # 
or | 
als st 
8 | 0 
如 果 g<h, 则 g 与 同时 加 上 -g. 如 果 g >h, 则 将 r,h 同时 加 上 g -大 ,然后 ,将 
8 与 h+(g 一 上 ) 同 时 加 上 g. 总 之 ,我 们 可 使 表 中 第 1 列 中 的 数 全 变 成 0. 同 理 可 使 表 


中 第 2,3,…,n -1 列 中 的 数 全 为 0, 并且 第 n 列 中 至 多 有 一 个 数 不 为 0, 但 由 于 S =0， 


故 只 能 得 出 表 中 每 个 数 均 为 0. 


诊 互 中 星相 和 性 泣 泛 加 蓉 交 O 


注 本 题 是 例 2 的 推广 . 
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例 6 在 ”xn(n>2) 的 棋盘 上 某 一 个 小 方 格 内 的 一 枚 棋子 ,每 一 步 只 能 向 右 ,向 
上 或 向 左下 方 移动 一 格 . 问 对 哪些 正 整 数 n, 这 枚 棋子 能 从 棋盘 的 左下 角 的 方 格 4 出 
发 走 遍 棋盘 的 每 个 小 方 格 恰好 一 次 ? 

解 如 图 5-2, 当 n=3k 或 3k+1(kEN,) 时 ,这 枚 棋子 可 从 棋盘 左下 角 的 方 格 
4 出 发 , 走 遍 棋盘 的 每 一 个 方 格 恰好 一 次 (图 中 只 画 了 大 = 3 的 情形 ,其 他 情形 类 似 ). 


区 | 区 败 永 
[| 
NEN 


图 5-2 

当 = 3#+2 时 ,将 棋盘 的 行 从 下 到 上 依次 编号 为 0,1,…,38 + 1, 棋盘 的 列 从 左 
到 右 依次 编号 为 0,1,… ,38 + 1 ,并且 每 个 小 方 格 内 填 人 一 个 数 , 它 等 于 小 方 格 所 在 行 
号 与 列 号 之 和 .如 果 模 子 可 按 规定 从 左下 角 小 方 格 出 发 走 毅 每 个 小 方 格 恰好 一 次 , 除 
初始 格外 ,其 余 (3k + 2)? - 1 个 小 方 格 内 的 数 按 棋子 到 达 的 顺序 排 成 一 个 数列 o ,oa， 
…,aetvaz -1 由 模子 行走 的 规定 得 

, er - 步 )， 

"La, -2 模子 向 左下 方 走 一 步 )， 
即 ws = au + 1(mod3)( 不 变量 ), 故 对 任意 i(1<i< (3k+2) -3),3 个 数 masivaivs 


恰 有 一 个 数 被 3 整除 ,从 而 a1 ,62,… acesz7 1 中 恰 有 十 [(3k+2)? 一 1] =3 忆 +44+1 


项 被 3 整除 . 另 一 方面 ,所 填 数 为 3 的 倍数 的 小 方 格 ( 初 始 格 除外 ) 的 个 数 等 于 
4+7+10+%*+(3k+1)+3k+3(k-1)+.…+6+3 


= 去 "hk(3k+5)+ 吉 "hk(3k+3) = 上 (3k+4) <3 忆 +4k+1， 


矛盾 . 故 n=3k+2 时 ,棋子 不 可 能 走 遍 每 个 方 格 恰好 一 次 . 
综 上 ,得 所 求 正 整 数 4 为 3k 和 3k+1(kEN,). 


3. 数学 归纳 法 


一 些 与 正 整数 n 相关 的 单 人 操作 变换 问题 有 时 可 考虑 用 数学 归纳 法 证 明 . 

例 1 有 64 块 边 长 为 1 的 正方 体 木 块 ,每 块 有 一 面 为 红色 ,其 余 5 面 为 白色 ,把 这 
64 块 立 方 体 放 在 一 个 8x 8 的 国际 象棋 盘 上 (棋盘 每 格 是 边 长 为 1 的 正方 形 ,每 格 上 恰 
放 一 块 ), 然 后 将 木 块 “转动 ”, 转 动 的 规则 是 将 同一 行 (或 同一 列 ) 的 8 个 木 块 同时 朝 一 
个 方向 一 起 转动 . 问 能 否 经 过 有 限 次 转动 ,把 所 有 木 块 的 红色 面 都 转 到 上 面 ? 

解 将 问题 一 般 化 ,考虑 n? 块 木 块 放 入 n x n 的 棋盘 的 问题 ,答案 是 肯定 的 . 现 用 
数学 归纳 法 证 明 如 下 : 

n=1 时 ,结论 显然 成 立 . 

设 n= 上 时 ,结论 成 立 .那么 n= 上 +1 时 ,由 归纳 假设 ,左上 角 kx 位 置 上 可 经 过 
有 限 次 转动 ,使 每 个 木 块 的 红色 面 朝 上 .再 将 左 方 第 一 列 的 上 +1 个 木 块 递 时 针 ( 向 外 ) 
旋转 90°, 使 该 列 前 & 个 木 块 的 红色 面 转 到 棋盘 左 侧 .这 时 由 归纳 假设 可 经 过 有 限 次 转 
动 将 右上 角 x 位 置 上 每 个 小 块 的 红色 面 朝 上 , 且 列 的 转动 不 影响 第 一 列 的 木 块 , 行 
的 转动 不 改变 第 一 列 前 上行 红 色 面 朝 左 的 状态 .完成 上 述 转动 后 ,再 将 第 一 列 顺 时 针 
转动 90", 使 前 大 行 上 的 红色 表面 朝 上 

再 将 上 方 第 一 行 朝 后 转动 90°, 使 第 一 行 的 红色 面 朝 后 方 ,同上 可 将 下 方 kx (大 + 
了) 棋盘 中 所 有 方块 的 红色 面 转 到 上 面 ,而 不 改变 第 一 行 红色 面 朝 后 状态 .再 将 第 一 行 | 
转 回 使 第 一 行 的 红色 面 朝 上 ,于 是 所 有 (k+1) x (k+1) 棋 盘 中 各 小 块 的 红色 面 都 朝 | 
上 , 故 n= kk+1 时 结论 成 立 .因此 ,对 任何 正 整 数 n 结论 成 立 ,特别 n=8 时 结论 成 立 ，| 

例 2 设 有 2" 个 球 分 成 若干 堆 ,我 们 可 以 任意 选择 甲乙 两 堆 按 照 以 下 规则 挪动 : 
若 甲 堆 的 球 数 p 不 小 于 乙 堆 的 球 数 o, 则 从 甲 堆 拿 9 个 球 放 在 乙 堆 里 去 ,这 样 算是 挪动 
一 次 .证 明 :可 以 经 过 有 限 次 挪动 把 所 有 的 球 合并 成 一 堆 . 

证 明 (1)n=1 时 ,总 共有 2 个 球 ,可 能 只 有 一 堆 , 则 不 必 挪 动 ;可 能 分 为 两 堆 , 只 
挪动 一 次 就 并 成 一 堆 , 即 n= 1 时 ,命题 成 立 . 

(2) 假 设 ”= & 时 命题 成 立 , 即 2 个 球 已 分 成 若干 堆 , 则 经 过 有 限 次 挪动 能 并 成 一 
堆 . 当 n=k+1 时 ,2*' 已 分 成 了 若干 堆 , 于 是 其 中 球 数 为 奇数 的 堆 数 必 为 偶数 ,否则 
总 球 数 为 奇数 与 已 知 矛 盾 . 把 有 奇数 个 球 的 堆 两 两 配对 ,在 每 对 堆 之 间 挪 动 一 次 ,使 各 
堆 球 数 都 为 偶数 ,这 时 总 堆 数 不 超过 原来 的 堆 数 , 且 每 堆 的 球 数 都 是 偶数 了 ,于 是 ,可 
把 同一 堆 中 每 两 个 球 看 作 已 捆绑 成 一 个 大 球 ,这 时 一 共有 2 个 大 球 .由 归纳 假设 ,可 
经 有 限 步 挪动 将 它们 合并 成 一 堆 , 即 n= +1 时 命题 成 立 .由 (1)(2) 可 知 ,对 一 切 正 整 


数 ,命题 都 成 立 . 
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例 3 ” 设 有 一 重 分 别 标 有 1,2,……,m 的 卡片 , 打 乱 排序 后 ,进行 如 下 的 操作 : 若 上 面 
一 张 卡片 标 有 数字 万 , 则 将 前 丰 张 卡片 颠倒 顺序 .证明 :经 过 有 限 次 操作 后 , 标 有 1 的 卡 
片 可 在 最 上 面 . (2002 年 德国 奥林匹克 试题 ) 

证 明 对 进行 归纳 . 
当 n=1 时 ,结论 显然 成 立 . 
假设 对 n 张 卡片 可 经 过 有 限 步 又 操作 ,使 1 号 卡片 在 最 上 面 , 当 有 n+ 1 张 卡片 


时 : 
(1)n +1 号 卡片 在 最 上 面 或 经 过 若干 次 操作 后 ,n + 1 号 卡片 在 最 上 面 , 则 经 过 下 
一 次 操作 ,n+1 号 卡片 将 在 最 下 面 ,于 是 ,对 前 = 张 卡片 应 用 归纳 假设 ,可 知 经 过 有 限 
次 操作 后 ,1 号 卡片 可 到 达 最 上 面 . 
(2)n+1 号 卡片 永远 不 出 现在 最 上 面 , 即 最 下 面 的 卡片 始终 不 动 ,将 n+ 1 号 卡片 
与 最 下 面 的 卡片 交换 ,不 影响 以 后 的 操作 , 则 前 n 张 卡片 是 从 1 号 到 n 号 的 卡片 .由 归 
纳 假设 知 结论 成 立 . 


4. 逆 推 法 


当 直接 从 初始 状态 进行 操作 很 难 判定 是 否 能 经 过 有 限 步 达到 目标 时 ,可 先 假设 经 
过 有 限 步 达到 目标 ,再 反 推 回去 看 能 否 回 到 初始 状态 . 若 能 , 则 结论 是 肯定 的 ; 若 发 现 
矛盾 , 则 结论 是 否定 的 ,这 种 方法 叫做 逆 推 法 . 

例 1 在 圆周 上 任意 写 上 49 个 1 及 50 个 0, 然后 进行 下 列 运算 :在 两 个 相同 的 数 
之 间 写 上 0, 在 两 个 不 同 数 之 间 写 上 1, 并 擦 掉 原 有 的 数字 ,接着 再 进行 同样 的 运算 ,如 
此 继续 , 问 能 否 经 过 有 限 步 这 种 运算 使 得 圆周 上 的 数字 都 变 成 0? 

解 ” 假设 进 行 到 第 k 步 ,第 一 次 得 到 99 个 数字 都 为 0, 于 是 第 -1 步 的 99 个 数 
字 不 能 都 为 0, 也 不 能 既 有 0 又 有 1, 而 只 能 都 为 1, 从 而 大 -2 步 的 数字 应 是 0 与 1 相 
间 , 从 而 0 的 个 数 等 于 1 的 个 数 , 故 一 共 应 有 偶数 个 数 ,这 与 一 共有 99 个 数 矛盾 .因此 ， 
不 论 运算 多 少 次 ,都 不 能 使 所 有 的 数字 都 变 成 0. 

例 2 4、B、C 三 个 盘子 里 各 放 有 6 个 苹果 ,依次 作 如 下 5 次 挪动 :4 盘 不 动 ,把 1 
个 茧 果 从 一 盘 移 到 另 一 盘 ; B 盘 不 动 ,把 2 个 苹果 从 一 盘 移 到 另 一 盘 ; C 盘 不 动 ,把 3 
个 苹果 从 一 盘 移 到 另 一 盘 ; 4 盘 不 动 , 把 4 个 苹果 从 一 盘 移 到 另 一 盘 ; B 盘 不 动 ,把 5 
个 苹果 从 一 盘 移 到 另 一 盘 .最 后 ,每 个 盘 内 仍 是 6 个 苹果 , 问 这 些 苹果 是 怎样 挪动 的 ? 

解 以 下 各 表 中 1,2,3,4,5 表 示 5 次 挪动 , 4、B、C 分 别 表示 三 个 盘子 . 依 题 意 表 
1 中 数字 分 别 表示 各 次 挪动 从 各 个 盘子 移 进 或 移出 的 苹果 数 . 
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由 于 每 次 挪动 时 移 进 移 出 的 数量 相等 , 故 只 要 在 移 进 数 前 面 添上 “ + "号 ,移出 数 
前 面 添上 “ - ”号 ,使 每 次 挪动 的 代数 和 为 0. 由 于 经 过 5 次 挪动 后 各 盘 内 的 苹果 数 不 
变 , 故 各 盘 的 代数 和 也 为 0. 从 第 5 次 挪动 开始 ,添加 “+ "或 *- "号 使 列 和 及 行 和 上 皆 为 
0, 即 得 表 2 和 表 3, 它 们 就 是 本 题 的 两 组 解 . | 


表 2 
1 2 | 
a 0 +2 | 
B -1 0 
C +1 -2 | 
代数 和 0 0 
表 3 
1 2 3 4 学 代数 和 
4 0 -2 -3 0 +5 0 
B +1 0 +3 -4 0 0 
C < +2 0 +4 -5 0 
代数 和 0 0 0 0 0 
5. 反 证 法 
例 1 mxn 和 矩形 表格 中 的 每 一 小 方 格 内 任 填 一 个 实数 ,每 次 操作 可 改变 其 中 一 
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行 或 一 列 中 所 有 小 方 格 各 数 的 符号 . 问 :能 否 经 过 有 限 次 操作 使 表 中 每 行 和 每 列 中 各 
方 格 内 数 之 和 都 不 小 于 0? 

解 设 V 是 变化 原 表格 4 的 某 些 行 或 某 些 列 的 符号 后 得 到 的 矩形 表格 的 状态 集 
合 (包括 4 在 内 ) ,并 令 

X=1S1S= 表 格 B 中 各 数 之 和 , BE Vi}. | 
则 由 了 是 有 限 集 知 马 是 有 限 集 , 故 X 中 的 数 必 有 最 大 数 So, 即 5。=maxi SI1SE XI. 设 | 
对 应 的 表格 为 Bo , 若 结论 不 成 立 , 则 Bo 中 某 些 行 (或 列 ) 中 各 数 之 和 小 于 0, 改 变 这 些 | 
行 (或 列 ) 中 各 数 符号 后 所 得 表格 中 的 各 数 之 和 大 于 So, 这 与 S 的 最 大 性 假设 矛盾 , 故 
Bo 的 每 行 , 每 列 中 各 数 之 和 都 不 小 于 0. 故 可 经 有 限 步 操作 使 表格 内 各 行 .各 列 中 诸 数 
之 和 都 不 小 于 0. 

例 2 设 41,4,,…,Axmw 是 圆周 上 依次 排列 的 2004 个 点 ,最 初 4 上 标的 数 为 0， 
42 ,43，… 4 上 标的 数 为 1, 允 许 进行 如 下 操作 : 任 取 一 点 4 ,车 4 上 所 标的 数 为 1， 
则 可 同时 将 4-1,4;,4j., 上 所 标的 数 a,b,c 分 别 改 为 1- a,1 -6b,1-c( 这 时 4o = 
hwo ,4xu = 4; ) , 问 能 否 经 过 有 限 次 这 样 的 操作 将 所 有 点 上 所 标的 数 都 变 为 07 

解 不 能 . 现 用 反 证 法 证 明 如 下 : 若 可 从 经 过 有 限 次 (m 次) 操作 ,使 所 有 点 上 的 数 
都 变 为 0, 则 由 于 (1-c)+(1-b)+(I-c)=3-(a+bt+c) 与 ac+b+e 的 奇偶 性 相 
反 , 故 每 经 一 次 操作 ,这 2004 个 数 之 和 的 奇偶 性 都 改变 一 次 ,而 最 初 所 有 数 之 和 为 
2003 是 奇数 , 故 m 是 奇数 . 

其 次 , 设 以 4 为 出 发 点 的 操作 次 数 为 x (1<j<2004) ,点 4 上 的 数 改变 的 次 数 为 


| 六 风口 = m, 并 且 放 为 偶数 , 当 jE 12,…,2004| 时 为 奇数 .进一步 还 有 = 
| + 入 + 和 v1《(1<j<2004) ,这 里 xo = zamyzam = si, 所 以 应 有 

m= y+ ys+ Ys + "+ ym- 
而 yp ,ys，…, yzw 一 共 是 668 个 奇数 ,它们 之 和 m 应 为 偶数 ,这 与 m 为 奇数 矛盾 . 故 不 
可 能 经 过 有 限 次 操作 使 所 有 点 上 所 标的 数 都 变 为 0 

例 3 17 x 17 枚 硬币 按 正方 形 摆设 ,起 初 ,所 有 硬币 都 是 正面 朝 上 的 ,每 一 次 翻转 
五 枚 相 邻 的 (或 水 平 或 垂直 或 对 角 ) 硬 币 . 

如 此 有 限 多 次 翻转 后 ,所 有 的 硬币 有 无 可 能 都 是 背面 朝 上 ? 

(2005 年 日 本 奥林匹克 试题 ) 


解 不 可 能 . 
如 下 标识 每 枚 硬币 , 则 : 
(1) 每 次 翻转 的 五 枚 硬币 都 是 4、B、C、D、E. 


A BC D E 4 8 A B 
DE 4 BC DE DE 
,Et BC 
E A B CD RE 4 五 4 
D E A BC D Lr 
BC DD E A B 4 B 


me 


HBC DI BE A SF 

D E 4 BC DE :DE 

(2) 同 时 ,对 于 每 个 标识 4, B,D,E 各 有 58 枚 硬币 ,而 对 于 C 有 57 枚 硬币 . 

(3) 若 最 后 的 所 有 硬币 是 背面 朝 上 的 , 则 每 枚 硬币 必 进 行 了 奇数 次 翻转 . 

从 (2) 和 (3) 可 知 标 识 4 的 所 有 硬币 共 被 翻转 偶数 次 ,标识 C 的 所 有 硬币 共 被 翻 
转 奇数 次 .所 以 翻转 标识 4 的 硬币 的 次 数 不 同 于 翻转 标识 C 的 硬币 的 次 数 , 此 与 (1) 矛 
盾 .因此 知 是 不 可 能 的 . 


$ 3 解 双人 操作 变换 问题 的 基本 方法 | 


在 双人 操作 变换 问题 中 ,对 局 的 双方 依照 规则 轮流 操作 ( 走 步 ) ,预先 规定 结束 状 
态 (终局 ) 及 胜 负 的 判定 . 现 假定 对 策 是 全 信息 的 ( 即 双方 已 采取 的 所 有 操作 情况 完全 
公开 ) ,又 是 有 限 的 ( 即 不 论 初始 状态 ( 始 局 ) 及 双方 如 何 操作 ,总 在 有 限 步 内 结束 ) , 根 
据 对 策 论 中 的 Von neumann 定理 ,此 类 对 策 问题 的 结果 由 初始 状态 ( 始 局 ) 完 全 决定 .要 
讨论 的 问题 就 是 给 出 操作 规则 与 初 态 ( 始 局 ) 后 ,确定 是 先 走 的 一 方 (以 下 称 甲 方 ) 还 是 后 
走 的 一 方 (以 下 称 乙方 ) 必 胜 ,并 求 出 取胜 方 的 致胜 策略 ,所 谓 策略 ,不 是 固定 不 变 的 操作 ,而 
是 对 各 种 局 面 的 对 应 方案 ,而 致胜 策略 则 是 不 管 对 方 如 何 操作 均 可 保证 获胜 的 策略 . 


1. 递归 方法 


数量 大 小 型 对 策 问题 来 源 于 民间 取 火 此 游戏 , 它 的 状态 可 用 一 组 非 负 整数 表示 ，| 
而 操作 是 单方 向 的 , 故 可 从 终局 状态 递归 ( 逆 推 得 出 任意 初始 状态 ( 始 局 ) 的 胜 负 性 
质 , 我 们 称 一 状态 为 胜局 .如 果 由 它 起步 的 一 方 必 胜 (假设 必 胜 方 取 正确 的 策略 ); 称 一 
状态 为 败局 ,如 果 由 它 起 步 的 一 方 必 败 (不 论 他 采取 怎样 的 策略 ), 记 全 体 胜局 的 状态 
集合 为 驳 , 全 体 败 局 的 集合 为 工 . 

解 这 类 问题 的 一 般 步 又 如 下 : 

(1) 用 递归 方法 ( 逆 推 方法 ) 找 出 胜局 集合 W 和 败局 集合 Z; 

(2) 证 明 :从 工 的 每 个 非 终 局 状态 出 发 ,不 论 进行 怎样 的 操作 ,都 只 能 走 到 四 中 的 


~ 
wm 
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阁 适 中洲 导 卫 慷 洋 测 加 诛 效 O 


(3) 证 明 : 从 下 的 每 个 状态 出 发 ,总 可 以 采取 适当 的 操作 (致胜 策略 ) 走 到 工 中 的 
状态 或 直接 获胜 .于 是 , 当 始 局 属于 了 时 ,后 走 的 乙方 必 胜 ; 当 始 局 属于 WW 时 , 先 走 的 
甲 方 必 胜 . 

例 1 有 两 堆 糖 果 , 两 人 轮流 进行 如 下 操作 :每 一 步 可 拿 走 其 中 一 堆 糖 ,此 时 若 另 
一 堆 多 于 一 粒 , 则 将 它 任意 分 成 两 堆 ; 若 另 一 堆 只 有 一 粒 , 则 将 这 一 粒 也 取 走 而 获胜 . 
假设 一 开始 时 ,两 堆 的 糖果 数 分 别 为 p 粒 、g 粒 , 问 (p,q) 应 满足 怎样 的 充 要 条 件 时 , 先 


进行 操作 的 一 方 必定 能 获胜 ? 

分 析 和 人 解 ”递归 过 程 为 (0,0)€E L>(n,1),(1,n)€EW( 这 里 nEN, ,下 同 ) 一 (2， 
2),(2,3),(3,2),(3,3)E L>(n,4),(4,n),(n,5),(5,n),(n,6),(6,n)E W*(7,7) 
(7,8),(8,7),(8,8)E L—>(n,9),(9,n),(n,10),(10,n),(n,11), (11,n)E W—*… 由 
此 猜测 :败局 集合 L 与 胜局 集合 更 分 别 为 

L={(0,O1U!(p,q)1(p,g9)=(2,2),(2,3), (3,2),(3,3)(mod5)}, 

W={(p,g)lp 或 9=0,1,4(mod5)}. 

为 此 ,我 们 证 明 当 且 仅 当 (p,qg)€ W 时 ,先进 行 操作 的 一 方 有 必 胜 策略 . 

事实 上 , 若 (p,g)EL 且 (p,qg) 冯 (0,0), 则 因 5k+2 的 堆 只 可 分 成 为 (0,2), (1,1) 
或 (3,4)(mod5) 的 两 堆 ,而 5#+ 3 的 堆 只 可 能 分 成 为 (0,3), (1,2) 或 (4,4) (mod5) 的 两 
堆 , 故 工 中 的 非 终局 态 不 论 怎样 走 一 步 都 只 能 走 到 W 中 的 状态 . 另 一 方面 W 中 的 每 个 
状态 必 有 一 堆 中 的 糖果 数 是 5k,5k + 1 或 5k+4, 它 们 分 别 可 分 成 

(2,3),(3,3), (2,2)(mod5) 

的 两 堆 , 即 W 中 的 每 个 状态 总 可 以 适当 走 一 步 而 达到 工 中 的 状态 ,而 且 每 走 一 步 两 堆 
糖果 数 严格 减少 ,从 而 经 过 有 限 步 操作 后 ,必然 中 止 . 故 当 且 仅 当 (p,g)E W 时 , 先 走 
的 一 方 有 必 胜 策略 . 

例 2 在 1x 100 的 方 格 纸 带 的 最 左 端的 小 方 格 内 放 上 一 枚 棋子 .甲乙 两 人 轮流 
移动 这 枚 棋子 ,每 移动 一 次 只 允许 棋子 向 右 移 1 格 ,10 格 或 11 格 , 谁 把 棋子 移 到 最 右 
端的 方 格 内 , 则 谁 赢 . 问 先 走 的 甲 还 是 后 走 的 乙 有 必 胜 策略 ? 

(1991 年 全 俄 奥林匹克 试题 ) 

分 析 和 解 将 1x100 的 方 格 从 左 到 右 依次 编号 为 1,2,3,…,100, 我 们 用 数字 i 表 
示 棋 子 在 第 i 号 方 格 内 的 状态 ,并 记 S = |1,2,… ,100| ,二 为 败局 集合 ,W 为 胜局 集合 . 
于 是 ,递归 过 程 为 100E ZL->99E W->98E€ L917€E W>96E€ L->95€E W >94€E [>93€E 


W>92E 1->916E W. 又 由 100,98,96,94,92E /一 并 去 1 或 1D,g0 gg, 88,87,86,85,84， 


83,82,81E WW,…, 由 此 猜测 


L=|kIlkE S,k=0,12,14,16,18(mod20)}, 
: 220 


W=S\L. 

因为 1€ 多 ,故我 们 证 明 先 走 的 甲 有 必 胜 策略 . 

事实 上 , 因 工 中 任意 两 种 状态 之 差 为 偶数 且 不 等 于 10, 故 从 工 中 任意 状态 出 发 向 
右 走 1 格 ,10 格 或 11 格 , 都 只 能 走 到 W 中 的 状态 ,而 WW 中 的 每 一 状态 可 写成 为 20k + 
r(& 为 非 负 整数 ,r=1,2,…,10,11,13,15,17,19). 当 r=1,3,5,7,9 时 ,向 右 走 11 格 ; 
当 r=2,4,6,8,10 时 ,向 右 走 10 格 ; 当 r= 11,13,15,17,19 时 ,向 右 走 1 格 , 则 变 成 为 了 
中 的 状态 .因此 ,由 1€ 多 知 先 走 的 甲 有 必 胜 策略 ,他 第 1 步 向 右 走 11 格 ,以 后 每 步 走 
后 使 达到 格子 的 编号 为 0,12,14,16,18(mod20) . 

注 本 题 等 价 于 共有 99 根 火 柴 , 每 次 可 取 1 根 .10 根 或 11 根 , 取 最 后 1 根 者 胜 , 问 
先 取 者 甲 还 是 后 取 者 乙 有 必 胜 策略 ? 

例 3 有 两 堆 火 柴 ,分 别 有 100 根 ,252 根 .两 人 轮流 取 火 柴 ,每 次 从 一 堆 中 取 , 所 取 
| 火柴 根 数 必须 是 另 一 堆 火 柴 根 数 的 约 数 , 谁 取 到 最 后 一 根 火柴 谁 胜 . 问 : 谁 有 必 胜 策略 ? 

分 析 与 解 ”递归 过 程 为 :(0,0)E L 一 (0,n),(n,0)(n 为 正 整数 )E W>(1,1) EL 
(1,2),(2, DE W>(1,3),(2,2),(3,1) EL-—>(1,4),(2,3),(3,2),(1,4),(2,4)E 有 一 
(1,5),(3,3),(5,1) EL—>(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)E W—>(1,7),(2,6), 
(3,5),(4,4),(5,3),(6,2),(7,1)EL,…, 如 图 5-3 中 方 格 (a,6) 表 上 黑 点 者 为 败局 ， 
| 没有 标 符 号 的 方 格 为 胜局 ,败局 (a,5) 可 分 为 下 列 几 类 : 

第 一 类 :具有 (2m + 1,2n + 1) 的 形式 ; 

第 二 类 :具有 (2(2m +1),2(2n +1)) 的 形式 ; 

第 三 类 :具有 (ZZ(2m + 1),2 (2n+1)) 的 形 
式 ; 等 等 .从 而 我 们 猜测 : 

L={(0,0O1U1(2:(2m+1),2(2n + 1))}, 
其 中 m,n 为 非 负 整数 ,k=0,1,2,…. 

W=1{(2:(2m+1),2 (2n+1))}UI(O,m+ 
DIU {Cn+1,0)}, 其 中 m,n 为 非 负 整 数 , kj， 
k,j=0,1,2,. 

因为 (100,252) = (2 x 25,2 x 63) EL, 故 我 
们 证 明 , 后 走 的 乙 有 必 胜 策略 . 

事实 上 , 当 az0,5z0 时 , 设 a=2 (2m+ 
,58=2"9 (2n+1), 若 (a,b)EL 且 (a,5) 关 (0,0), 则 1(a)=7(5). 设 从 a 根 火 柴 中 
取 走 了 c 根 ,得 到 状态 (a - c,5). 按 游戏 规则 ,c 是 的 约 数 ,所 以 1(c)<1(5)=1(a). 
设 c=242(2p+1), 若 Tc)<7TC0), 则 因 a-ec=2492[242-42(2m+1)-(2p+1)]， 
故 Ia-c)=1(c)<1(5), 从 而 (a-c,b)EW; 若 1(c)=1(5)=1(a), 则 因 a-c= 


221 


半 盏 中 涂 层 卫 届 溢 测 回迁 净 O 


交互 中 洽 邓 苹 心 活 几 加 入 并 o | 


24o0+(m-p), 故 Ta-c)>Ia)+L=T)+1>700), 也 有 (oa-ec,b)E 色 , 故 对 也 
中 的 非 终局 状态 ,无论 怎样 操作 一 次 ,都 达到 W 中 的 状态 . 

另 一 方面 , 攻 (o,0)E 匈 , 则 a,6 中 恰 有 一 个 为 0 时 , 按 游戏 规则 ,操作 者 将 根 数 
不 为 0 的 一 堆 火 柴 全 拿 走 而 获胜 , 否则 a, 8 都 不 为 0, 这 时 1(a) 关 1(5). 不 妨 设 
1(a) > 1(5), 这 时 从 a 根 火 柴 中 取 c =2"* 根 火柴 ,得 到 状态 (a - c,5), 因 为 a~c= 
249[249-A90 (2m+1) 一 匡 , 所 以 I(a 一 c)=7(5), 从 而 (a-c,6b)EL, 故 对 下 中 的 任 
何 状态 ,总 可 以 适当 操作 一 次 而 达到 工 中 的 状态 ， 

因为 (100,252) = (2 .25,22 .63), 有 7(100) = 1(252) = 2, 所 以 (100,252)E 工 , 故 后 
取 火 柴 的 乙 有 必 胜 策略 . 


2. 配对 法 


在 涉及 几何 图 形 的 对 策 问题 和 涉及 数量 性 质 ( 如 整除 性 、 同 余 等 ) 的 对 策 问题 中 ， 
操作 不 具有 单 向 性 ,不 能 递归 处 理 .在 这 种 操作 变换 问题 中 ,如 果 某 一 步 走 后 未 被 判 
输 , 则 称 这 样 的 步 为 活 步 ;如 果 某 一 方 的 策略 能 保证 自己 总 能 在 对 方 走出 活 步 后 仍 有 
步 可 走 , 则 必 不 败 ,而 在 有 限 对 策 问题 中 不 败 就 必 胜 (假设 无 平局 ) . 

保证 有 步 可 走 的 方法 是 将 所 有 可 走 的 位 置 (可 取 的 数 ) 配 对 ,使 每 对 位 置 (或 每 对 
数 )a,. 满足 :只 要 对 方 能 走 到 一 个 位 置 (或 取 到 一 个 数 ) ,比如 ,自己 就 能 走 到 5( 或 
取出 数 5). 

对 于 涉及 图 形 的 操作 变换 问题 ,配对 应 根据 图 形 的 几何 特征 和 走 步 规则 来 确定 ， 
常用 的 有 对 称 、 相 邻 等 条 件 ,应 抢占 多 余 的 位 置 或 对 称 中 心 .而 对 于 涉及 数量 性 质 的 操 
作 变 换 问 题 ,配对 应 根据 问题 条 件 中 数 的 特征 和 走 步 规则 来 确定 ,常用 的 有 整除 , 同 余 
等 条 件 . 

例 1 在 mxn 棋盘 的 一 个 格子 中 放 一 枚 棋子 ,两 人 轮流 走 , 每 步 可 将 棋子 从 一 格 走 
到 与 它 有 公共 边 的 邻 格 中 ,但 已 经 走 过 的 格子 以 后 不 能 第 二 次 进入 , 谁 最 后 没 处 可 走 谁 输 . 

(1) 若 开始 的 棋子 放 在 左下 角 格 子 中 , 则 谁 有 必 胜 策略 ? 

(2) 若 开始 的 棋子 放 在 左下 角 格子 的 邻 格 中 , 谁 有 必 胜 策略 ? 

解 (1) 明 显 的 配对 方法 是 将 相 邻 两 格 配 对 , 即 用 1 x 2 骨牌 铺 砌 棋盘 ,保持 每 步 
在 同一 骨牌 内 部 走 的 人 必 胜 . 

当 21mm 时 ,骨牌 可 铺 潢 棋盘 , 先 走 的 甲 第 一 步 可 在 同一 块 骨 牌 内 部 走 , 故 甲 必 胜 ; 

当 外 mn 时 ,可 用 骨牌 铺 满 除 左下 格子 外 的 棋盘 , 故 先 走 的 甲 第 一 步 只 能 走 人 相 邻 
的 一 块 骨牌 内 ,而 乙 总 可 从 在 甲 进 入 的 这 骨牌 内 再 走 一 格 , 故 乙 有 必 胜 策略 . 

(2) 无 论 m,n 的 奇偶 性 如 何 ,总 是 先 走 的 甲 有 必 胜 策略 . 


9 当 21mn 时 ,理由 同 (1); | 
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当 2hmn 时 , 仍 用 骨牌 铺 满 除 左下 格 以 外 的 棋盘 ,并 且 将 所 有 棋盘 格子 用 黑白 两 色 
染色 ,使 得 任何 相 邻 两 格 不 同色 , 且 不 妨 设 左下 方 格子 是 白色 , 它 没有 同 其 他 格子 配 
对 . 先 走 的 甲 每 一 步 总 可 在 同一 骨牌 内 从 黑 格 走 人 白 格 ,而 乙 只 能 从 白 格 走 人 黑 格 而 


进入 一 块 新 的 骨牌 ,左下 角 的 方 格 始终 没有 棋子 进入 ,形同虚设 , 故 甲 有 必 胜 策略 . 

注 “一 般 情形 下 , 若 开始 的 棋子 放 在 棋盘 的 任意 一 格 时, 则 当 21mm 时 ,总 是 甲 获 

| 胜 . 当 2hmn 时 ,将 棋盘 黑白 相间 染色 使 任意 相 邻 两 格 不 同色 且 假设 左下 角 方 格 为 黑 
色 , 这 时 黑色 格子 比 白色 格子 多 一 个 .如 果 棋 子 初始 在 任意 白色 格子 中 ,那么 先 走 的 甲 
获胜 ;如 果 棋 子 初始 在 任意 黑色 格子 中 ,那么 后 走 的 乙 获胜 . 

例 2 甲乙 两 人 进行 如 下 游戏 , 甲 先 开始 ,两 人 轮流 从 1,2,3,… ,100,101 中 每 次 任 
意 勾 去 9 个 数 ,经 过 这 样 11 次 勾 掉 后 ,还 剩 两 个 数 ,这 时 所 余 两 个 数 之 差 即 为 甲 的 得 
分 . 试 证 不 论 乙 怎么 做 , 甲 至 少 可 得 55 分 ， (第 32 届 莫 斯 科 市 奥林匹克 试题 ) 

证 明 ” 甲 第 一 次 勾 掉 47,48,49,…,55 这 9 个 数 ,将 剩 下 的 数 两 两 配对 : {i,55 + 
计 ,i=1,2,…,46, 同 一 对 两 数 之 差 为 55. 在 每 次 乙 勾 掉 9 个 数 之 后 , 甲 的 策略 是 甲 勾 
掉 的 9 个 数 与 乙 勾 掉 的 9 个 数 恰 好 组 成 上 述 46 对 数 中 的 9 对 ,这 样 一 来 ,余下 的 两 个 
数 必须 是 上 述 46 对 数 中 的 一 对 ,这 两 个 数 之 差 必 为 55. 可 见 甲 可 保证 自己 得 55 分 . 

例 3 nxn 木板 被 划 成 有 n? 个 1x1 的 方 格 ,n -1 条 横 线 与 4-1 条 竖 线 构成 的 
一 个 网 格 .甲乙 两 人 按 下 述 规则 用 细 工 锯 轮 流 饮 木 板 , 开 始 甲 从 木板 边缘 沿 格子 线 锯 
一 个 单位 的 长 度 ,其 后 ,每 次 从 句子 所 在 位 置 起 沿 格 子 线 继续 往 下 锯 一 个 单位 长 度 , 谁 
把 木板 锯 开 成 两 块 , 则 谁 输 . 问 :甲乙 两 人 谁 有 必 胜 策略 ? 


(1991 年 全 俄 奥林匹克 试题 ) 

解 用 配对 法 .如 图 5-4 所 示 , 对 n xn 木板 内 部 的 (n -1)? 个 格子 点 进行 配对 ; 

当 是 奇数 时 ,(n -1)? 是 偶数 ,这 (n -1)? 个 格 点 两 两 配对 (图 a); 当 n 是 偶数 时 ， 
(na -1 是 奇数 ,把 右上 角 点 4 当 作 弧 立 点 ,其 余 (n -1)? - 1 个 格 点 两 两 配对 (图 b) . 


亲 吾 中 党 层 卫 惧 潍 洪 同 潜 奖 0 
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当 n 为 偶数 时 , 甲 有 必 胜 策略 . 甲 从 点 B 开 饥 , 锯 开 一 个 单位 长 度 线段 BA, 乙 从 
点 4 起 锯 到 点 4 , 甲 从 点 4 起 句 到 与 其 配对 的 点 B, ,如 此 锯 下 去 ,由 于 甲 锯 到 的 每 个 
格子 点 都 是 配 好 对 的 每 对 点 中 第 2 个 点 , 它 必 在 木板 内 部 (n - 1)” 个 格 点 某 一 点 处 ,所 
以 甲 不 会 将 木板 锯 成 两 块 .因此 ,最 终 必然 是 乙 将 木板 锯 成 两 块 , 乙 输 . 

当 n 为 奇数 时 ,后 锯 的 己 有 必 胜 策略 . 甲 从 木板 边缘 开 锯 , 必 锯 到 (n - 1)? 个 格子 
点 最 外 层 的 4(n -2) 个 的 某 一 点 41, 乙 从 点 41 起 句 到 与 其 配对 的 点 B1; 甲 从 点 B, 起 
锯 到 点 4:, 乙 从 点 4 起 锯 到 与 其 配对 的 点 B, ,如 此 锯 下 去 ,最终 必然 是 甲 将 木板 饮 成 
两 块 , 甲 输 . 

例 4 爱丽 丝 和 鲍 勃 在 6x 6 的 方 格 纸 上 玩 游戏 ,两 人 轮流 在 每 一 个 空格 内 写 上 一 


个 在 其 他 格子 里 没有 出 现 过 的 有 理 数 . 爱丽 丝 首先 写 , 当 所 有 方 格 内 都 已 写 上 数 后 ，| 


将 每 行 中 写 的 数 为 最 大 的 方 格 那 一 个 方 格 涂 成 黑色 .如 果 爱 丽 丝 可 以 从 方 格 纸 上 顶 部 
开始 经 过 黑 格 画 一 条 线 到 达 方 格 纸 的 下 底部 ,那么 爱丽 丝 获胜 .否则 鲍 勃 获胜 (如 果 两 
个 正方 形 有 公共 顶点 ,那么 爱丽 丝 也 能 画 一 条 线 从 一 个 正方 形 到 达 另 一 个 正方 形 ) , 找 
出 (并 证 明 ) 谁 有 必 胜 策略 . (第 33 届 美 国 奥林匹克 试题 ) 

解 ” 鲍 勃 有 必 胜 策略 : 鲍 勃 每 次 写 过 数 后 ,总 可 以 使 每 行 中 的 最 大 数 在 集合 4U B 
内 的 方 格 中 ,其 中 

4= |(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}， 

B={(3,5),(4,4),(4,5),(4,6), (5,4), (5,5),(5,6),(6,4),(6,5), (6,6)}. 
这 里 (i,j) 表 示 位 于 第 i 行 ,第 j 列 处 的 方 格 . 

事实 上 , 鲍 勃 将 .4UB 内 的 每 个 方 格 和 同行 的 一 个 不 在 4U B 内 的 方 格 配对 ,使 得 
方 格 纸 上 的 每 一 个 方 格 恰 在 一 个 对 子 中 .无 论 爱 丽 丝 在 那个 对 子 中 的 一 个 方 格 内 写 
数 , 鲍 勃 总 可 以 接着 在 该 对 子 中 另 一 个 方 格 内 写 数 . 如 果 爱 丽 丝 在 4 U B 内 的 一 个 格 
子 内 写 上 数 x, 那 么 鲍 勃 在 该 对 子 的 另 一 个 方 格 内 写 上 数 y 使 y < x; 如 果 爱 丽 丝 写 上 
数 x 的 格子 不 属于 4UB ,那么 鲍 勃 在 该 对 子 中 属于 4U B 的 格子 内 写 上 z 使 z> x. 

可 见 ,在 鲍 勃 写 完 后 ,每 个 对 子 中 的 最 大 数 总 在 4 U B 内 ,从 而 每 行 中 的 最 大 数 总 
在 AUB 内 . 于 是 , 当 所 有 数 写 完 后 ,第 一 行 的 最 大 数 在 4 内 ,第 6 行 中 的 最 大 数 在 8 
内 .因为 不 可 能 在 4 U B 内 画 一 条 线 从 4 到 达 B. 所 以 鲍 勃 必 获 胜 ， 


3. 平衡 法 


有 一 类 操作 变换 问题 结束 时 不 规定 胜 负 , 而 规定 双方 的 得 分 ,通常 只 规定 一 方 的 
得 分 为 a, 认 为 另 一 方 的 得 分 为 - a( 或 n - a,n 为 给 定 的 常数 ) ,两 方 得 分 的 总 和 为 0 
(或 为 常数 =) .双方 分 别 追 求 自己 的 最 优 值 ,如 果 甲 方 有 策略 保证 自己 的 得 分 至 少 为 a 


分 ,但 同时 对 方 有 策略 保证 使 甲 至 多 得 a 分 , 则 称 a 为 甲 方 的 最 优 值 .常见 的 游戏 是 平 
224 : . 
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衡 的 , 即 双方 同时 达到 各 自 的 最 优 值 . 

例 1 已 知 20 个 数 1,2,…,20, 甲 . 乙 两 人 轮流 将 “+ "号 或 - "号 放 在 这 些 数 的 前 
面 ( 放 的 顺序 不 限 ) ,20 步 后 计算 所 得 代数 和 的 绝对 值 5, 甲 要 使 S 尽量 小 ,而 乙 则 要 使 
5 尽量 大 , 乙 能 保证 的 最 大 的 5 是 多 少 ? 

解 将 数 分 为 10 对 :(1,2),(3,4),…,(19,20), 乙 首先 保证 19 与 20 同 号 ,由 于 甲 
的 干扰 ,不 能 保证 其 他 各 对 数 同 号 . 当 甲 在 某 数 前 面 添加 一 个 符号 时 , 乙 在 同 组 的 另 一 
个 数 的 前 面 添加 符号 ,在 前 9 组 (1,2),(3,4),…,(17,18) 中 , 乙 与 甲 异 号 ,最 后 一 组 
(19,20) 中 , 乙 与 甲 同 号 ,这 样 必 可 保证 S>20+19-9x1=30. 

另 一 方面 , 甲 的 策略 自然 是 抵消 . 设 乙 第 i 步 后 已 有 符号 的 2i 个 数 的 代数 和 为 5;， 
则 甲 在 余下 的 最 大 数 a,,, 之 前 放 上 与 5; 相 异 的 符号 (如 5; = 0 可 任意 放 ) .假定 甲 最 后 
一 次 使 代数 和 变 号 是 在 他 的 第 k 步 (1<k<10), 即 w>1S4-1, 此 时 

1Si1tarl<a:<21-k( 因 20= al > aa>…> ai> a 所 以 ai<20-(k-1)= 
21 -上 ) ,而 乙 第 让步 在 其 前 面 放 符号 的 数 b< a -1<20-k, 故 


1S41= 118 tart bl<lS1+arl+ bi<41—2k. 
以 后 ,每 个 回合 都 有 b) < ay<15)-11, 故 151<15;-11-1a -51<15)-11-1. 于 是 ,最 
后 得 到 


S=1Swl=15S.1 + - 15; 1-15.11)<41-2k-(10-k)=31-k<30. 
如 果 甲 每 次 都 不 能 使 代数 和 变 号 ， 则 每 个 回合 都 有 15;1<15;_11-1, 于 是 
S<ali+b,-9<20+19-9=30. 
故 乙 能 保证 的 最 大 5 是 30. 
注 本 题 中 , 乙 的 策略 是 一 开始 使 5 尽 可 能 大 ,然后 使 S 下 降 的 值 尽 可 能 小 (保持 
| 一 种 平衡 状态 ) , 故 得 此 类 问题 的 关键 是 保证 重点 ,寻求 平衡 . 
例 2 在 黑板 上 写 有 n(n 是 奇数 ) 个 表示 式 :* x? + *x+ x* =0, 甲 乙 两 人 轮流 做 
如 下 游戏 :每 人 每 次 只 允许 用 一 个 不 等 于 零 的 实数 代替 表示 式 中 的 一 个 * 号 ,这 样 一 
共 轮 流 经 过 3n 次 操作 后 ,得 到 ”个 一 元 二 次 方程 . 甲 尽 力 使 无 实 根 的 方程 个 数 更 多 ， 
而 乙 希 望 无 实 根 的 方程 个 数 更 少 .试问 : 甲 在 不 依赖 于 乙 如 何 操作 的 条 件 下 ,使 得 无 实 
| 根 的 方程 个 数 达到 的 最 大 值 是 多 少 ? (第 19 届 全 俄 奥林匹克 试题 ) 
解 甲 每 次 将 一 个 未 动 过 的 方程 中 x 的 系数 换 为 1, 除 非 乙 将 甲 动 过 的 方程 中 x? 
的 系数 或 常数 项 换 为 任意 实数 a 对 0, 这 时 甲 立即 将 此 方程 中 的 常数 项 或 x? 的 系数 换 


成 二 ,于 是 ,此 方程 的 判别 式 为 1 - 4a 小 < 0, 方 程 没有 实 根 ,这 样 四 至 少 可 将 2 个 


未 动 过 的 方程 的 * 的 系数 换 为 1, 并 使 这 个 方程 无 实 根 . 


0 


效 瑟 中 监 下 如 性 亚 油 个 入 业 O 


湖西 中 小 导 卫 以 洋 沁 同 洪 净 0 


另 一 方面 , 乙 总 可 以 将 甲 未 动 过 的 一 个 方程 的 x? 的 系数 换 成 1. 如 果 甲 换 x 的 系 
数 , 乙 就 将 常数 项 换 为 - 1; 如 果 甲 将 常数 项 换 为 c, 乙 就 将 x 的 系数 换 为 6, 使 5 > 


2 V 1c1 ,于 是 所 得 方程 的 判别 式 大 于 零 ,方程 有 实 根 .这 样 ， 乙 至 少 可 将 4 于 1 个 未 动 过 


的 方程 的 zz 的 系数 换 为 1, 并 且 使 这 了 :个 方程 有 实 根 ,从 而 最 多 有 n- 了 += “1 
个 方程 无 实 根 . 
因此 ,所 求 最 大 值 为 "1. 


例 3 甲乙 两 人 在 一 个 5x5 的 方 格 板 上 玩 换 数 游戏 : 甲 先 填 且 两 人 轮流 在 空格 中 
填 数 , 甲 每 次 选择 一 个 空格 填写 上 数字 1, 乙 每 次 选择 一 个 空格 填写 上 数字 0, 填 完 后 
计算 每 个 3x3 正方 形 中 的 9 个 数 之 和 ,并 将 这 些 和 数 中 的 最 大 数 记 为 4. 甲 尽量 使 4 
增 大 , 乙 尽量 使 4 减 小 . 问 甲 可 以 使 4 获得 的 最 大 值 是 多 少 ? (第 35 届 IMO 预选 题 ) 

解 首先 ,如 图 5-5 将 前 4 行 20 个 方 格 划分 成 10 个 1x2 的 
和 矩形 .显然 , 方 格 板 上 每 个 3 x 3 的 正方 形 中 都 恰 含 有 上 述 10 个 和 矩 
形 中 的 3 个 .可 见 , 乙 只 要 在 每 个 1x2 和 矩形 的 两 个 方 格 之 一 中 填 上 
0( 一 共 至 少 有 3 个 方 格 内 填 的 数字 是 0) , 即 可 使 4<6. 

另 一 方面 , 甲 可 使 4 的 值 不 小 于 6. 甲 首先 在 中 心 方 格 填 上 1， 
然后 乙 在 某 格 上 填 0, 这 时 或 者 第 3 行 的 另 4 个 方 格 都 空 着 ,或 者 第 
3 列 的 第 4 个 方 格 都 空 着 ,或 者 两 组 的 4 个 方 格 都 空 着 .不 妨 设 第 3 图 5-5 
行 的 另 4 个 方 格 都 空 着 ,于 是 甲 可 在 第 3 行 第 2 列 的 空格 内 填 上 1, 然 后 乙 又 在 某 格 内 
填 上 0. 这 时 第 3 行 的 第 1,4 两 格 至 少 有 一 个 空格 ,不妨 设 是 第 1 格 , 于 是 甲 第 3 次 可 在 
此 格 内 填 上 1, 乙 又 在 某 格 内 填 上 0, 这 样 一 来 ,第 3 行 中 相连 的 前 3 格 都 是 1, 而 整个 
方 格 板 上 共有 3 个 0. 考 察 左 上 角 或 左下 角 的 两 个 3 x 3 正方 形 , 其 中 必 有 一 个 正方 形 内 
至 多 有 1 个 0, 即 至 少 还 有 5 个 空格 ,而 甲 可 以 在 其 中 再 写 上 3 个 1 而 使 4 的 值 至 少 为 
6. 


综 上 可 知 , 甲 可 使 4 的 最 大 值 为 6. 
4. 数学 归纳 法 和 反 证 法 


例 1 一 种 两 人 对 弈 游戏 满足 : : 

(了 ) 游 戏 的 每 一 步 都 只 有 有 限 种 选择 ; 

(了 ) 游 戏 在 有 限 步 后 必 以 某 方 取胜 而 终止 . 
(1) 两 人 中 某 个 人 必 有 必 胜 策略 , 试 予以 证 明 . 


9 (2) 甲 乙 两 人 轮流 在 黑板 上 写 上 不 大 于 10000 的 正 整数 ,要 求 每 次 写 的 数 不 能 是 
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黑板 上 任何 已 写 数 的 约 数 , 谁 不 能 写 谁 输 , 问 谁 有 必 胜 策略 ? 

解 (1) 假 设 这 个 游戏 至 多 在 n 步 内 就 要 终止 ,以 下 对 n 施行 数学 归纳 法 . 

n=1 时 ,游戏 至 多 进行 一 步 , 必 胜 策略 是 显然 的 . 

设 n= 上 时 命题 成 立 .n = 上 + 1 时 ,假设 这 个 至 多 上 + 1 步 的 游戏 由 4 开 步 ,4 有 p 
种 选择 .对 每 一 种 选择 ,游戏 变 成 了 至 多 上 步 的 游戏 ,由 归纳 假设 ,这 种 游戏 不 是 4 有 
必 胜 策略 ,就 是 B 有 必 胜 策略 ;如 果 有 一 种 选择 产生 的 新 游戏 中 4 有 必 胜 策略 ,4 就 
进行 这 种 选择 ,于 是 在 原 游戏 中 4 有 必 胜 策略 ;如 果 所 有 各 种 选择 产生 的 新 游戏 中 , B 
都 有 必 胜 策略 , 即 么 4 在 原 游戏 中 必 败 ,也 即 B 有 必 胜 策略 ,从 而 原 游戏 中 4 或 B 有 
必 胜 策略 . 

(2) 考 察 一 种 新 游戏 :4,B 两 人 轮流 在 黑板 上 写 不 大 于 10000 但 不 小 于 2 的 正 整 
数 ,每 次 写 的 数 不 能 是 黑板 上 所 写 的 数 的 约 数 , 谁 不 能 写 谁 输 . 由 于 游戏 每 次 仅 有 有 限 
次 选择 , 且 必 在 有 限 步 后 以 某 方 胜利 告终 ,由 (1) 知 4 或 B 有 必 胜 策略 . 若 4 有 必 胜 策 
咯 ,在 原 游戏 中 甲 采取 4 的 策略 ,因为 1 不 可 能 在 第 1 步 以 后 出 现 , 故 新 游戏 与 原 游戏 
并 无 区 别 , 甲 将 获胜 ; 若 B 在 新 游戏 中 有 必 胜 策略 , 则 甲 在 原 游戏 第 一 步 时 在 黑板 上 写 
下 1, 此 时 乙 成 了 新 游戏 中 的 4, 甲 成 了 B, 因 而 甲 在 新 游戏 中 有 必 胜 策略 .由 于 第 1 步 
写 的 1 对 新 游戏 无 任何 影响 , 故 甲 在 新 游戏 中 必 胜 ,也 即 在 原 游戏 中 必 胜 . 

注 若 条 件 ( 工 ) 人 允许 在 有 限 步 后 出 现 和 局 , 则 同样 可 证 明 某 方 有 不 败 策略 . 

从 本 题 (1) 可 得 许多 有 趣 结果 :围棋 比赛 中 ,总 有 一 方 ( 执 黑 方 或 执 白 方 ) 有 必 胜 策 
略 ;在 国际 象棋 中 ,总 有 一 方 有 不 败 策略 .但 这 是 理论 上 存在 的 策略 ,因为 每 步 选 择 的 
可 能 往往 很 多 ,进行 的 步 数 也 很 多 ,以 至 于 变化 可 能 太 多 ,即使 用 高 速 电子 计算 机 也 找 
不 到 必 胜 策略 ,因此 ,这 些 操作 变换 问题 的 魅力 丝毫 不 减 . 

例 2 在 1994 x 1994 的 国际 象棋 盘 中 ,4, B 两 人 轮流 跳 同一 只 马 ( 依 国际 象棋 规 
则 ) ,其 中 4 只 能 横 跳马 , 即 水 平方 向 移动 两 格 且 垂 直方 向 移动 1 格 (如 图 3-6), 而 了 
只 能 竖 跳马 ,也 即 水 平方 向 移动 1 格 且 垂 直方 向 移动 2 格 (如 图 5 - 6),4 首先 将 马 放 
在 棋盘 上 任意 一 格 , 并 跳 第 一 步 , 马 不 能 跳 人 它 已 经 停 过 的 格子 里 , 谁 不 能 跳马 便 判 谁 
输 .求证 :4 有 必 胜 策略 . (第 20 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 

证 明 用 反 证 法 , 设 4 没有 必 胜 策略 . 

由 上 例 知 ,无 论 甲 第 一 步 如 何 走 ,B 必 有 必 胜 策略 .现在 我 们 用 两 张 棋盘 同时 进行 
两 场 游戏 :第 一 张 棋盘 上 4 首先 放 在 cl 处 并 跳 第 一 步 至 c2 处 (如 图 5- 7 中 cl 表示 
第 a 列 第 1 行 交 叉 处 方 格 ,等 等 ); 在 第 二 张 棋盘 上 4 将 马 放 在 c2 关于 主 对 角 线 (图 中 


| 虚线 ) 轴 对 称 的 53 处 ， 


现在 由 B 在 第 一 张 棋盘 内 跳马 ,无 论 他 怎样 跳 , 4 在 第 二 张 棋盘 内 将 他 的 跳 法 关 


离 互 窗 监 下 重心 渡 油 局 洪 将 O 


于 主 对 角 线 轴 对 称 地 跳出 来 (例如 8 在 第 一 张 棋盘 中 从 c2 跳 到 b4, 则 4 在 第 二 张 棋 ' 
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盘 中 便 从 53 跳 到 d2) .然后 , 轮 到 B 在 第 二 张 棋盘 内 跳马 ,无 论 他 怎样 跳 ,4 将 他 的 跳 
法 关于 主 对 角 线 轴 对 称 后 在 第 一 张 棋盘 内 跳出 来 .一 般 地 ,如 果 8 在 第 一 张 棋盘 中 跳 
X 一 了 ,4 便 在 第 二 张 棋盘 中 跳 X' 一 Y ,其 中 X,Y 是 X,Y 关于 主 对 角 线 的 对 称 格 ,如 
8 在 第 二 张 棋盘 跳 Y 一 Z', 则 4 在 第 一 张 棋盘 中 跳 Y>2Z,Y 与 YY 以 及 Z 与 Z' 都 关于 
主 对 角 线 对 称 , 如 此 进行 下 去 . 


图 5-7 
首先 ,B 和 4 不 可 能 在 第 二 张 棋盘 跳 人 al 格 .这 是 由 于 al 是 黑 格 ,而 在 第 二 张 棋 
盘 上 4 第 一 次 从 白 格 53 跳 人 黑 格 d2, 每 次 跳马 将 改变 所 处 格子 的 黑白 色 ,4、B 又 轮 
流 跳 , 故 在 第 二 张 棋盘 上 , B 总 是 从 黑 格 跳 人 白 格 ,不 可 能 跳 人 黑 格 al. 又 因为 B 在 第 
一 张 棋盘 上 不 可 能 跳 人 马 已 停 过 的 格子 a1, 故 在 第 二 张 棋盘 上 4 也 不 能 跳 人 al. 其 
次 ,由 于 轴 对 称 恰好 改变 了 横 跳 与 竖 跳 的 方法 , 故 从 两 张 棋盘 上 看 , 均 是 符合 规则 的 一 
场 游戏 ,由 反 证 法 假设 ,在 这 两 张 棋盘 上 ,后 行者 B 都 将 获胜 . 


但 是 ,事实 上 ,如 果 8 在 第 一 张 棋盘 上 获胜 ,那么 在 第 二 张 棋盘 上 ,由 于 4,B 位 置 | 


| 


恰好 颠倒 ,4 将 取胜 ! 这 是 矛盾 的 .因此 ,假设 先行 者 4 没有 必 胜 策略 是 不 成 立 的 , 故 
4 有 必 胜 策略 . 


8$4 典型 例题 解 题 分 析 


例 1 mn(>4) 个 盘子 里 放 有 总 数 不 少 于 4 的 糖 块 ,从 任 选 的 两 个 盘子 中 各 选 一 块 
糖 放 人 另 一 个 盘子 中 去 , 称 为 一 次 操作 . 问 能 否 经 过 有 限 次 操作 ,把 所 有 的 糖 块 集中 到 


一 个 盘子 里 去 ? 证 明 你 的 结论 . (1994 年 第 9 届 中 国 奥林匹克 试题 ) 
解法 一 (调整 法 ) 首先 证 明 可 从 经 过 有 限 步 操作 使 所 有 糖 块 集中 在 2 个 或 3 个 
盘子 中 . 


事实 上 ,如 果 放 有 粮 块 的 盘子 不 少 于 3 个 , 任 取 其 中 3 个 盘子 ,分 别 记 为 4, B,C， 
并 设 4, B,C 中 分 别 有 a,b,c(0< a<6b<c) 块 糖 .首先 ,我 们 每 次 从 4,B 中 各 取 一 块 
糖 放 入 C 盘 中 ,经 过 a 次 这 样 的 操作 后 ,4 ,B,C 三 盘 中 的 糖 块 数 分 别 为 0,5 -a,c+ 
2c , 即 放 有 糖 块 的 盘子 的 总 数 减少 1 个 (az5 时) 或 2 个 (a =b 时 ), 于 是 ,这 样 继续 下 
去 ,总 可 以 将 糖 块 集中 在 2 个 或 3 个 盘 中 . 

其 次 ,不 妨 设 所 有 糖 块 集中 在 盘 4, B, C 中 ,每 个 盘 中 放 的 糖 块 数 分 别 为 a, b,c 
(ae>b>c>0). 另 取 一 个 空 盘 D( 因 n>4, 至 少 有 4 个 盘子 ), 上 述 状 态 简 记 为 (ac,2， 
c,0) ,如 果 a,6,c 中 有 两 个 相等 ,那么 按 前 一 段 的 证 明知 可 经 有 限 步 将 糖果 集中 到 一 
个 盘 中 , 故 只 要 考虑 a > b > c>0 的 情形 .又 分 为 下 列 两 种 情形 ; 

(1) 如 果 a=c+2, 则 5=c+1l, 因 c+b+c=3c+3>4, 所 以 c>1. 于 是 可 按 下 列 
步骤 操作 ,经 过 有 限 步 将 所 有 糖 块 集中 到 一 个 盘子 中 : 

步 


(c+2,c+1,c,0)>(c+l1,c,c,2)—(c,c+2,c,1)>(c-1,c+2,c +2,0)— 
一 (3c+3,0,0,0). 
(2) 如 果 a > c+2, 那 么 先 按 下 列 方式 对 4、B、C 盘 作 一 次 操作 : 
(a,b,c) 一 (a-1,5-1,c+2). 
因 a>6>c 及 a>c+2, 所 以 a-1>b-1>c,a-1>(c+3) -1=c+2, 故 调整 后 ,三 
盘 中 放 的 糖 块 量 的 最 大 数 减 少 1, 而 最 小 数 不 减 少 , 故 经 过 有 限 步调 整 可 归结 为 有 两 盘 
中 的 糖 块 数 相等 或 前 述 情 形 (1), 于 是 由 前 面 的 证 明 可 知 经 过 有 限 步 操 作 可 将 糖 块 集 
中 到 一 个 盘子 中 . 
解法 二 (数学 归纳 法 ) 对 糖 块 的 总 数 m 进行 归纳 . 
(1)m =4 时 ,4 块 糖 至 多 放 在 4 个 盘子 中 ,其 分 布 情况 (不 考虑 顺序 ) 只 有 以 下 4 种 : 
1°(1,1,1,1),2°(1,1,2,0),3°(1,3,0,0) ,4°(2,2,0,0), 
每 种 情形 分 别 按 以 下 步骤 操作 ,都 可 经 过 有 限 步 操作 将 所 有 糖 块 集中 到 一 个 盘子 中 ， 
1°(1,1,1,1)—>(1,3,0,0)—>(0,2,2,0)—(2,1,1,0)—(4,0,0,0). 
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2°(1,1,2,0)—>(0,0,4,0). 
3° 同 1 中 第 2 步 以 后 操作 . 
4"(2,2,0,0) 一 (1,1,2,0)-=>(0,0,4,0) 
(2) 设 m= 上 时 ,结论 成 立 .考虑 m =k+1 的 情形 ,这 时 ,我 们 只 考虑 其 中 上 块 糖 ， 
由 归纳 假设 ,总 可 以 经 过 有 限 步 操作 将 这 上 块 糖 集中 到 一 个 盘子 中 ,如 果 第 上 + 1 块 糖 
也 在 这 个 盘子 中 ,那么 结论 已 成 立 .否则 只 会 出 现 块 糖 在 一 个 盘子 中 ,而 第 k+1 块 | 
糖 在 另 一 个 盘子 中 的 情形 .这 时 ,可 按 下 列 步骤 ,经 过 有 限 步 操作 将 + 1 块 糖 集中 到 
一 个 盘子 中 . 

(k,1,0,0)>(k -1,0,2,0)—>(k -2,2,1,0)—>(k -3,2,0,2)—> 
(k—1,1,0,1)—>(k+1,0,0,0). 
于 是 m = +1 时 结论 成 立 .这 就 证 明了 总 可 以 经 过 有 限 步 操 作 将 所 有 糖 块 集中 到 一 
个 盘子 中 . 

例 2 有 n(>>2) 堆 硬币 ,只 允许 按 以 下 方法 搬 动 : 每 次 搬 动 选择 其 中 两 堆 , 从 一 堆 
中 搬 动 某 些 硬币 到 另 一 堆 中 ,使 得 另 一 堆 的 硬币 数目 增加 一 倍 . 

(Un>3 时 ,求证 :可 经 过 有 限 次 搬 动 ,将 硬币 合并 成 两 堆 或 一 堆 . 

(2) 当 n=2 时 ,用 7,s 分 别 表示 两 堆 中 的 硬币 数目 , 求 r,s 应 满足 的 充 要 条 件 使 
得 可 经 过 有 限 步 操作 将 两 堆 硬 币 合并 成 一 堆 . (第 35 届 IMO 预选 题 ) 

解 〈1)( 调 整 法 ) 只 要 证 明 任意 3 堆 可 以 合并 成 2 堆 即 可 . 任 取 4,B,C 三 堆 ,每 | 
堆 中 硬币 数 分 别 为 a,5b,c, 若 a,5,c 中 有 2 个 相等 , 则 只 需 挪动 一 次 便 可 合并 成 2 堆 ， 
故 不 妨 设 a < b < ce. 

我 们 证 明 : 经 过 有 限 次 挪动 ,可 使 B 堆 中 的 硬币 数 小 于 . 

设 b= ga+r(g 为 正 整 数 ,r 为 整数 目 0< r< a) ,并 且 将 g 用 二 进 制 表示 为 

qg=20+22+…+25(0<h<h<…<h). 

1。 车 4 =0, 则 直接 将 巨 堆 中 24 a = a 个 硬币 搬 到 4 堆 中 , 若 1, > 0, 则 将 C 堆 
中 的 硬币 向 4 堆 中 搬 动 4, 次 ,使 得 4 堆 中 硬币 数 变 成 24 a, 再 将 B 堆 中 2 a 个 硬币 
搬 到 4 堆 中 ,这 时 ,总 可 以 使 4、B 堆 中 的 硬币 数 分 别 为 

4 堆 :2.20 ca=25t+la 个 ， 

B8 堆 :(2%2 +23 +…+25)a+r 个 . 
因为 C 堆 仅 向 4 堆 中 放 和 人 了 (2% - 1) a 个 硬币 , 比 8 堆 向 4 堆 中 放 人 的 硬币 数 20 a 
要 少 , 故 C 堆 中 的 硬币 数 仍 大 于 B 堆 中 的 硬币 数 . 

2 车 4,=41+1, 则 将 B8 堆 中 2% a 个 硬币 放 人 A4 堆 中 ;车 4,>4,+1, 则 从 C 堆 
中 向 4 堆 搬 动 4, - 4 - 1 次 ,使 4 堆 中 的 硬币 数 变 为 242-1.2%4+1g = 2% 6a, 然后 将 B 


堆 中 2% a 个 硬币 搬 到 4 堆 中 ,这 时 4、B 两 堆 中 的 硬币 数 分 别 是 


宛 瑟 中间 否 事由 涟 油 同 涉 症 O 


4 堆 :2.2aa=25ar'a 个 ， 

B 堆 :(23 +…+2)a+r 个 . 
且 同 理 知 C 堆 中 硬币 数 仍 大 于 8B 堆 中 硬币 数 . 

3。 重复 以 上 步骤 ,经 过 有 限 步 可 使 B 堆 中 硬币 数 为 7, 即 可 经 过 有 限 步 搬 动 使 得 
| 三 堆 中 所 含 硬币 个 数 的 最 小 数 减 小 .因此 ,可 经 过 有 限 步 搬 动 , 避 可 使 3 堆 中 所 含 硬币 的 
最 小 数 变 为 0, 即 可 将 3 堆 硬 币 合并 成 2 堆 . 

(2)( 不 变量 方法 和 数学 归纳 法 ) 必 要 性 . 设 某 次 搬 动 前 两 堆 的 硬币 数 分 别 是 a,b， 
不 妨 设 a< 4, 因 硬 币 总 数 不 变 ,所 以 a + b= r+ *, 经 过 一 次 搬 动 后 ,两 堆 中 的 硬币 数 
分 别 为 2a,b 一 a. 

若 p 为 奇 素数 ,a 为 正 整数 且 p*1(a,5), 则 pla, 且 p15, 从 而 p124a,p 16a， 
所 以 PP1(2a,b -a). 反 之 , 若 p1(24a,b-a), 则 p12a,p"1b--a, 从 而 plafp'1b, 
所 以 pi(a,b). 

即 搬 动 前 与 搬 动 后 两 堆 硬币 数 的 最 大 公约 数 含有 相同 的 奇数 因数 (不 变量 ) . 

若 两 堆 在 某 次 搬 动 后 合并 成 一 堆 , 则 这 时 两 堆 的 硬币 数 相等 ,都 为 z 个 ,于 是 r+ 
s=2z, 且 
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上 式 左 端 为 正 整 数 , 故 右 端 也 为 正 整数 ,并 且 (z,z) 与 (r,s) 含 有 相同 的 奇数 因数 , 故 只 | 


可 能 有 
+s _2(z,z)_ 
[es = Cr = 24( 为 正 整 数 ). 


因此 ,经 过 有 限 步 搬运 ,两 堆 硬 币 可 以 合并 成 一 堆 的 必要 条 件 是 r+ s=2*(r,s),k 为 


正 整数 . 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 


5 EE 8 
4=1 时 ,UFJ+ TFT =21 且 775)"T7,5) 轩 为 正 整数 ,所 以 tor5] = TVF' 5 


1, 即 r=s =(r,s), 于 是 只 需 搬 动 一 次 就 可 将 两 堆 硬币 合并 成 一 堆 . 

设 上 = mm 时 ,结论 成 立 . 即 r+s=2"(r,s) 时 ,可 经 过 有 限 步 搬 动 将 两 堆 硬 币 合 并 
成 一 堆 . 现 考虑 k= m+1 的 情形 , 即 r+s=2"7(rs). 

车 r=s, 则 只 需 搬 动 一 次 便 可 将 两 堆 硬 币 合并 成 一 堆 . 

车 rs, 不 妨 设 r>s, 记 

r=(2"+8)(r,s),s=(2" -i)(r,s)(0<t<2"). 


因为 (2" + 4,2" - 1) = 1, 所 以 上 为 奇数 . 设 搬 动 一 次 后 两 堆 的 硬币 数 分 别 为 "” ,s” ,于 


Ee 人 


阁 盏 中 洽 层 也 届 滋 泛 加 和 沂 交 0 


隐 吾 中 注 惨 丘 届 潍 洲 回 和 潜 净 O 


rr” =[(2" +2)-(2" -2)](r,s)=2i(r, s), 
s" =2(2" -1)(r,s). 
因 :为 奇数 ,(2" -41,1) =1, 所 以 (r" ,s" )=2(7r,s), 于 是 


a a ds RY) 


由 归纳 假设 知道 ,可 经 过 有 限 步 搬 动 将 两 堆 硬币 合并 成 一 堆 ,于 是 充分 性 得 证 . 

综 上 可 知 ,可 经 过 有 限 步 搬 动 使 两 堆 硬 币 合并 成 一 堆 的 充 要 条 件 是 +s=24(r， 
s)(K 为 正 整数 ) . 

例 3 有 三 堆 棋子 ,每 次 操作 可 以 从 任意 两 堆 中 各 取 一 枚 棋子 放 入 另 一 堆 ,如 果 可 
经 有 限 步 操作 将 三 堆 棋子 并 人 一 堆 , 试 求 :开始 时 三 堆 棋子 数 应 满足 的 充 要 条 件 . 

解 (不 变量 方法 ) 必要 性 . 设 开 始 时 ,三 堆 棋 子 数 分 别 为 (*,y,z), 经 过 一 次 操作 
后 ,三 堆 棋子 数 变 为 (x - 1,y - 1,z + 2) ,于 是 任意 两 堆 棋 子 数 之 差 或 不 变 ,或 增加 3， 
即 任意 两 堆 棋 子 数 之 差 除 以 3 的 余数 不 变 ( 同 余 不 变量 ). 如 果 经 过 有 限 次 操作 后 ,三 


堆 合 并 成 一 堆 , 那 么 其 中 两 堆 棋子 数 均 为 零 , 它 们 之 差 被 3 整除 ,这 表明 三 堆 棋 子 能 并 | 


成 一 堆 的 必要 条 件 是 开始 时 有 两 堆 棋子 数 对 模 3 同 余 . 

充分 性 . 设 开 始 时 有 两 堆 的 棋子 数 对 模 3 同 余 , 设 4, B,C 三 堆 的 棋子 数 分 别 为 
(xy,z) ,并 且 不 妨 设 x =y+34( 为 非 负 整 数 ) . 记 一 次 操作 为 7, 若 对 4,B 两 堆 连 
续 操 作 r 次 r<min|x,y|l , 则 三 堆 棋 子 数 变 为 (x - r,y- r,z+2r), 并 记 这 种 操作 为 
7', 于 是 

(299852) x1 y+) (xz-2,y+lz+1). 
这 相当 于 从 一 堆 中 取出 两 枚 棋子 分 给 另 两 堆 各 一 枚 , 记 这 种 操作 为 7-' ,连续 这 样 大 
次 操作 记 为 了 “, 即 


CA £). 
因 x=y+3k, 所 以 x 一 2k=y+k( 记 这 个 数 为 ;), 于 是 


Te 
(zy,2)—>(x—2k, y+ hk,z2+k)=(s,s,z+k) 


(0,0,2+ k+2s)=(0,0,x+y+z) 
( 若 上 = 0, 这 第 一 步 操作 7-* 取 消 ) ,于 是 三 堆 棋 十 合并 成 一 堆 . 
例 4 在 黑板 上 写 下 正 整数 1,2,…,mn(m>3) ,每 次 将 其 中 两 个 数 p,g 换 为 p+ 9 
与 1p - q1, 经 过 若干 次 变换 后 ,所 有 的 数 都 变 成 了 上 . 问 k 可 能 取 哪些 数值 ? 
(第 25 届 全 苏 奥林匹克 试题 ) 
解 (不 变量 方法 和 数学 归纳 法 ) 若 p +g 与 p - 4 能 被 奇数 4(>3) 整 除 , 则 p+4 
+(p-9)=2p,p+g-(p-g)=2g 也 被 4 整除 ,从 而 p,g 都 被 d 整除 ,因此 若 上 能 被 


d(=>3) 整 除 , 则 一 开始 1,2,3,…, n 都 能 被 奇数 d(>3) 整 除 (整除 不 变量 ) ,这 是 不 可 
能 的 . 故 天 只 可 能 为 2(t 为 正 整数 ), 且 每 次 操作 后 ,黑板 上 的 最 大 数 不 减 小 ,所 以 上 = 


FP 流光 

下 面 我 们 证 明 可取 任 何 形 如 2 > n(! 为 正 整 数 ) 的 正 整 数 . 

注意 到 (2 ,2*) 一 (0,a**!) 以 及 (0,2) 一 (2 ,2°), 所 以 ,不 难得 到 :如 果 黑 板 上 写 的 
数 全 是 2 的 睾 (包括 零 次 宕 ) ,它们 的 指数 都 不 超过 加 ,并 且 其 中 至 少 有 2 个 相等 的 小 
于 2% 的 数 ,那么 经 过 有 限 步 操作 之 后 , 必 可 使 所 有 的 数 都 变 成 2% . 

因此 ,我 们 只 需 对 n>3 用 归纳 法 来 证 明 下 列 结论 成 立 :由 数组 1,2,…,n 出 发 ,经 
过 有 限 步 操作 ,可 使 所 有 n 个 数 都 变 成 2 的 方 赛 ,其 指数 都 不 超过 bo ,并 且 其 中 至 少 有 
2 个 相等 的 小 于 2% 的 数 ,这 里 b。 为 满足 2% >m 的 任意 正 整 数 . 

因为 (1,3) 一 (2,4) , 故 知 n=3,4 时 结论 成 立 .又 因 (3,5) 一 (2,8), (2,6) 一 (4,8)， 
(1,3,5,7) 一 (6,2,8,8)->(8,4,8,8), 故 知 n =5,6,7,8 时 结论 也 成 立 . 设 结论 对 3< 
nm-1(m 宇 9) 的 所 有 正 整 数 n 结论 成 立 ,再 证 明 对 n = m(m 之 9) 结 论 也 成 立 . 设 
m=2-1+7, 其 中 5 二 4,1<r<2-1. 若 r=2.71, 即 m=2’, 则 对 (1,2,…, m1) 应 用 归 
纳 假设 , 便 知 结论 成 立 .下 设 1<r<2*'. 这 时 我 们 依次 对 数 对 (p,qg) = (2 一 站 2 
+ 让 (i=1,2,…,r) 进 行 操作 ,于 是 得 到 的 n 个 数 可 分 为 3 类 : 

(1)1,2,3,…,2s-! -r-1( 黑 板 上 未 经 操作 过 的 数 , 若 ">=2… -1 时 ,这 部 分 数 不 
存在 ). 

(2)2,4,6,…,2r( 这 些 数 由 差 1p - 91 得 到 ) . 

(3)24-1 ,2 ,24( 这 些 数 由 和 PP+ 9 及 2 !' 得 到 ). 

车 2'-r-1<2 且 2r<2, 则 2-!<r+3<4,b<3, 这 与 5>4 矛 盾 , 故 (1)(2) 两 
组 中 至 少 有 一 组 中 的 数 的 个 数 不 少 于 3. 若 (1) (2) 两 组 中 数 的 个 数 都 不 小 于 3, 则 由 归 
纳 假设 知 结论 成 立 ;车 (1) (2) 两 组 中 只 有 一 组 中 数 的 个 数 不 小 于 3, 则 对 该 组 使 用 归 
纳 假设 ,而 其 余 两 部 分 则 已 全 是 2 的 方 寡 , 从 而 结论 也 成 立 .这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

例 5 有 一 个 黑 盒 和 mn(>3) 个 分 别 标 上 号 码 1,2,…,n 的 白 盒 ,n 个 白 盒 中 共有 
个 球 ,允许 进行 以 下 调整 :车 标号 为 的 白金 内 恰 有 个 球 , 则 取出 这 个 球 ,分 别 放 
入 黑 盒 及 标号 为 1,2,…,k -1 的 白 盒 中 各 一 个 球 .证 明 : 存 在 唯一 的 放 法 ,使 得 n 个 球 

开始 都 在 白 盒 中 ,并 且 经 过 有 限 次 调整 后 ,使 球 全 部 在 黑 盒 中 . 

| (1992 年 保加利亚 奥林匹克 试题 ) 
证 明 ( 逆 推 法 及 数学 归纳 法 ) 为 了 叙述 方便 ,将 题 中 所 述 的 调整 记 为 p, 用 (ao， 
| a1，,…; a ) 表 示 下 述 球 的 分 布 状 态 : 黑 盒 中 有 ao 个 球 ,标号 为 i 的 白 盒 内 有 ai 个 球 
| (i=1,2,…,n) .题目 即 要 证 :存在 唯一 的 初始 状态 (ao, a ,…, a,), 满 足 ao = 0, ai + 


离 西 路 此 否 五 必 注油 加 六 交 O 


aa+…+ar =m 使 
| 233 r 


窗 酝 路 此 相 所 性 泣 涟 同和 涉 闻 O 


有 限 次 9 


《aoy Qi ,an) (n,0,0,…,0). 
先 证 存在 性 .定义 调整 p 为 若 a, =0,a>1(0<is<j-1), 则 (oooa ai， 


Gs Gh 0 ) (oo- 1,a1 -1 a ~ 1,k, arr Ar2""", Gn )» | 
易 知 gp 一 和 p -9 都 是 恒 等 调整 ( 即 保持 (ao, al,…, ou ) 不 变 的 调整 ), 我 们 对 (n,0， 
0,…,0) 作 如 下 多 次 调整 p… ,直到 不 能 再 作 p- ' 为 止 : 


MY - 
(n,0,0,°°°,0) E>(n -1,1,0,.,0) E>(n -2,0,2,0,.,0) >(n -3,1,2, 


0,777),0) rn 4,0,1,3,0,°5,0) 2 2 (0, gs aa ). 
则 必 有 ae = 0( 若 co 和 0, 则 pg"! 还 可 以 进行 ) 且 al +… + a, =n. 

反 过 来 ,我 们 对 上 面 的 状态 (ao, a, ,…, a, ) 作 有 限 次 调整 p, 即 可 还 原 为 状态 (mn， 
0,0,…,0), 这 就 证 明了 符合 题目 要 求 的 状态 是 存在 的 . 

唯一 性 .下 面 用 数学 归纳 法 证 明 唯 一 性 . 

n=1 时 ,符合 题目 条 件 的 唯一 状态 是 (0, 1). 

n=2 时 ,符合 题目 条 件 的 唯一 状态 是 (0,0,2). 

设 对 正 整 数 n -1 只 存在 唯一 符合 条 件 的 初始 状态 .车 对 正 整数 n, 存 在 两 种 符合 | 
初始 条 件 的 初始 状态 : (ao, a ,…, a,) 和 ( 6bo, bi,…,b,), 均 可 经 有 限 次 调整 p 变 为 
(n,0,0,…,0), 这 里 | 

ao=bo=0,a +art "+a =b+b t+b,=n. 


车 0< a, < n, 则 由 9 的 定义 知 标号 为 白 盒 中 的 a, 个 球 始终 不 能 取出 , 即 不 可 能 


变 为 (n,0,…,0). 若 a, =n, 则 ol = oa =… = a,_1=0, 经 一 次 调整 有 (0,0,…,n) 一 ?> 
(1,1,…,1,0) .注意 到 n>>3, 这 时 标号 为 n -1>2 的 白 盒 内 的 1 个 球 无 法 取出 , 故 不 可 
能 变 为 (n,0,…,0), 所 以 a, =0. 同 理 5 =0. 令 

有 限 次 p 


学 
(@0,01 ,a )— (1, 0, as, a',) 


(n,0,0,.…,0), 


(bos brees by) E>(1, bs bases b's) ,0,0,...,0). 


则 a,=a,=b,=6,=0, 且 a’ + a’; + i=b +b + "+61=n--1. 因 为 
有 限 次 p 


(0, oa ,a1) 


(n -1,0,0,.…,0), 


人 


由 归纳 假设 得 a’ = bi(i=1,2,…,n~1) 且 a’,=5,. 于 是 g 与 9p-! 互 逆 , 故 由 (1,a， 
Ga) =(1,6 和 1,b'，，…,b',) 作 调整 p71!, 得 (ao, a … as) = (bo,61,…,b,), 所 
以 ua = bi(i=0,1,2,…,n), 从 而 唯一 性 得 证 . 


注 唯一 的 初始 状态 (ao, a,，,…, a ) 可 按 下 列 方式 确定 .首先 a < i(i=1,2,…， 
n)( 因 为 车 存在 某 个 i 使 a。> io, 则 由 9 的 定义 知 标号 为 io 的 白 盒 内 的 ai 个 球 不 可 
能 取出 ,从 而 不 可 能 变 成 (na,0,0,…,0)). 记 Se = ak + a+ +a(k=1,2,,n). 
由 调整 p 的 定义 知 5; 的 值 或 者 不 变 ( 当 取出 球 的 盒子 的 标号 小 于 上 时 ) 或 者 减少 上 
( 当 取 出 球 的 盒子 的 标号 不 小 于 时 ), 由 于 最 后 的 状态 为 (n,0,0,…,0), 即 变 为 所 有 
的 S =0(k=1,2,…,n) ,满足 上 1S.(k=1,2,…,n), 故 在 任意 情形 下 也 有 k15, (k= 
1,2,7 ,nn). 令 Si= K(k=1,2,, 7,n), 则 Si = i+ Sirl = r+ (k+l)t(ar ek), 
所 以 a 是 St 除 以 (#+ 1) 后 所 得 的 余数 , 即 


5 
a= 8 — (k+l)[Ei 了 


又 Si=al+a+…+a =n 所 以 ,ao=0. 


S T 
= Si-2[ 辽 ]=-n-2[ 喇 ]， 
a = 5 -3[ 时 1]=-n -ai-3[25 +]， 


aa = 3 - -4[ 旦 ]=n-m -am-4[2- 人 -和 ]， 


as = Si 一 nS ]=n-a- a- a2— n[2 2]， 

as =0. 
于 是 ,(0, ai, 6;,…, a ) 就 是 所 求 的 唯一 初始 状态 .例如 n=7 时 , 按 上 式 可 求 出 唯一 的 
初始 状态 为 (0,1,0,2,4,0,0,0). 

例 6 设 n>2 为 正 整 数 ,开始 时 ,在 一 条 直线 上 有 只 跳蚤 , 且 他 们 不 全 在 同一 
点 ,对 任意 给 定 的 一 个 正 实数 4, 可 以 定义 如 下 的 一 种 “移动 ”: 

(1) 选 择 任意 两 只 跳蚤 , 设 它们 分 别 位 于 点 4 和 B, 且 4 位 于 B 的 左边 ; 

(2) 令 位 于 点 4 的 跳 莉 跳 到 该 直线 上 位 于 点 妃 右 边 的 点 C, 使 得 BC/4B = 4. 

试 确定 所 有 可 能 的 正 实 数 4 ,使 得 对 于 直线 上 任意 给 定 的 点 M 以 及 这 n 次 跳蚤 的 
任意 初始 位 置 , 总 能 够 经 过 有 限 多 次 移动 之 后 令 所 有 的 跳 重 都 位 于 M 的 右边 . 
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解 ” 要 使 跳蚤 尽 可 能 远 地 跳 向 右边 ,一 个 合理 的 策略 是 每 次 移动 时 都 选择 最 左边 

的 跳蚤 所 处 的 位 置 作为 4 点 .最 右边 的 跳 草 所 处 的 位 置 作为 B 点 .按照 这 一 策略 , 假 


漆 吾 中 灌 导 卫 怀 溢 江 加 六 六 O 


设 在 不 次 移动 之 后 ,这 些 跳蚤 之 间距 离 的 最 大 值 为 d ,而 任意 两 只 相 邻 跳 草 之 间距 离 个 


于 


次 互 中 淮 下 生性 烁 油 巾 站 交 O 


ee nd, Se Ss se i 
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的 最 小 值 为 6 , 则 有 
di>(n-1)6,. 
经 过 (k+1) 次 移动 ,会 产生 一 个 新 的 两 只 相 邻 跳 卫 之 间 的 距离 ld ,于 是 
iri >min|O, ,hd ， 


故 总 有 和 >aill ,党 E>min|l,(n -1)4}. 


因此 ,只 要 1> 7 ,就 有 和 x+1> 6 对 任何 丰 成 立 , 这 意味 着 任意 两 只 跳 重 之 间 的 


距离 的 最 小 值 不 会 减 小 . 故 每 次 移动 后 ,最 左边 的 跳 重 所 处 的 位 置 都 以 不 小 于 某 个 正 
常数 的 距离 向 右 平移 ,最终 ,所 有 跳蚤 都 可 以 跳 到 任意 给 定点 M 的 右边 . 
下 面 证 明 ,如 果 4 < 二 , 则 对 任意 初始 位 置 都 存在 某 个 点 N ,使 得 这 些 跳蚤 都 无 
法 跳 到 W 的 右边 . 
将 这 些 跳 音 的 位 置 表 示 成 实数 ,考虑 任意 一 系列 移动 . 令 5, 为 上 次 移动 之 后 , 表 
示 跳 痢 所 在 位 置 的 所 有 实数 之 和 ,再 令 wi 为 这 些 实数 中 最 大 的 一 个 ( 即 最 右边 的 跳 芒 | 
的 位 置 ) ,显然 有 5; < rw .只 须 证 |wi | 有 界 . 
在 第 (k + 1) 次 跳动 时 ,跳蚤 从 点 4 跳 过 点 了 落 在 点 C. 分 别 用 实数 a,b,c(a< | 
< c) 表 示 这 三 个 点 , 则 St = Si + c - a. 而 根据 移动 的 规则 有 c -b=X(&5 - c) ,进而 
有 Ah(e-a)=(1+))(c-0), 于 是 
A+l 
(ce-6). 


如 果 。> wi ,那么 刚刚 跳 过 来 的 这 只 跳 章 占 住 了 最 右边 的 位 置 w,, = c. 再 由 6 < 
We 可 得 


Siri~ St=c-a= 


Si ~ Si = dl(o-b)2atl(w., - w). 

如 果 c<w,, 则 有 

Wer ~ We=0,S811 — St=c—-a>0, 
故 上 式 也 成 立 ， 

考 记 数列 = 这 -Si k=0,1,2, 则 一 太太 和 (wn -wm)- 
(Si - 5,) <0, en ik 因此 ， ods h 总 有 及 <. 

假设 <= 二 i 则 1+4> 以 . 记 w= 此 42-_n, 则 


故 对 所 有 ,总 有 w, < 至 < 各 .这 意味 着 最 右边 跑 半 的 位 置 永远 不 会 超过 一 个 常数 忆 ， 
这 个 常数 与 n,》 以 及 这 些 跳蚤 的 初始 位 置 有 关 而 与 移动 的 次 数 无 关 . 取 MM 点 对 应 的 
实数 大 于 外 , 则 无 论 移动 多 少 次 ,任何 喘 兰 都 不 能 胱 到 点 M 的 右边 


综 上 得 到 :所 求 》 的 可 能 值 为 所 有 不 小 于 一 的 实数 . 


n-l 

例 7 一 次 宴会 有 n 位 客人 被 邀请 ,他 们 围 着 圆桌 坐 成 一 圈 , 且 座位 已 经 被 主人 用 
卡片 分 别 标 有 1,2,3,…,n 共 nn 个 号 .一 位 服务 员 根据 一 种 奇特 的 规则 为 客人 服务 :他 
挑选 一 位 客人 为 其 服务 后 ,他 根据 这 位 客人 座位 的 卡片 上 的 数目 逆 时 针 移动 相同 数目 
个 座位 ,于 是 ,为 这 个 刚 到 达 的 座位 上 的 客人 服务 .类 似 地 ,他 用 同样 的 方式 逆 时 针 移 
动 座位 的 数目 等 于 他 刚 服 务 的 客人 座位 的 卡片 上 的 数目 . 

求 所 有 正 整数 ">2, 使 得 主人 可 以 适当 放置 这 n 张 卡片 , 且 服 务 员 能 恰当 地 选择 
一 位 客人 开始 ,依据 以 上 的 规则 为 每 位 客人 服务 . (2003 年 意大利 奥林匹克 试题 ) 

解 若 n=2k+1(kEN,), 且 卡片 能 按 要 求 放置 ,假设 服务 员 依次 为 第 xi , x,， 
… ,xi41 号 座位 上 的 客人 服务 , 则 x24,1 =2k+1. 否 则 服务 员 为 卡号 为 2k+ 1 对 应 的 客 
人 服务 后 , 接 下 来 服务 的 客人 还 是 这 位 客人 , 故 和 + 和 + "+ xox =1+2+3+ 二 
2k=k(2k+1) 是 2k+1 的 售 数 ,这 意味 着 服务 员 为 第 2k 号 的 客人 服务 后 ,又 回 到 最 先 
开始 的 地 方 (卡号 为 x 的 座位 ) .因此 ,服务 员 永远 不 能 为 第 2k+1 号 卡片 对 应 的 客人 
服务 . 
当 n=2k(kEN, ) 时 ,主人 按照 顺 时 针 方向 先 放 第 2k 号 卡片 .然后 将 其 他 偶数 依 
递增 的 次 序 依次 摆 放 ,最 后 再 将 所 有 奇数 依 递 增 的 次 序 依次 摆 放 .服务 员 先 为 第 1 号 
卡片 对 应 的 客人 服务 ,下 一 位 服务 的 对 象 则 是 2 -2 号 .接着 是 3,2k -4,5,2k -6,…， 
2k -3,2,2k 一 1,2k, 满 足 题目 条 件 的 要 求 . 

综 上 所 述 , 知 所 求 正 整 数 n>2 为 一 切 正 偶数 . 

注 本 题 的 结论 ,读者 不 难 从 n =2,3,4,5 等 特殊 情形 出 发 进行 归纳 后 而 得 到 . 

例 8 有 三 堆 火柴 ,分 别 有 100,200,300 根 .甲乙 两 人 玩 游戏 ,两 人 交替 取 火 柴 :从 
中 取 完 一 堆 , 并 将 剩 下 两 堆 中 的 某 一 堆 分 为 不 空 的 两 堆 , 谁 无 法 这 样 做 , 谁 就 算 输 . 问 : 
谁 有 必 胜 策略 ? (第 20 届 全 俄 奥林匹克 试题 ) 

解 (递归 方法 ) 注意 ,三 堆 火 柴 根 数 可 以 写成 

100 =2 x25,200=2 x25,300=2 x75. 
我 们 考虑 一 般 情形 , 即 三 堆 火 柴 根 数 分 别 为 

2"4,2%b,2"c(0<n<m,n,mEN,a,b,c 为 奇数 ) (*) 


郊 五 中 浴 相 千 性 注 洪 由 涉 交 O 


的 情形 , 甲 可 以 取 走 根 数 为 2"a 的 那 堆 火 柴 ,并 将 根 数 为 2"ce 的 那 堆 火柴 分 成 两 堆 , 根 
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| 


隆 卫 中 隆 回 卫 翌 洋 儿 同 潜 奖 O 


| 进 制 相 加 ,车 所 得 的 数字 全 为 偶数 , 则 为 败局 ,否则 为 胜局 . 


9 如 果 一 开始 (m,n ,1) 为 非 偶 数组 , 则 甲 总 可 以 在 火柴 数目 最 多 的 一 堆 中 取 火 柴 ， 
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数 分 别 为 2" ,2"(2" "ec - 1) .于 是 , 甲 操 作 之 后 ,三 堆 火 柴 的 根 数 可 写成 

2"a ,2"a ,2"a(nEN, ai,aa,as 为 奇数 ) . 

接 下 来 轮 到 乙 操作 ,不妨 设 他 取 走 了 根 数 为 2"a, 的 那 一 堆 , 而 将 根 数 为 2"a; 的 分 
为 两 堆 , 根 数 分 别 为 2% 5, ,2” 5,, 其 中 b, ,65, 均 为 奇数 , 且 ni 之 ns. 因 为 2"a, =2" b+ 
2%b2, 所 以 或 者 mm = m < n, 或 者 ns = n,n > n, 无 论 哪 种 情形 ,三 堆 火 柴 数 又 化 为 
(* ) 式 所 示 的 情形 .于 是 甲 又 可 以 按 上 述 方式 操作 并 使 过 程 进行 到 某 次 乙 无 法 操作 为 
IE: 


综 上 可 知 , 甲 有 必 胜 策略 . 

注 本 题 中 败局 L 和 胜局 WW 分 别 为 

工 = |(2"a ,2"%b,2"c)1nEN,a,b,c 为 奇数 | ， 

W= 1(2"a,2%b,2"c)1m,nEN,m>n,a,b,c 为 奇数 }. 

例 9 有 根 数 分 别 为 m,n,l(m,n,1 均 为 正 整数 ) 的 三 堆 火 柴 ,甲乙 轮流 从 一 堆 
中 (不 允许 同时 从 两 堆 或 三 堆 中 ) 任 取 火 柴 (至 少 取 一 根 ) ,规定 三 堆 取 完 并 且 取 到 最 后 
一 根 火 柴 者 获胜 . 问 :在 什么 情形 下 , 甲 ( 先 取 者 ) 有 必 胜 策略 ? 

分 析 ”将 游戏 者 面临 的 状态 记 为 无 序 组 (m,n,1), 并 用 工 、W 分 别 表示 败局 集合 
和 胜局 集合 , 则 易 知 对 任意 正 整 数 ,1， 

(k,kOEL>(k,k, LE WRERLNH,(k,1,0)E W—>(2k,2k+1,1)E L— 当 
1l>2 时 ,(2k,2k+1,1)€ WW 

例如 ,(4,4,0) ,(4,5,1) EK,(4,4,7), (4,5,7)€ WW, 将 它们 用 二 进 制 表示 ,并 将 对 


应 位 数 相 加 得 
100…4 100…4 100…4 100…4 
100…4 101.…5 100…4 101…5 
+)000…0 +)001…1 +)111…7 +) 111…7 
200 202 311 312 | 


由 上 面 例子 可 以 看 出 :车 将 三 堆 火 柴 数 都 用 二 进 制 表示 ,并 将 各 数位 上 的 数 按 十 


解 将 游戏 者 面临 的 状态 记 为 无 序 组 (m,n, 1), 并 将 m,n,1 都 用 二 进 制 表示 为 

m= (aaa)2 n=(b 1c) ,b,c 为 0 或 1. 求 出 d; = 
+ b+ ci(i=1,2,…, 上 ), 若 di,d,,…, di 全 为 偶数 , 则 称 (m,n, 7) 为 偶数 组 ; 若 d,， 
d,，,…, di 中 至 少 有 一 个 为 奇数 , 则 称 ( m,n, i) 为 非 偶数 组 . | 

我 们 证 明 , 当 且 仅 当初 始 状态 (m,n, 7) 为 非 偶数 组 时 甲 ( 先 取 者 ) 有 必 胜 策略 . 


使 非 偶数 组 化 成 偶数 组 (例如 非 偶数 组 (4,5,7) 对 应 的 (di ,d ,da ) = (3,1,2), 则 在 有 7 
根 火 柴 的 一 堆 中 取出 (1 1 0), =6 根 , 便 化 成 了 偶数 组 (4,5,1), 这 时 对 应 的 (di, d,， 
ds) = (2 0 2)) .而 面 对 不 全 为 0 的 偶数 组 , 则 无 论 乙 怎样 在 一 堆 中 取 火 柴 ,总 使 偶数 组 
转化 为 非 偶数 组 ,于 是 甲 又 可 按 上 述 方式 继续 操作 ,而 每 操作 一 次 ,火柴 总 数 必 减 少 ， 
故 最 后 甲 可 使 得 他 操作 后 , 乙 面临 的 偶数 组 为 (0,0,0) ,而 无 法 继续 操作 下 去 ,从 而 甲 
获胜 . 

若 初 始 状态 (m,n,7) 为 非 偶 数组 , 则 无 论 甲 怎 样 操作 总 将 非 偶数 组 化 成 偶数 组 ， 
同上 述 分 析 知 ,这 时 乙 有 必 胜 策略 . 

故 当 且 仅 当初 始 状态 (m,n, 71) 为 非 偶数 组 时 , 甲 ( 先 取 者 ) 有 必 胜 策略 . 

下 例 中 的 操作 变换 问题 叫做 Wythof 游戏 .为 了 解决 它 ,我 们 需要 下 列 数论 中 的 由 
蒂 (Beatty) 定 理 . 


贝蒂 (Beatty) 定 理 。 设 ,8 是 正 无 理 数 ,二 + 方 = 1,N, 是 正 整数 集合 , 记 P= 


{[an]InEN,1,0= [Bn]In€EN,}, 这 里 [xj] 表 示 不 大 于 x 的 最 大 整数 , 则 PN @ = 


,PUQ=N, ,这 里 数列 |[an]| ,1[Br]1(n=1,2,…,) 称 为 互补 数列 .( 证 明 见 湖南 省 | 


数学 会 普及 工作 委员 会 编 《数学 奥林匹克 的 理论 .方法 、 技 巧 ) 下 册 , 湖 南 教育 出 版 社 ， 
1999 年 第 2 版 ,第 181 页 ). 


例 10 甲乙 两 人 轮流 从 两 堆 棋 子 中 取 棋 子 ,满足 下 列 要 求 :或 者 从 一 堆 中 取出 任 | 


意 多 枚 (至 少 一 枚 ) 棋 子 ,或 者 从 两 堆 中 取出 同样 数目 (至 少 一 枚 ) 的 棋子 ,将 两 堆 取 完 
并 取 到 最 后 一 枚 棋子 者 获胜 . 问 : 在 什么 情况 下 , 甲 ( 先 取 者 ) 有 必 胜 策略 ? 

分 析 ”两 堆 祺 子 数目 用 无 序 对 ( m,n) 表示, 并 且 不 妨 设 m<n, 且 用 工 、W 分 别 表 
| 示 败 局 集合 与 胜局 集合 . 则 

(0,1),(1,DE 8->(1,2)EL 一 (1,2+n),(2,1+mn) 以 及 (n+ln+2)E 隐 (3， 
5S)EL>(3,5+n),(5,3+n),(3+n,5+n)E W>(4,7)E L—>(4,7+ n),(4+ n,7), 
(4+n,7+n)€W>(6,10)E€ LL 一 … 继 续 下 去 ,可 得 下 列 败局 : 

(1,2),(3,5),(4,7),(6,10),(8,13),(9,15), (11,18)，… 
| 设 各 =1,3,4,6,8,9,11，… 

加 =2,5,7,10,13,15,18，… 
现款 (17 1 的 值 改观 11, } 为 互补 数列 且 y, = x, + n. 于 是 ,由 贝蒂 定理 ,设法 
找 无 理 数 a、B 使 x, =[na],y, =[naj. 由 [a]=1,[B8]=2， A [28]=5, 且 [Br] = 


B 和 1+V5 
pe 得 a = 分 ,B= 


LD 
[anj+n=[(a + DD, 放 令 B= + 解放 各 组 [2 


离 五 中 监 想 匡 性 亚 泗 回头 汪 0 


痪 了 中 隆 否 廿 心 莲 油 加 芳 交 0O 


35 ,于 是 得 到 败局 集合 为 ([an],[ 色 ]), 其 中 = 1 5,8=35. 


解 令 c=]33 .8- 3 于 是 p=a+L 二 + 坝 = 1 我 们 称 两 堆 模 子 数 分 别 
为 [an],[ Pr](nEN, ) 的 状态 为 败局 ,其 他 情形 为 胜局 . 

假设 初始 的 状态 为 胜局 (p,q). 若 p = g, 则 甲 从 两 堆 棋 子 中 各 取出 p( = 9 ) 枚 而 获 
胜 , 故 下 设 1<p < 9. 于 是 ,由 贝蒂 定理 知 或 存在 nEN, ,使 p =[an], 或 存在 EN, ， 
使 p=[Bn]. 

(1) 车 p=[an], 则 因 (p,g) 为 胜局 , 故 gz#[Bn], 且 g>p=[an]. 

(1) 若 9 > [pr], 则 在 第 二 堆 中 取 走 g - [fn] 枚 棋子 ,使 两 堆 棋 子 数 变 成 败局 
([an],[Bn1). 

(ii) 若 [an] <q<[Br], 令 m=g-[anj,k=[an]-[am]. 因 为 m=g-[an]< 
[Brn]-[an]=[(a+1)n]-[an]=n, 即 ms<n+1, 故 >1. 两 堆 中 各 取 走 枚 棋子 
后 ,使 两 堆 棋 子 数 变 成 败局 ([am],[Bm])( 因 为 p-k=[an]-([an]- [am])=[am]， 
gqg-k=(mt[an])-([an]-[am])=m+[am]=[(a+1)m]=[Bn]). 

(2) 若 p=[pBn], 则 g >p=[gn]>[an], 于 是 甲 从 第 二 堆 中 取 9 - [an] 枚 棋子 后 ， 
使 两 堆 棋 子 数 变 成 败局 ([ Bn],[ an]). 

总 之 , 甲 面 对 胜局 (p, gq) 时 ,总 可 以 经 过 一 次 适当 操作 使 胜局 变 成 败局 (p, , qi ) 
(pi < q1), 这 时 乙 继续 操作 . 因 (p,q,)(p, < 9 ) 是 败局 , 故 由 贝蒂 定理 ,存在 正 整数 n 
使 P = [an], gi =[Bn], 这 时 若 乙 从 其 中 一 堆 中 取 走 k 宇 1 枚 棋子 , 则 两 堆 的 棋子 数 分 
别 为 ([an] -,[Bn]) 或 ([an],[pBr] -上 ) .车 仍 为 败局 , 则 存在 正 整数 m 使 下 列 情形 
之 一 成 立 : 

Dlan] -k=[am],[An]=[Bn]. 

@Lan] -k=[Bn],[Bn]=[am]. 

[Lan]=[am],[Br] -k=[pBn]. 
@[Lan] = [Bn], [Bn] -k=[am]. 
在 中 ,@ 两 式 中 得 到 m = n,k=0, 这 与 k=1 矛盾 .而 由 贝蒂 定理 知 [Bn] 关 [am] 且 
关 [Bn], 故 @,@ 不 成 立 . 故 ([an] -让 ,[ Br]), 和 ([an],[Br] - 有 (>1) 都 为 胜 


若 乙 同时 从 两 堆 中 取 走 k=1 枚 棋子 , 则 两 堆 棋 子 数 为 ([an] ~-,[ Bn] -此 ). 如 果 
它 仍 为 败局 , 则 存在 正 整数 m ,使 得 下 列 情形 之 一 成 立 : 

Dlan] -k=[am],[bn] -k=[Bn]. 

@[an] -k=[Bm],[Bn] -k=[am]. 
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因为 [an] -k<[Br] 一 ,而 [pn] > [am] ,所 以 @ 不 成 立 . 若 @ 成 立 , 则 由 B= +1 得 
[Bn]=[an]+n,[Bm]=[am]+m, 并 且 由 [an]-[am]=k=[pn] [Bm] 得 

m=[Bm]-[am]=[Bn]-[an]=n,k=0, 
这 与 4> 1 矛盾. 

可 见 , 面 对 败局 (Pi ,9 ) 时 ,无 论 乙 怎样 操作 总 可 将 败局 转变 成 胜局 (Pa, 9:) ,于 是 
甲 可 以 继续 按 上 述 方式 操作 又 将 胜局 (Pa, 9 ) 变 成 败局 ,…, 这 样 继续 下 去 , 因 两 堆 模 
子 的 总 数 在 减少 , 故 经 过 有 限 步 甲 一 定 效 胜 . 

车 初始 状态 为 败局 ,好 间 上 分 析 知 这 时 乙 一 定 能 获胜 . 

综 上 可 知 , 当 且 仅 当 两 堆 模子 数 (p,g)(p <g) 不 能 写成 ([an],[ pr]) 时 , 甲 ( 先 取 
者 ) 有 必 胜 策略 ,这 时 a。 = 上 5,8=a+1,nEN, . 

例 11 甲乙 两 人 轮流 在 一 张 无 穷 大 的 方 格 纸 上 玩 填 符号 的 游戏 , 甲 先 且 两 人 轮流 
每 次 在 一 个 空格 中 填 上 符号 , 甲 每 次 都 填 x , 乙 每 次 都 填 〇 ,如 果 一 行 一 列 或 平行 于 
对 角 线 的 一 条 直线 上 的 连续 11 个 方 格 中 都 填 上 x , 则 甲 胜 .求证 : 乙 总 能 阻止 甲 获胜 . 

(第 35 届 IMO 预选 题 ) 


1|4 2 110 1|4|3|3 
1|4| 3 1 |0 1|4|2|2 
2:| 2 0 4|3 212|4|1 
3 0 4|2 3 13|4|1 
0 10 3 2 | 4 0|0|114 
0 0 2 3 | 4 0|10|1|14 
3 .3 Db 3 
212 1 ol 212|313 
411 4 312 4|1|0|10 
4 | 1 14|21213 4|11|0o|o0 
1 | 4 2 1|0 1|4|31|3 
1 | 4 3 0 1|412|2 


图 5-8 
解 (配对 法 ) 如 图 5-8 所 示 , 将 一 个 4x4 正 方形 和 一 个 与 其 相 邻 的 2x 2 正方 形 


中 20 个 方 格 内 周期 地 填 上 0,1,2,3,4 这 5 个 数字 .我 们 把 表 中 的 下 列 4 种 已 填 数 字 的 
图 形 称 之 为 多 米 诺 骨牌 . 易 见 ,无论 在 横行 、 竖 列 ,还 是 平行 于 对 角 线 的 直线 上 ,任何 连 
续 11 个 方 格 都 含有 一 块 多 米 诺 骨 牌 .因此 ,一 旦 甲 在 某 块 多 米 诺 骨 牌 的 一 个 方 格 内 画 


x , 则 乙 在 另 一 个 方 格 内 画 〇 ,这样 一 来 , 甲 就 无 法 取胜 了 ( 若 甲 在 某 个 填 数字 0 的 方 
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痪 五 中 此 于 下 眉 泛 淹 辕 涉 交 0O 


帘 瑟 中 和 否 括 性 活 灌 四 站 交 O 


格 内 画 x , 乙 就 在 其 有 公共 边 的 另 一 个 填 数字 0 的 方 格 内 画 〇 ) 


1 条 | | > | 
| 


例 12 给 出 多 项 式 f(x) = xz + 口 z-5+ 口 x+ + 口径 + 口 x+1=0, 其 中 
mn 三 2. 除了 最 高 次 项 系数 和 常数 项 等 于 1 外 ,其 余 系数 空 出 .由 甲乙 两 人 做 填 数 游 
戏 ,规定 每 人 轮流 在 某 一 空白 方 格 内 填 人 一 个 实数 , 填 完 后 ,如 果 方 程 没有 实 根 , 则 甲 
胜 , 和 否则 乙 胜 .现在 开始 由 甲 填 . 问 谁 有 必 胜 策略 ? 并 请 说 明理 由 . 

(1995 年 中 国 国 家 集训 队 选 氢 考试 试题 ) 

解 ” 乙 有 必 胜 策略 .因为 待 填 的 系数 有 2n - 1 项 ,其 中 =” 项 为 x 的 奇 次 寡 系 数 ， 
n -1 项 为 x 的 偶 次 寡 系 数 . 在 前 n-2 轮 回合 中 , 若 甲 填 一 个 奇 次 宕 系数 , 则 乙 填 一 个 
偶 次 寡 系 数 ; 若 甲 填 一 个 偶 次 宕 系数 , 则 乙 填 一 个 奇 次 宕 系数 ,并 且 乙 填 的 数 是 任意 
的 .经 过 n -2 轮回 合 后 ,还 剩 两 个 奇 次 项 系数 没有 填 . 甲 再 填 人 一 数 后 , 则 至 少 还 剩 
一 个 奇 次 项 系数 没有 填 , 设 该 项 为 x', i: 为 奇数 , 剩 下 的 另 一 项 为 x*(s 头 1) . 设 已 填 好 
系数 的 多 项 式 为 Kx) = p(x) + ax' + bx'(a ,6b 待定 ). 

令 x=2 及 *x= -1, 分 别 得 到 

f(2) = p(2) + a 2 + 6b°2:, 

7-D=e(-D+a(-1: -5 
于 是 


fl -D+ = D+ +[( 1) +2…]a. 


9(-— DD +p(2) 


因为 8 头 1,2'+ (一 1)' 头 0, 所 以 ,只 要 令 a = -一 TY 无论 5 的 值 如 何 ， 
i p( -DD +p(2) 
均 可 保证 f( -1) + (2) =0. 因 此 , 乙 在 .x 前 空白 内 填写 -一 一 1 了 2 一, 则 甲 无 


论 在 x 前 空白 内 填 什么 数 ,都 有 7 - D) + 去 /(2) =0. 从 而 /( -1)/(2)<0. 又 f(x) 在 
[ -1,2] 连 续 , 故 (x) = 0 在 [ -1,2] 内 必 有 实 根 .从 而 乙 必 胜 . 
【模拟 实战 五 】 


习题 A 


1. 将 4 个 数 1,9,8,8 写成 一 行 并 进行 以 下 操作 :对 每 一 对 相 邻 的 数 都 作 一 次 减法 , 即 


iD 


Oo 


x 


a 


人 


~ 


oo 


\D 


用 右边 的 数 减 左边 的 数 ,然后 将 所 得 的 数 写 在 两 数 之 间 , 算 是 完成 了 一 次 操作 .然后 
再 对 这 7 个 数 所 排 成 的 一 行进 行 同样 的 操作 ,如 此 继续 下 去 , 共 操 作 100 次 , 求 最 后 
所 得 到 的 一 行 数 的 和 . (第 51 届 莫 斯 科 市 奥林匹克 试题 ) 
. 在 正方 形 某 个 顶点 放 1 根 火 柴 , 其 他 3 个 顶点 空 着 ,允许 进行 如 下 操作 :从 某 个 顶点 
移 走 任意 多 根 火柴 ,同时 在 该 项 点 的 两 个 相 邻 顶点 处 放 上 火柴 , 根 数 之 和 等 于 移 走 
火柴 根 数 的 2 倍 .能 否 经 过 若干 次 操作 ,使 得 各 项 点 处 的 火柴 根 数 ( 按 逆 时 顺序 ) 为 


1,9,8,9? (1990 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 


. 在 正 n 边 形 的 每 一 个 顶点 处 放置 一 个 数 ,其 中 n- 1 个 数 是 0, 另 一 个 数 是 ,允许 每 


次 将 某 个 正大 边 形 的 大 个 顶点 上 的 数 全 部 都 加 1. 能 否 经 过 若干 次 操作 使 得 n 个 顶 
点 上 的 数 全 都 变 得 相等 ? (1993 年 圣彼得堡 市 选拔 考试 题 ) 


. 今 有 5 个 外 观 完全 相同 但 质量 各 不 相同 的 硅 码 ,允许 从 中 任意 选 出 3 个 硅 码 4, 了， 


C ,并 询问 “是 否 有 mm(4) <m(B) < m(C)?”( 这 里 m(x) 表 示 夸 码 x 的 质量 ,并 且 仅 
回答 “是 "或 “ 否 ”) .能 否 经 过 如 此 询问 9 次 , 即 可 排出 硅 码 的 轻重 顺序 ? 
(2000 年 第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 


. 纸 上 写 有 1,2,…, 这 个 正 整 数 ,第 1 步 划 去 前 面 4 个 数 ,在 n 后面 写 上 划 去 的 4 


个 数 的 和 10; 第 2 步 再 划 去 前 面 4 个 数 5,6,7,8, 在 最 后 写 上 这 4 个 数 的 和 26; 如 此 
下 去 ( 即 每 步 划 去 前 面 4 个 数 ,在 最 后 面 写 上 划 去 的 4 个 数 的 和 ). 

(1) 若 最 后 只 剩 下 一 个 数 , 则 n 应 满足 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

(2) 取 n=2002, 到 最 后 剩 下 一 个 数 为 止 ,所 有 写 出 的 数 (包括 原来 的 1,2,… ,2002) 


的 总 和 是 多 少 ? (2002 年 上 海 市 高 中 竞赛 题 ) | 
. 一 个 圆 被 分 成 n 个 肩 形 ,在 这 n 个 扇形 中 共有 n+1 只 青蛙 ,每 一 秒 钟 都 有 某 两 只 


同 在 一 个 扇形 中 的 青蛙 分 别 跳 到 两 侧 相 邻 的 扇形 中 .求证 :在 某 一 时 刻 ,至 少 有 一 半 
扇形 内 落 有 青蛙 . 


. 在 黑板 上 写 上 一 个 正 整数 ,每 秒 钟 都 将 其 加 上 它 的 所 有 偶数 位 数字 之 和 ( 即 加 上 十 


位 数字 、 千 位 数字 等 等 偶数 位 数字 之 和 ) .求证 经 过 某 段 时 间 后 ,黑板 上 的 数 不 再 发 
生变 化 . (1993 年 圣彼得堡 市 选拔 考试 试题 ) 


. 有 n 名 运动 员 , 编 号 为 1,2,…,n, 在 一 次 集合 中 ,他 们 以 任意 方式 站 成 一 排 . 如 果 


每 一 轮 允 许 将 其 中 一 些 人 两 两 对 换 位 置 ,但 在 同一 轮 操作 过 程 中 ,一 人 至 多 只 能 参 
与 一 次 这 种 对 换 . 证 明 :至 多 只 需 两 轮 这 样 的 操作 ,可 使 队列 变 成 1,2,…,n 的 顺序 
排列 . (2004 年 江西 省 高 中 女子 竞赛 试题 ) 


. 圆周 上 有 800 个 点 , 依 版 时 针 方向 标号 为 1,2,… ,800, 它 们 将 贺 周 分 成 800 个 间隙 . 


今 选 定 一 点 染 成 红色 ,然后 按 如 下 规则 逐次 染 红 其 余 的 某 些 点 : 若 第 号 点 染 成 了 
红色 , 则 可 以 依 顺 时 针 方向 转 过 个 间隙 ,将 所 达到 的 点 染 成 红色 . 问 圆周 上 至 多 可 


海 吾 中 浴 层 卫 疏 潍 洲 同 计 净 O 


答 要 中 浊 伙 匡 恬 炎 洪 加 并 交 oO 


得 到 多 少 个 红 点 ? 证 明 你 的 结论 . 
10. 现 有 2000 个 接点 ,每 两 个 点 之 间 用 电线 相连 , 现 让 瓦 里 亚 和 彼 特 轮流 来 剪断 这 些 
电线 , 瓦 里 亚 先 开始 ,他 每 次 仅 能 剪断 一 根 ,而 彼 特 可 以 剪断 2 根 或 3 根 .规定 谁 前 
断 最 后 一 根 谁 就 输 , 问 谁 将 最 后 取胜 ? (1999 年 全 俄 奥林匹克 试题 ) 
11. 游戏 在 一 个 1 x 2000 的 方 格 内 进行 ,规定 如 下 :两 位 游戏 者 轮流 在 空格 里 填写 5 或 
0, 谁 先 在 3 个 连续 的 格子 内 接 出 S0S , 则 为 获胜 , 若 填 满 未 出 现 SOS 视 为 平局 .证 
明 : 第 二 位 游戏 者 有 获胜 策略 . (1999 年 第 28 届 美 国 奥林匹克 试题 ) 
12. 尼克 与 蒂 姆 玩 一 个 游戏 ,在 这 个 游戏 中 每 一 轮 都 没有 平局 ,在 一 轮 游戏 中 , 输 的 一 
方 至 少 要 取 一 粒 糖 果 ,而 赢 的 一 方 取 的 糖果 数 比 输 的 一 方 要 多 一 些 .他 们 还 事先 约 


定 了 每 一 轮 中 和 输 的 一 方 与 赢 的 一 方 各 拿 的 糖果 数 (两 个 给 定 的 正 整数 ) .若干 轮 以 | 


后 ,尼克 共 得 30 粒 糖果 , 蒂 姆 共 得 25 粒 糖果 ,已 知 蒂 姆 一 共 赢 了 2 轮 . 问 :在 每 一 
轮 中 赢 的 一 方 应 该 取 多 少 粒 糖 果 ? (2004 年 斯 洛 文 尼 亚 奥林匹克 试题 ) 


13. 黑板 上 写 着 一 个 数 10” ,甲乙 两 人 玩 下 列 游 戏 :他 们 轮流 进行 如 下 两 个 操作 之 一 : | 


(1) 将 黑板 上 的 数 x 用 两 个 大 于 ! 的 正 整数 a、 代替 ,使 得 x = ab; 
(2) 擦 掉 黑板 上 两 个 相等 的 数 中 的 一 个 或 两 个 . 

. 若 有 一 人 无 法 进行 操作 , 则 这 个 人 就 输 掉 了 这 场 比赛 . 当 甲 先 开始 时 ,他 们 都 
选用 最 佳 的 操作 方式 . 问 : 谁 会 赢得 这 场 比赛 ? (2007 年 第 21 届 北 欧 竞赛 试题 ) 


习题 B 


14. 设 有 9 枚 棋子 放 在 8 x 8 国际 象棋 棋盘 的 左下 角 , 每 小 格 内 放 一 枚 组 成 一 个 3x3 
的 正方 形 ,规定 每 枚 棋子 可 以 跳 过 他 邻 格 中 的 另 一 枚 棋子 到 一 个 空 着 的 方 格 , 即 可 
以 关于 它 的 有 棋子 的 邻 格 中 心 作 对 称 运动 (可 以 横 跳 . 紧 跳 或 沿 对 角 线 斜 跳 ) ,要 求 
这 些 棋子 都 跳 到 棋盘 的 另 一 角 , 且 仍然 构成 3 x 3 的 正方 形 ,如 果 达 到 的 是 : (1) 左 
上 角 ,(2) 右 上 角 , 这 一 要 求 能 否 实现 ? (1990 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 
15. 设 黑 板 上 写 有 128 个 1, 每 一 步 可 以 擦 去 黑板 上 的 任意 两 个 数 a 和 并 写 上 ab +1， 
这 样 做 了 127 次 之 后 ,只 剩 下 1 个 数 ,将 这 样 剩 下 的 数 的 最 大 可 能 值 记 作 4, 试 求 4 
的 末 位 数字 . (1992 年 圣彼得堡 市 代表 队 选 拔 试题 ) 
16. 设 ”是 大 于 !1 的 奇数 ,定义 : 
Xo= {x10 xx = {1,0,.…,0,1}, 
Kr = {x 2 
其 中 2 y fe pp 


1 0 112,…,n, 这 里 x = xf. 已 知 对 mmEN. 有 


244 | 


oo 


21. 


22. 


X= Xo ,求证 nlmm. (1995 年 第 10 届 中 国 奥林匹克 试题 ) 


. 设 4 = 11,2,3,…,17|, 对 于 映射 f4 一 4, 记 Fo(z) =FCz), Pr (x)= 


AAP(x)),kEN, . 设 从 4 到 4 的 映射 /满足 条 件 :存在 正 整数 MM, 使 得 (1) 当 m < 
M,1<i<16 时 ,有 "(it1)-f"(i)#+1,f" (1)-f" (17)# +1(mod17), 
(2) 当 1<i<16 时 ,有 Jm(i+l)-Ao(i=1 或 -1 (GD)-A (7)=1 或 -1 
(mod17) . 试 对 满足 上 述 条 件 的 一 切 /, 求 所 对 应 的 M 的 最 大 值 , 并 证 明 你 的 结论 . 
(1997 年 第 12 届 中 国 奥林匹克 试题 ) 


. 在 一 个 可 以 无 限 扩展 的 棋盘 上 ,一 个 游戏 按 如 下 规则 进行 ,首先 记 mn 枚 棋子 放 在 


由 相连 的 小 方 格 组 成 的 n x n 的 正方 形 方 格 中 ,每 个 小 方 格 里 放 1 枚 棋子 ,这 个 游 
戏 的 每 一 步 又 是 把 一 枚 棋子 沿 水 平方 向 或 垂直 方向 跨越 相 邻 并 放 有 棋子 一 个 小 方 
格 ,进入 到 另 一 个 小 方 格 ,如 果 那 里 是 空 着 的 话 , 否 则 不 允许 ,然后 把 被 跨越 的 那 枚 
棋子 拿 掉 . 求 n 的 所 有 的 值 使 得 游戏 最 终 导致 棋盘 上 只 剩 一 枚 棋子. 
(第 34 届 IMO 试题 ) 


. 设 是 大 于 1 的 正 整数 , 有 n 营 灯 厂 , 户 ，…, 尺 - 作 环 状 排列 ,每 营 灯 都 恰 处 在 


“ 开 ”" 和 “ 关 ” 两 种 状态 之 一 .下 面 进行 一 系列 操作 : So, 5,,…, 5;,… ,操作 5; 按 下 列 
规则 影响 的 状态 (不 改变 其 他 各 灯 的 状态 ); 
(1) 如 果 石 -是 开 的 , 则 Si 改变 的 状态 ,使 它 由 开 到 关 或 由 关 到 开 ; 
(2) 如 果 石 -, 是 关 的 , 则 5; 不 改变 的 状态 ,上 述 操 作 序列 | 5;| 和 灯 列 |L| 的 标 
号 ,应 按 模 n 同 余 方式 来 理解 , 即 L, = [0,L, ,1 = ，… 
设 操作 开始 前 全 部 n 蔓 灯 全 部 开 着 ,求证 : 
(1 ) 存 在 一 个 正 整数 M(n) ,使 得 经 过 M(n) 次 操作 后 ,n 恤 灯 再 次 全 部 开 着 ; 
(上 ) 车 n=2*, 则 经 过 n? -1 次 操作 之 后 ,全 部 灯 都 是 开 着 的 ; 
(出 ) 若 n=2:+1, 则 经 过 n? -n+1 次 操作 之 后 ,全 部 灯 都 是 开 着 的 . 
(第 34 届 IMO 试题 ) 


. 在 一 次 无 限 大 的 国际 象棋 棋盘 上 有 一 只 (P,9) 马 , 它 每 跳 一 步 可 沿 水 平方 向 走 9 


个 方 格 , 同 时 沿 竖 直 方向 走 p 个 方 格 , 也 可 以 沿 水 平方 向 走 p 个 方 格 ,同时 沿 竖 直 
方向 走 g 个 方 格 . 求 所 有 正 整 数 对 (p,q) ,使 得 这 只 (p,q) 马 从 任何 一 格 出 发 都 可 
以 跳 若干 步 后 到 达 棋 盘 上 任何 另 一 个 方 格 中 . 《1994 年 保加利亚 奥林匹克 试题 ) 
考虑 一 个 7x7 的 数 表 o = (六 + 站 (i+ 广 ),1<i,j<7. 我 们 称 将 任意 一 个 由 7 个 
整数 组 成 的 等 差 的 每 一 项 分 别 依次 加 到 某 一 行 和 某 一 列 对 应 的 项 上 为 一 次 操作 . 
问 :是 否 可 能 经 过 有 限 步 上 述 操作 得 到 一 个 数 表 使 其 每 一 行 的 7 个 数 都 构成 等 差 
数列 ? (2007 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 
在 8x8 的 国际 象棋 棋盘 的 某 个 方 格 中 放 一 枚 棋子 ,甲乙 两 人 轮流 将 它 移动 到 另 一 
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27. 


29. 


者 写 完 后 ,发 现 写 出 的 一 排 数 中 可 用 一 个 数字 或 连续 几 个 数字 按照 顺序 组 成 一 个 


个 从 未 到 过 的 方 格 中 , 且 每 次 移动 的 距离 都 大 于 前 一 次 移动 的 距离 ,首先 无 法 走 者 
负 , 在 两 名 棋 手 都 采取 正确 策略 时 , 谁 能 获胜 ? 《1990 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 
设 甲 有 一 条 长 为 的 线段, 乙 有 一 条 长 为 ! 的 线段 . 甲 先 将 自己 的 线段 分 成 3 段 ， 
然后 乙 也 将 自己 的 线段 分 成 3 段 ,如 果 可 用 分 成 的 6 条 线段 组 成 两 个 三 角形 , 则 乙 
胜 ;否则 甲 胜 . 问 甲乙 两 人 谁 能 根据 比值 上 的 大 小 保证 自己 获胜 ? 他 该 如 何 进行 ? 
(第 57 届 葛 斯 科 市 奥林匹克 试题 ) 


两 堆 火柴 的 根 数 分 别 为 m 和 mm > nm, 甲乙 两 人 轮流 各 从 一 堆 中 取 火 柴 ,每 次 从 一 | 


堆 中 所 取 火 柴 的 根 数 (地 0) 是 另 一 堆 中 火柴 数 的 倍数 ,能 在 一 堆 中 取 到 最 后 一 根 火 
柴 者 获胜 . 

(D 试 证 : 当 普 >2n 时 , 先 取 火 柴 的 甲 总 能 获胜 ; 

(2) 当 mm > an 时 , 甲 总 能 获胜 , 求 a 的 取 值 范围 . (第 12 届 全 苏 奥 林 匹 克 试题 ) 
从 给 定 的 正 整数 n。> 1 开始 ,甲乙 两 人 按照 下 列 规则 做 轮流 取 数 n,n,,… 的 游 
戏 : 当 mx 被 取 定 后 , 甲 可 取 满 足 nx < mt < rm; 的 任意 一 个 整数 ; 当 mx 被 取 定 
后 , 乙 可 取 ns,2, 这 里 nt,? 是 使 z2tx4 恰 为 一 个 素数 的 正 整数 宕 的 任意 一 个 整数 . 


2k+2 
约定 甲 先 取得 1990 为 胜 ,而 乙 先 取得 1 为 胜 .试问 : 
(1) 对 怎样 的 me, 甲 有 必 胜 策 略 ? 
(2) 对 怎样 的 m, 乙 有 必 胜 策略 ? 
(3) 对 怎样 的 nm, 双方 均 无 必 胜 策略 ? (第 31 届 IMO 试题 ) 


- 设 个 口袋 中 分 别 装 有 ,hk ，…, 6 个 球 ,甲乙 两 人 轮流 取 球 ,每 次 只 能 从 一 个 


袋子 中 取 ,至 少 取 1 个 至 多 取 m 个 , 取 到 最 后 一 个 球 者 获胜 .如 果 将 这 个 问题 简 记 
为 | ,ks，,… ,| ,我 们 要 问 :对 于 问题 |1,2,3,… ,nls, 当 且 仅 当 m 为 何 值 时 , 甲 
( 先 取 者 ) 有 必 胜 策略 ? 

一 堆 火 柴 共 有 n>1 根 ,由 甲乙 两 人 轮流 按 下 述 规则 取 火 柴 :(1) 每 次 至 少 取 1 根 ; 
(2) 先 取 者 第 1 次 不 能 将 火柴 全 取 完 ;(3) 自 第 2 次 起 ,每 次 所 取 火 柴 的 根 数 ,不 准 
超过 对 于 刚 取 火 柴 数 的 2 倍 ,取得 最 后 一 根 火 柴 者 获胜 . 问 在 什么 情形 下 , 先 取 者 
甲 有 必 胜 策略 ? 

甲乙 两 人 在 一 直线 上 相距 L( 工 为 正 整数 ) 的 两 点 处 各 放 一 枚 棋子 ,甲乙 轮流 地 每 
次 任 选 一 个 方向 沿 直 线 移动 自己 的 棋子 ,移动 的 距离 分 别 为 a,b(a < 5,a,6 为 正 
整数 ), 当 两 棋子 碰 在 一 起 时 甲 输 . 试 确定 乙 有 必 胜 策 略 时 的 充 要 条 件 . 

两 人 交替 在 黑板 上 随意 写 一 位 0 ~ 9 的 数字 ,并 从 左 到 右 排 成 一 排 .如 果 一 个 参赛 


能 被 1 整除 的 数 , 则 他 输 掉 了 这 场 比 赛 . 问 哪个 人 有 必 胜 策略 ? 

(第 29 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 

30. 设 有 一 个 正 2n+ 1(n > 1) 边 形 .两 人 按 如 下 法 则 做 游戏 :轮流 在 该 正 多 边 形 内 画 对 
角 线 ,每 人 每 次 画 一 条 新 的 (以 前 没有 画 过 的 ) 对 角 线 ,而 它 恰好 与 已 画 出 的 偶数 条 
对 角 线 相交 (交点 在 正 多 边 形 内 ) , 凡 无 法 按照 要 求 画 出 对 角 线 者 为 负 方 . 问 : 谁 有 
取胜 策略 ? (第 33 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 
. 现 有 若干 堆 石子 ,其 中 第 i 堆 中 有 石子 n(n 之 1) 个 (i=1,2,…,). 两 人 轮流 进行 
如 下 游戏 : 选 定 其 中 一 堆 ,永久 地 移 走 其 中 的 一 些 石子 (至 少 一 个 ) ,然后 将 剩 下 的 
石子 的 一 部 分 (或 全 部 ) 进 行 重新 分 配 ( 保 持 不 变 或 放 到 其 他 一 堆 或 多 堆 ) ,并 且 某 
某 堆 中 已 没有 石子 , 则 不 能 再 向 该 堆 添加 石子 .两 个 游戏 者 中 移 走 最 后 一 堆 的 为 胜 
者 . 试 求 必 胜 策略 .特别 地 ,确定 正 整 数组 (n,n,,…, ni ) 使 得 先行 者 或 后 行者 取 
胜 . (2007 年 中 国 台湾 奥林匹克 选拔 考试 试题 ) 
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第 六 章 ”组合 几 何 中 的 问题 


§ 1 基础 知识 


1. 凸 图 形 和 凸 包 


定义 1 设 M 是 一 个 平面 点 集 , 若 对 于 任意 两 点 4, BE M, 线 段 48 上 的 点 均 属 
于 M( 记 为 48CM), 则 称 M 为 凸 集 . 特 别 地 , 空 集 和 单 点 集 均 为 凸 集 , 凸 集 也 称 为 凸 图 
形 . 

容易 验证 :线段 .射线 直线 、. 半 平面 \ 不 超过 180* 的 角 的 内 部 (包括 边 )、 圆 域 、 全 平 
面 等 都 是 西 图 形 ,以 平面 凸 多 边 形 为 边界 的 区 域 也 是 凸 图 形 ， 

定理 1 任意 多 个 凸 图形 ( 凸 集 ) 的 交集 仍 为 凸 图 形 ( 凸 集 ) . 

这 个 定理 可 由 凸 集 的 定义 来 证 明 . 

定义 2 包含 点 集 M 的 所 有 凸 集 的 交集 称 为 W 的 凸 包 . 

由 定理 1 知 , 点 集 的 凸 包 是 凸 集 ,并 且 不 难 证 明 M 的 凸 包 是 包含 点 集 4 的 最 | 
小 凸 集 . 这 里 “最 小 "是 指 凸 包 能 含 于 任何 其 他 包含 M 的 凸 集 之 内 .进一步 可 证 明 下 列 | 
结论 成 立 ( 证 明 省 略 ): 

定理 2 设 村 是 平面 上 n 个 点 组 成 的 集合 ,那么 M 的 凸 包 是 以 的 点 为 顶点 的 
凸 & 边 形 ( 线 段 称 为 一 边 形 ) ,这 里 1<k<n. 

定理 3( 海 莱 定 理 ) 设 M,,M,,…,M,(n 宇 3) 是 平面 内 n 个 凸 集 ,如 果 它 们 中 任 
何 3 个 都 有 公共 点 ,那么 这 n 个 凸 集 必 有 公共 点 . 

证 明 当 n=3 时 ,结论 显然 成 立 . 

当 m=4 时 , 设 4 个 凸 集 M1 ,M, ,Ma ,Ms 中 任何 3 个 有 公共 点 , 设 A.E MMMN | 
Ms,AsE MN MN Mas AsE MN MN Ms ,As E MN MN M,. | 

(1) 若 4 ,4 ,43 ,44 共 线 (如 图 6-1 所 示 顺序 排列 ), 因 
Mi, Mi,M; ,Ms 为 凸 集 ,所 以 4143 CMNM, A244 CM 站 
M4, 于 是 hshsC MN 站 MN MN M, 可 见 , M, M;, Ms, 图 6-1 | 
M4 有 公共 点 . 
(2) 若 41, hi, 43，44 的 凸 包 为 三 角形 , 另 一 点 在 此 三 角形 内 ,不 妨 设 4, € 
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和 4444 . 因 4i，4,4:E Mi ,所 以 A444 Ca ,从 而 4EM ,但 4EMm Mn 
M 所 以 4EMmMnm Ma 站 HM , 即 Mi ,Mi,M;, M4 有 公共 点 44. 

(3) 若 4 , 4, 4:,44 的 凸 包 是 凸 四 边 形 4 4:4344, 因 4 4 C Mi 站 Ms ,4244C 
1 NM , 设 414; 与 4;h4 的 交点 为 0, 于 是 0€ MN am Ms 站 Ms, 即 Mi, M,, Ms， 
Ms 有 公共 点 0 . 

故 nm=4 时 ,命题 结论 成 立 . 

设 m=k(K>4) 时 ,结论 成 立 .那么 mn=k+1 时 , 设 m+1 个 凸 集 1 NM 
中 任何 3 个 都 有 公共 点 , 记 M' = Mi 门 MMi,1, 对 任意 ij(1<i<js<k-1). 由 n=4 的 
证 明知 11 ,Mi ,Mi ,Mi,1 有 公共 点 , 故 Mi ,Mi Me 有 公共 点 ; 故 M1, Ms，…，, My 
中 任何 3 个 都 有 公共 点 ,于 是 ,由 归纳 假设 知 Mi, M,，,…, Mi-1,M' 有 公共 点 ,从 而 
Mi ,Mi,…, Mi, Mi,!1 有 公共 点 , 即 n =k+1 时 命题 成 立 . 故 对 一 切 正 整 数 >3, 命 题 
结论 成 立 . 

定理 4(E.Klein) 平面 内 任 给 5 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 ,那么 必 有 4 点 是 凸 四 
边 形 的 4 个 顶点 . 

证 明 若 5 点 的 凸 包 是 凸 五 边 形 或 凸 四 边 形 ,结论 显然 成 入 
立 . 故 不 妨 设 5 点 的 西 包 是 入 4BC, 其 余 2 点 D、E 在 人 4BC /LA 
内 , 因 无 三 点 共 线 , 故 直线 DE 必 与 全 4BC 的 两 条 边 相 交 而 不 
与 第 三 条 边 相交 ,不 妨 设 直线 DE 与 线段 4B 和 AC 相交 ,而 与 A 
BC 不 相交 (如 图 6-2), 于 是 BDEC 是 一 个 凸 四 边 形 . 六 

2. 覆盖 和 内 入 图 6-2 


平面 闭 图 形 指 的 是 由 平面 内 一 条 简单 闭 曲线 及 其 围 成 的 
平面 部 分 组 成 的 图 形 .所谓 简单 闭 曲 线 , 就 是 自身 不 相交 的 封闭 曲线 . 它 作为 图 形 的 边 
界 ,而 它 围 成 的 平面 部 分 (不 包括 闭 曲线 本 身 在 内 ) 称 为 该 平面 图 形 的 内 部 . 

定义 3 设 UK 和 人 是 两 个 平面 图 形 , 若 MDN 或 MM 经 过 运动 变 成 Mr ,而 M' DN， 
则 称 图 形 M 可 以 覆盖 图 形 N, 或 N 能 被 M 覆盖 . 

设 M,,M,,…,M, 是 一 组 平面 图 形 , 若 MiU MU…UM,DN 或 Mi, Mi,…,M, 
各 自 经 过 运动 ( 施 于 每 一 个 图 形 的 运动 不 一 定 相同 ) 分 别 变 为 M1,M';，,…,M', ,而 
M1U M',U…U M', DN, 则 称 图 形 M,,M,,…,M, 可 以 覆盖 图 形 W, 或 称 N 能 被 M， 
Mi 1, 覆盖 . 

定义 4 设 WM,WN 是 两 个 平面 图 形 ,如 果 NC M 或 N 经 过 运动 到 N' ,NM GM, 则 称 
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NN 可 幅 和 人 怕 . 显 然 车 NN 可 柑 和 人 MM, 则 M 可 覆盖 NN. | 
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有 时 ,我们 还 要 讨论 若干 个 图 形 嵌 人 某 个 图 形 的 问题 ,这 时 要 求 被 嵌入 的 图 形 在 
幅 人 后 互 不 重 倒 , 即 任何 两 个 图 形 都 没有 公共 的 内 部 . 

定义 5 设 严 是 一 个 平面 闭 图 形 , 我 们 称 F 的 任意 两 点 之 间 的 距离 的 最 大 值 为 
的 直径 , 记 为 4(F), 即 d(F)=max{14B1| 4,BE AR . 

显然 ,对 于 圆 来 讲 ,这 一 定义 与 初等 几何 中 国 的 直径 的 定义 是 一 致 的 ,但 对 于 优 弧 
( 即 不 小 于 半圆 的 弧 ), 其 直径 等 于 所 在 圆 的 直径 ;而 对 于 劣 弧 (小 于 半圆 的 弧 ) ,其 直径 
等 于 它 所 对 的 弦 的 长 度 , 并 且 不 难 证 明 , 三 角形 的 直径 等 于 它 的 最 长 边 . 

由 覆盖 定义 知 下 列 性 质 是 显然 成 立 的 : 

(1) 若 平面 图 形 M 能 覆盖 平面 图 形 N, 则 M 的 面积 不 小 于 的 面积 .反之 ,车 M 
的 面积 小 于 N 的 面积 , 则 M 不 能 覆盖 N. 

(2) 若 平面 图 形 M 能 覆盖 平面 图 形 W, 则 M 的 直径 不 小 于 NN 的 直径 .反之 , 若 M 
的 直径 小 于 NN 的 直径 , 则 M 不 能 覆盖 N. 

求解 有 关 覆 盖 或 说 入 的 问题 时 ,还 可 以 考虑 应 用 第 三 章 中 介绍 的 图 形 重 伙 原理. 


§2 组 合 几 何 中 的 计数 问题 不 等 式 的 证 明 问 题 以 及 最 值 问 题 
的 解 题 方法 


几何 中 的 计数 问题 ,就 是 计算 几何 图 形 中 某 些 几何 元 素 的 个 数 或 某 些 几何 量 的 大 
小 .组 合 几何 中 的 计数 问题 与 图 形 的 几何 结构 紧密 相关 ,只 有 把 几何 结构 弄 清楚 了 , 方 
能 算 清 它 的 数目 (或 大 小 ) ,做 到 既 不 遗漏 ,也 不 重复 (不 多 算 , 也 不 少 算 ) .在 实际 计数 
时 ,我 们 还 要 用 到 第 一 章 介 绍 的 各 种 计数 方法 (分 类 计数 、 利 用 映射 . 算 两 次 . 递 推 . 数 
学 归纳 法 等 等 ) . 

如 果 计 数 时 ,只 估算 出 几何 量 的 上 界 (或 下 界 ) ,那么 我 们 实际 上 是 证 明了 一 个 几 
何不 等 式 . 如 果 不 仅 估计 了 几何 量 的 上 界 ( 或 下 界 ) ,而 且 能 够 构造 出 一 个 几何 图 形 来 
达到 这 个 上 界 (或 下 界 ) ,那么 我 们 实际 上 是 求 出 了 这 个 几何 量 的 最 大 值 (或 最 小 值 ). 

例 1 由 9 条 水 平 线 与 9 条 竖 直 线 组 成 8 x 8 的 棋盘 共 形 成 "矩形 ,其 中 有 * 个 正 
方形 ,二 的 值 可 由 下 形式 表示 ,其 中 m,n 均 为 正 整 数 , 且 至 是 既 约 分 数 . 求 mm + 的 
值 . (1997 年 第 15 届 美 国 邀请 赛 试 题 ) 

解法 一 ”因为 一 个 矩形 必须 由 两 条 水 平 直线 和 两 条 竖 直 线 确 定 , 今 有 9 条 竖 直 线 
和 9 条 水 平 直线 , 故 共 有 C3 C3 = 1296 个 矩形 ,其 中 边 长 为 1 的 正方 形 有 个 , 边 长 为 
2 的 正方 形 有 7 个 ,… .一 般 地 , 边 长 为 i 的 正方 形 有 (9 - 个 (1<i<8), 故 正方 形 


个 数 为 时 + 天 +…+2+P=204 个 ， 从 而 二 = 名 6= 起 ,所 以 m+n=17+108=125. 


解法 二 记 9 条 水 平 线 从 上 至 下 依次 为 a , a,,…, a ,9 条 竖 直 线 从 左 至 右 依次 


为 ,5;,…, bs .我 们 用 (ai,@j,bi,b0)(l1<i<j<9,1l<k< 1<9) 表 示 直 线 a;, aj, bi， 
4&4 所 形成 的 矩形 .由 于 ci, o 有 C3 种 取 法 , bi,b, 有 C3 种 取 法 , 帮 r= C3C3=36 .又 
(a ybevb)(1<i<j<9,1<k<1<9) 表 示 正方 形 时 有 j-i=!-k=p(l<p<8)， 


这 时 ，a ,ay 与 bi,b 的 取 法 各 有 9-p 种 , 故 s= 沁 (9- p= 言 Xx8x9x17=12x17， 


所 以 二 = = 25- ji, 故 m+na=17+108=125， 


例 2 用 94 块 规格 为 4x 10 x 19 的 砖 一 块 放 在 一 块 上 面 秋 成 一 个 94 块 砖 高 的 塔 ， 
每 块 砖 可 以 随意 摆 放 而 为 塔 提供 的 高 度 分 别 为 4, 10,19. 问 14 块 砖 全 部 放 上 后 , 释 置 
成 的 塔 的 高 度 共 有 多 少 个 不 同 的 值 ? (1994 年 第 12 届 美 国 邀 请 赛 试 题 ) 

解 ”首先 应 注意 ,如 果 5 块 砖 各 为 塔 高 提供 了 10 的 高 度 , 则 把 其 中 3 块 放 扁 ; 各 提 
供 4 的 高 度 , 另 两 块 立 起 来 ;各 提供 19 的 高 度 , 则 这 5 块 砖 对 塔 提供 的 总 高 度 不 变 , 仍 
为 50. 所 以 在 计算 塔 的 一 切 可 能 的 不 同 高 度 时 ,总 可 以 假定 提供 高 度 为 10 的 砖 的 块 数 
小 于 5. 

设 对 塔 的 高 度 贡献 为 10, 19 的 砖 的 块 数 分 别 为 *,y, 则 贡献 为 4 的 砖 的 块 数 为 
94 -x - y, 于 是 塔 的 高 度 为 

六 =4(94-x-y)+10x+19y=376+6xz+15y， oo) 
其 中 0<x<4,0<y<94-x, 从 而 不 同 的 非 负 整数 对 (x,y) 共 有 95 + 94+93+92+ 
91 = 465 种 ,因此 到 成 塔 的 高 度 至 多 有 465 个 不 同 的 值 . 


下 面 来 证 明 Q@ 式 给 出 的 465 个 值 互 不 相同 . 若 不 然 , 设 有 不 同 数 对 (x,y), (u,v) | 


所 对 应 的 塔 高 相等 , 即 有 376+6x +15y=376+6u+15v. 


于 是 有 2(x-u)=5(v -7y). @ 
这 表明 51x - u, 因 为 0<x<4,0<u<4, 故 -4<x -us<4, 从 而 必 有 x=w. 再 由 @ 得 
y=v, 巴 盾 . 


综 上 ,可 知 塔 的 高 度 共 有 465 个 不 同 的 值 . 

例 3 设 M 是 平面 上 所 有 整 点 集合 , M 中 的 点 { po,Pi ,Psi 构成 一 条 折线 满足 
Piipi =1,i=1,2,…,n, 则 称 折线 的 长 度 为 .Cn) 表 示 起 点 po 在 原点 ,终点 mm 在 x 
轴 上 的 长 度 为 n 的 不 同 折线 的 条 数 .证 明 F(n) = C;,. 《1991 年 波兰 奥林匹克 试题 ) 

证 明 考察 惟有 m 步 是 向 y 轴 正 向 走 的 折线 ,因为 折线 从 原点 出 发 ,最 后 要 回 到 
x 轴 , 所 以 必须 恰 有 mm 步 是 向 y 轴 负 向 走 的 ,其 余 n -2m 步 既 可 向 * 轴 正 向 走 也 可 向 
x 轴 负 向 走 . 因 此 ,这 种 折线 的 条 数 为 C7C”_。*2"*” ,从 而 知 长 度 为 n 的 所 有 不 同 折线 


[#] 
的 条 数 为 P(n) = > CYC。2"”. O 


= 


尊 吾 中 涂 司 卫 帐 溢 油 央 计 奖 O 


应 百 路 监 下 长 性 泛 灌 同 冻 交 O 


下 面 用 母 函 数 方法 证 明 F(n) = C2,. 
一 方面 (1 + x)" = (1l+ x +2x)" = Sc (l + 2x)"” "中 x"* 的 系数 为 


3] [#] 

CG = 半 CYCY 2 . 另 一 方面 ,显然 (1+ x)> 中 必 的 系数 为 C5 , 故 
人 

Fn)= SCC 2 = C0,. 

例 4 在 坐标 平面 上 画 出 下 列 直线 y= ,y=Y3x+2k,y= -V3x+2k, 其 中 = 


0, 圭 1, 土 2,…, 土 10, 这 63 条 直线 可 将 平面 划分 出 若干 等 边 三 角形 , 求 边 长 为 各 的 等 边 
三 角形 的 个 数 . (1994 年 第 12 届 美 国 洲 请 赛 试题 ) 


解 最 外 边 的 直线 图 成 一 个 边 长 为 为 的 正六 边 形 ,过 原点 的 3 条 直线 y = 0,7 = | 


V3x,y = -V3x 将 这 个 六 边 形 分 成 6 个 边 长 为 为 的 等 边 三 角形 , 因 每 个 这 样 的 大 等 边 
三 角形 的 边 长 是 所 讨论 的 小 三 角形 的 边 长 的 10 倍 ,所 以 每 个 大 三 角形 可 分 成 100 个 小 


三 角形 ,从 而 正六 边 形 被 分 成 600 个 边 长 为 上 的 小 三 角形 .此 外 位 于 正六 边 形 之 外 且 


有 一 条 边 在 正六 边 形 的 边 上 的 小 正三 角形 (其 边 长 为 关 ) 还 有 60 个 (因为 正六 边 形 的 


每 条 边 外 都 有 10 个 这 样 的 小 正三 角形 )， 所 以 边 长 为 的 等 边 三 角形 共有 660 个 . 


例 5 设 有 边 长 分 别 为 3,4,5 的 三 角形 两 个 , 边 长 分 别 为 4,5,V 41 的 三 角形 四 个 ， 

边 长 分 别 为 /2,4,5 的 三 角形 六 个 ,用 上 述 三 角形 为 面 ,可 以 拼 成 多 少 个 四 面体 ? 
(1987 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 

解 所 给 的 3 种 三 角形 依次 编号 为 1,2,3, 易 知 1 号 和 2 号 三 角形 都 是 直角 三 角 
形 ,3 号 三 角形 为 钝 角 三 角形 .因为 四 面体 有 4 个 面 , 故 其 中 至 少 有 [431] +1=2 个 面 
是 同 号 三 角形 .此 外 ,不 难 证 明 , 在 一 个 四 面体 中 若 有 两 个 侧面 三 角形 全 等 , 则 另 两 个 
侧面 三 角形 或 者 是 两 个 全 等 的 三 角形 ,或 者 都 是 等 腰 三 角形 ,但 所 给 三 角形 中 没有 等 
腰 三 角形 ,所 以 ,四 面体 的 4 个 侧面 必然 是 两 组 全 等 三 角形 . 

(1) 用 两 个 1 号 三 角形 . 


参看 图 6-3, 因 为 长 为 3 的 棱 是 两 条 长 为 4 的 校 的 公 重 线 ,所 以 =>3. 又 3V5 <3， 


PE 


所 以 x 不 能 为 SV5, 即 用 两 个 1 号 和 两 个 3 号 三 角形 不 能 拼 成 


四 面体 . 另 一 方面 , 设 长 为 4 的 两 条 对 棱 的 夹 角 为 9, 由 异 面 直线 
上 两 点 间 的 距离 公式 有 
x2 = + 人 + 2.4.4c0s0. 
当 69= 闻 时 ,z=V41, 所 以 ,用 两 个 1 号 和 两 个 2 号 三 角形 可 拼 
成 一 个 四 面体 . 
(2) 用 两 个 3 号 三 角形 . 
参看 图 6-4, 在 四 面体 4BCD 中 ,个 4BC 和 公 DBC 是 两 个 
3 号 三 角形 , 记 a= BC = 了 V2,4D = .分别 过 4,D 作 8BC 的 重 
线 , 交 直 线 BC 于 本 和 C1, 易 见 公 4B1C 器 信 pC1B, 故 CC = DGS 
BB, = y,4B, = DC, =h. 由 勾 股 定理 有 
FF-(a+yP==4-y, 
解 得 y= 址 (之 -a). 由 此 可 得 , 异 面 直线 4B, 与 DC, 的 公 季 


线 长 4= BiC1=a+2y= 呈 = 名 /3>V 友 ,从 而 


x>d>V>VH> Ba. 

由 此 可 见 , 用 四 个 3 号 三 角形 ,或 用 两 个 3 号 三 角形 和 两 个 2 号 三 角形 都 不 能 拼 成 
四 面体 . 

(3) 用 四 个 2 号 三 角形 . 

若 能 构成 四 面体 , 则 两 条 楼 长 为 4 的 棱 都 是 两 条 楼 长 为 5 的 楼 的 公 垂 线 ,这 是 不 
可 能 的 ， 

综 上 可 知 ,用 所 给 的 三 角形 为 侧面 ,只 能 构成 一 个 四 面体 

例 6 圆周 上 共有 n( > 1) 个 点 ,连接 这 个 点 ,依次 记 为 P ,Pa,…,P ,使 得 折线 


Pip2…p。 不 自 交 , 问 这 样 的 连接 方法 有 多 少 种 ? (1986 年 原 联邦 德国 竞赛 试题 ) | 


解 当 n=2 时 ,连接 pp 只 有 1 种 方法 . 

当 m=3 时 , 若 固定 p; 为 终点 , 则 ps 只 可 能 与 pi 或 p, 之 一 相连 接 , 故 以 p; 为 终 
点 的 连接 方法 有 12=2=2 一 种 . 设 以 p, 为 终点 的 连接 方法 有 2 一 种 ,由 对 称 性 知 以 
户 为 终点 的 连接 方法 也 有 2"… 种 .再 增加 一 个 点 +t 为 终点 , 则 p,,1 只 可 能 与 p, 与 p。 


相连 接 , 故 以 p,,1 为 终点 的 连接 方法 为 2 ?+2"-? = 2"! ,这 就 用 数学 归纳 法 证 明了 以 
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庚 吾 中 涪 导 也 羔 溢 油 同和 交 0O 


峰 豆 中 注 层 卫 届 潍 遇 同 这 奖 0 


p, 为 终点 的 连接 方法 有 2"“ 种 .因为 n 个 点 中 每 个 点 都 可 作为 终点 , 故 总 的 方法 数 
(包括 重复 计数 ) 有 n*2"“ 种 ,而 当 n>3 时 ,上 述 计 数 中 每 一 种 连接 方法 计算 了 2 次 ， 


1(n=2 时 )， 
故 符合 条 件 的 方法 数 为 { a 

例 7 志和 请 是 平面 内 的 两 条 平行 线 ,在 Li、L 上 分 别 有 mm 个 点 ( 严 \m 关 2). 
把 L， 上 的 点 与 [, 上 的 点 一 一 连 成 线段 ,已 知 所 连 线段 中 任意 三 条 在 L 与 L, 所 夹 的 
平面 区 域 D 内 无 公共 点 , 求 这 些 线段 的 不 同 交点 的 数目 . 

解 设 疡 上 普 个 点 的 集合 为 0 , 志 上 个 点 的 集合 A B 1 
为 0,, 所 连 线段 在 D 内 的 交点 集合 为 MM .在 0, 内 任 取 两 点 CN 
4.B,0: 内 任 取 两 点 C、D( 如 图 6-5), 则 -4D 与 BC 相交 
于 一 点 PE MM. 反 之 ,对 任意 PE MM, 因 所 连 线段 中 任意 三 条 2 
在 D 内 无 公共 点 , 故 P 只 可 能 是 所 连 两 条 线段 4D 与 BC 的 © 2 
交点 (其 中 4、8E 01,C,DE 0,), 设 N=1(4,B,C,D)1 图 6-5 
A.BEQ1,C.DE Q,), 令 (4,B,C,D) 与 4D 和 BC 的 交点 P 相对 应 , 则 这 个 对 应 是 从 
和 N 到 1 的 一 一 对 应 ,所 以 1M1 = 1N1= C3%* C2, 即 所 求 交点 的 数目 为 C3* C2. 

例 8 在 平面 内 任 给 n( >4) 个 点 ,其 中 任何 3 点 不 共 线 . 试 证 :至 少 有 C?_; 个 以 上 
述 所 给 定点 为 顶点 的 凸 四 边 形 . (第 11 届 IMO 试题 ) 

证 法 一 ”因为 平面 内 任何 5 点 (其 中 任意 3 点 不 共 线 ) 中 必 有 4 点 是 一 个 凸 四 边 形 
的 4 个 顶点 (E. Klein 定理 ) ,而 n 个 点 可 形成 C; 个 5 点 组 , 故 一 共有 C5 个 凸 四 边 形 
(包括 重复 计数 ) ,而 每 个 凸 四 边 形 的 4 个 顶点 恰好 属于 C，_, = n -4 个 5 点 组 ,所 以 ， 


不 同 的 凸 四 边 形 的 个 数 不 少 于 二 C3 . 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 -上 4C; > C?.,(n>>5). 
当 n=5 时 ,zaC: = Cs=1. 
设 n=k 时 ,LC Ci- 1. 那么 , 当 n=k+1 时 ， 


k+l1, Cl k+l 
ri 4 Ci = 3 -4> 大 -3 


k+l1,(k~ 3 性 = 4) 


“C= 下 -3 


= 二 (所 3k— 4)= 二 [4- 2)(k-3)+2(k-5)]> Ct,y-3. 


故 对 一 切 n>5,7 4c: >; 


= 一 Ee 


综 上 可 知 ,至 少 有 C?.; 个 是 四边 形 . 


证 法 二 ”以 给 定点 中 任意 3 点 为 顶点 可 以 作 一 个 三 角 Dp 
形 , 设 这 些 三 角形 中 面积 最 大 的 一 个 为 全 4BC ,过 顶点 4、B、 
C 分 别 作对 边 的 平行 线 ,3 条 平行 线 相交 成 人 DEF (如 图 6 一 pa 
6), 则 mn 个 给 定 的 点 全 部 落 在 全 DEF 的 内 部 或 边界 上 (否则 人 小 六 


与 人 4BC 的 面积 为 最 大 矛盾 ). AN 
除 4.B.C 这 3 点 外 ,另外 -3 个 点 中 任意 两 点 尼 、 杰 A > 
所 决定 的 直线 至 多 与 人 4BC 的 两 边 相 交 而 与 第 三 边 不 相交 
不 妨 设 不 严 不 与 BC 边 相 交 (如 图 6-5), 于 是 Br"BC 为 是 四 
边 形 ,显然 这 些 凸 四 边 形 互 不 相同 ,并 且 至 少 有 C?_, 个 . 
例 9 设 $ 是 平面 上 的 有 限 点 集 ,任意 三 点 不 共 线 ,对 于 顶点 属于 5 的 每 一 个 凸 


多 边 形 , 设 p 的 顶点 数目 为 ae(p), 属 于 5 且 在 p 的 外 部 的 点 的 数目 为 6(p). 证 明 : 对 任 | 


意 的 实数 «Pn (1 -xz)“m =1, 其 中 p 取 遍 5 中 所 有 凸 多 边 形 ( 包 括 三 角形 , 且 一 条 
线段 一 个 点 和 空 集 也 认为 分 别 是 凸 2 边 形 , 凸 1 边 形 和 点 0 边 形 ). 
(第 47 届 IMO 预选 题 ) 


证 明 设 S 中 有 n 个 点 .对 于 顶点 在 5 中 每 一 个 是 多 边 形 p, 设 ce(p) 为 在 p 内 且 | 


属于 5 的 点 的 数目 .于 是 a(p)+b(p)+c(p)=n. 
下 1-x%=y， 则 有 
Sn (1 x) sD = Sy Blp) = Pe" yD (x4) 
i > Ci rts etp) 一 '， 
这 是 关于 x、y 的 nn 次 齐 次 多 项 式 . 


一 些 属于 $ 的 点 ,使 得 p 的 顶点 的 数目 与 在 p 的 内 部 选 的 $ 中 的 点 的 数目 的 和 等 于 r 
的 所 有 选取 方法 的 数目 .这 对 应 着 在 S 中 选 个 点 的 选取 方法 的 数目 ,这 个 对 应 是 双 
射 ,这 是 因为 5 中 的 每 一 个 + 元 子 集 了 有 唯一 的 方法 分 成 两 个 不 相交 的 集合 .其 中 一 
个 是 7 的 凸 包 所 含 顶点 集合 , 另 一 个 是 该 凸 包 内 部 所 含 了 中 的 点 的 集合 . 

因此 wy 的 系数 为 C; ,于 是 


2 bp) = = 多 Cwy- ‘=(x+7y)"=1. 

例 10 平面 内 给 定 n 个 点 ,每 两 点 间 有 一 个 距离 ,其 中 最 长 距离 与 最 短 距 离 之 比 
记 为 4, .证 明 :4; 宇 2sin54°, 并 确定 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . (1985 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 

证 明 (1) 若 5 点 中 有 3 点 4、B8、C 共 线 ,不 妨 设 B 在 4 与 C 之 间 , 并 且 4B> BC， 


对 于 固定 的 r(0<r<n),xy 的 系数 为 : 选 一 个 凸 多 边 形 p ,再 在 p 的 内 部 选取 


离 互 中 监 下 惠 性 亚 油 加 站 症 DO 
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于 是 4s> 然 >2>2sin54". 
(2) 下 设 5 点 中 任何 3 点 不 共 线 ,又 分 为 下 列 三 种 情形 ; 
(a)5 点 的 西 包 是 西 五 边 形 4BCDE 时 , 则 其 中 必 有 一 个 内 角 不 小 于 专 x (5 一 2) x 


180° = 108?. 不 妨 设 和 E48B 宇 108°, 且 EA>>AB. 在 全 E4B 中 ,由 余弦 定理 ,有 
EB’ = EA’ + AB -2EA* ABcos/ EAB 
>24AB? + 2AB’cos(180° - 108°) 
=24B?(1 + cos72°) = 4AB’ cos’36° = 4AB? sin’54°. 


故 4s > 如 三 2sin54” . 

(b)5 点 的 凸 包 为 凸 四 边 形 4BCD , 另 一 点 已 在 4BCD 内 , 因 无 3 点 共 线 ,不 妨 设 妞 
在 和 4BC 内 ,于 是 人 AEB，, 人 BEC, 人 CEA 中 至 少 有 一 个 角 不 小 于 于 x 360? = 120, 不 妨 
设 和 4EB>>120°, 这 时 同 (a) 中 推理 ,可 得 

EB’ >4AB’cos’30° = 44B2sin260。 > 44B?sin?54°, 所 以 As > 2sin54?. 

(e)5 点 的 是 包 为 全 4BC, 另 2 点 D、E 在 全 4BC 内 ,这 时 同 (b) 可 得 Ms > 2sin54?. 

综 上 可 得 Xs 宇 2sin54°. 

因为 在 情形 (1) 和 (2) 中 的 情形 (b)、(c) 时 ,都 有 Xs > 2sin54", 故 要 Ms = 2sin54", 只 
有 (2) 中 的 情形 (a) 才 有 可 能 ,并 且 从 (a) 中 推理 知 ,要 使 4 = 2sin54", 必 须 E4 = 4B, 且 

A =108°, 若 人 4, 人 人 B, 人 C, 人 D, 人 E 不 全 相等 , 则 其 中 至 少 有 一 个 内 角 大 于 108。， 
用 它 代替 4 进行 同 (a) 一 样 的 推理 ,可 得 1s > 2sin54°, 故 1s = 2sin54" 时 必 有 一 4 = 
人 B= 人 C= 人 D= 人 E. 若 是 五 边 形 4BCDE 至 少 有 两 边 不 相等 , 则 必 有 相 邻 两 边 不 相 
等 ,用 这 两 边 代替 E4 、48B ,进行 同 (a) 一 样 的 推理 ,可 得 1s > 2sin54", 可见 As = 2sin54" 
时 ,5 点 必须 是 一 个 正 五 边 形 的 5 个 顶点 .反之 易 知 , 当 5 点 为 一 个 正 五 边 形 的 5 个 顶 
点 时 ,有 4; = 2sin54" 成 立 , 这 就 证 明了 4s = 2sin54* 的 充 要 条 件 是 给 定 的 5 点 为 一 个 正 
五 边 形 的 5 个 顶点 . 


注 进一步 可 证 明 )。> 2sin 号 =2( 模 拟 实 战 六 第 5 题 ).X。>V2 为 1961 年 匈牙利 
数学 奥林匹克 试题 ,A >V3 为 1965 ~ 1966 年 波兰 数学 竞赛 试题 
8$3 组 合 几何 中 的 存在 性 问题 的 证 明 方 法 


组 合 几何 中 的 存在 性 问题 是 数学 竞赛 中 的 热点 问题 之 一 , 它 就 是 要 证 明 具 有 给 定 
性 质 的 几何 图 形 (几何 结构 ) 是 存在 的 或 是 不 存在 的 . 


9 为 了 证 明 具 有 给 定性 质 的 几何 图 形 (几何 结构 ) 的 存在 ,常常 采用 下 列 几 种 方法 : 
256 


(1) 分 类 讨论 .根据 几何 图 形 的 某 种 特性 ,将 图 形 分 为 若干 类 ,在 每 一 类 情形 下 ,再 
利用 相关 的 几何 定理 以 及 组 合 数学 中 存在 性 定理 (例如 抽 屋 原理 等 ) 来 证 明 具有 题目 
要 求 性 质 的 图 形 是 存在 的 .其 中 按 凸 包 的 不 同情 形 进行 分 类 是 一 种 常用 的 方法 . 

(2) 构 造 法 .首先 ,分 析 当 图 形 具有 给 定 的 性 质 时 ,该 图 形 应 具有 的 结构 .然后 , 按 
照 这 些 结构 的 特点 ,将 满足 题目 要 求 的 图 形 构造 出 来 .一 个 复杂 的 图 形 可 由 一 些 简单 
的 图 形 拼接 而 成 ,也 可 以 由 满足 其 中 一 部 分 性 质 的 图 形 经 过 调整 、 修 改 而 得 到 .实际 角 
答题 目 时 , 则 常常 将 分 析 \ 构 造 的 过 程 省 略 , 而 直接 给 出 构造 的 结果 . 

(3) 数 学 归纳 法 . 当 有 些 与 正 整 数 ”相关 的 图 形 直接 构造 有 困难 时 ,可 考虑 用 归纳 
构造 或 归纳 证 明 的 方法 . 

(4) 反 证 法 .为 了 证 明 不 存在 具有 给 定性 质 的 几何 图 形 ( 儿 何 结构 ), 则 常常 采用 反 
证 法 . 

例 1 设 凸 四 边 形 4BCD 的 面积 为 1, 求 证 在 它 的 边 上 (包括 顶点 ) 或 内 部 存在 4 个 
点 ,使 得 以 其 中 任意 3 点 为 顶点 的 四 个 三 角形 的 面积 都 大 于 证 | 


(1991 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) | 


证 明 如 图 6- 7, 考虑 四 个 三 角形 :入 4BC, 人 BCD， D | 
全 CD4, 人 DA4B 的 面积 ,不 妨 设 Sam 最 小 ,分 下 列 四 种 情形 4 E 
讨论 : 

(1)Sanw > 才 , 则 4,B,C,D 四 点 即 为 满足 题 设 条 件 的 
四 个 点 . B C 

(iD) Sams < 十 , 设 6 为 ABCD 的 重心, 则 Su =1- 图 6-7 


Saom > 号 , 故 Sse = Sacm = Seom= 卫 Seum > 于 . 
故 B.C、D、G 四 点 即 为 满足 题 设 要 求 的 四 个 点 . 
(i) Saow = 才 ,而 其 余 三 个 三 角形 的 面积 均 大 于 十 .由 于 Se =1- Same < 了 = | 


Sasm , 故 过 4 作 BC 的 平行 线 1 必 与 线段 CD 相交 于 CD 内 部 一 点 有 (图 6-7). 由 于 | 


Sac > Saow = 本, 故 Seeu > Saou = 于 .又 Seec = Seo > 二 ， Se = Sauc > 二 ,所 
ABCE 交加 为 测 此 证 和 六 的 加 全 
(IV) Saww = 十 ,其余 三 个 三 角形 中 还 有 一 个 三 角形 的 面积 也 等 于 十. 不妨 设 Sco 


= 二 (图 6- 8) .因为 Sams = Sacm ,所 以 4D/ BC. 又 Sac = Seo = 部 ， 故 BC=34D. | 
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次 酝 中 上 遇 否 秆 尿 涟 让 加 入 着 O 


座 卫 中洲 层 卫 疏 潍 测 加 这 半 O 


在 4B 上 取 点 B,CD 上 取 点 F, 使 外 = 庙 妇 ,DR = 计 DC， 


则 EP=4D+ 才 (BC - 4D) = 子 4D = 二 BC, 于 是 Saizr = 


Sear = 号 Se = 训 x 应 Same = 吕 > 却 ,Sea = Sam > 8 名 
Samr > 地, 故 EE.B8、C、F 四 点 即 为 满足 题 设 要 求 的 四 点 p28 

注 本 题 证 明 中 用 到 了 下 列 一 个 常用 的 几何 结论 :车 人 4BC .个 4BD 、 公 4ABE 共有 | 
底 边 4B, 且 C、D、E 在 一 直线 上 ,D 介 于 C 与 已 之 间 , 并 且 Sanpc < Same , 则 

Sarsc < Sanp < Sane- 

例 2 平面 内 任 给 5 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 .证 明 : 以 这 5 个 点 为 顶点 的 三 角 
形 中 至 多 存在 7 个 锐角 三 角形 . 

证 明 以 5 点 为 顶点 的 三 角形 共有 C} = 10 个 ,故我 们 只 需 证 明 其 等 价 命题 :至 少 
存在 3 个 非 锐角 三 角形 ,分 为 三 种 情形 : 

(1)5 点 的 凸 包 为 凸 五 边 形 414,4;444; 时 , 则 因 5 个 内 角 和 为 (5 - 2) x 180? = 
540*, 故 其 中 至 少 有 两 个 内 角 为 非 锐角 (否则 5 个 内 角 之 和 小 于 4x 90?+ 180? = 540?, 矛 
盾 ), 又 分 为 两 种 情形 : 

(1 ) 有 相 邻 的 两 内 角 为 非 锐角 ,不 妨 设 志 4 ,二 4; 为 非 锐角 ,连接 4: 4 , 则 凸 四 边 
形 4;4;444; 至 少 有 一 个 内 角 为 非 锐角 ,得 到 1 个 非 锐角 三 角形 ,加 上 公 4;4,4,, | 
公 414,4; 共有 3 个 非 锐角 三 角形 . 

( ii) 有 不 相 邻 的 两 内 角 为 非 锐 角 , 不 妨 设 入 4, ,和 4h; 为 非 锐角 ,连接 414;, 则 是 四 | 
边 形 4143444s 至 少 有 一 个 内 角 为 非 锐角 ,得 到 1 个 非 锐角 三 角形 ,加 上 人 4;4,4,， 
入 4:4;44 共有 3 个 非 锐角 三 角形 . 

(2)5 点 的 凸 包 为 凸 四 边 形 414,4344, 另 一 点 hs 在 四 四 边 形 内 . 因 无 3 点 共 线 ,不 
妨 设 4 在 全 4, 424; 内 ,因为 人 414; hs + 人 4s4sh3 + 人 43454I = 360", 故 人 4 4s4a， 
44543 ,一 43454; 中 至 少 有 两 个 角 为 非 锐角 ,可 得 2 个 非 锐角 三 角形 .又 凸 四 边 形 
4 4 43 44 中 至 少 有 一 个 内 角 为 非 锐角 ,又 可 得 1 个 非 锐角 三 角形 ,一 共有 3 个 非 锐角 
三 角形 . 

(3)5 点 的 凸 包 为 人 414;4; ,其 余 两 点 4,, 4; 在 个 414243 内 ,于 是 公 4142h4， 


公 4,4344, 全 4;4144 中 有 2 个 非 锐角 三 角形 ,并 且 公 41424;s, 公 A4434; ,全 43414s 中 
有 2 个 非 锐角 三 角形 ,一 共有 4 个 非 锐角 三 角形 . 
综 上 所 述 便 知 ,以 任意 5 点 (其 中 任意 3 点 不 共 线 ) 为 顶点 的 三 角形 中 至 多 有 7 个 


锐角 三 角形 . 

例 3 设 一 是 四 边 形 4BCD, 它 的 内 角 中 仅 有 和 DD 是 钝 角 . 用 一 些 直线 段 将 凸 四 边 
形 分 割 成 n 个 钝 角 三 角形 ,但 除去 4, 8,C,D 外 ,在 该 凸 四 边 形 的 周 界 上 ,不 含 分 割 出 
的 钝 角 三 角形 顶点 . 试 证 :n 应 该 满足 的 充分 必要 条 件 是 n>4. 

(1993 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 

证 明 ” 设 凸 四 边 形 4BCD 中 仅 有 一 个 内 角 一 D 是 钝 角 . 

充分 性 .(1) 非 钝 角 三 角形 一 定 可 分 割 (或 称 剖 分 ) 为 3 个 钝 角 三 角形 . 

事实 上 , 取 锐 角 三 角形 任意 顶点 或 直角 三 角形 的 直角 顶点 , 设 为 4, 向 对 边 BC 作 
垂 线 , 垂 足 为 也 ,再 以 BC 为 直径 作 圆 与 高 4D 交 于 6 ,再 在 线段 DG 内 任 取 一 点 E, 则 E 
与 4 有、C 的 连 线 将 人 4BC 齐 分 为 3 个 钝 角 三 角形 :全 4BB ,人 BCE, 人 CAE. 

(2) 凸 四 边 形 4BCD 可 前 分 为 4 个 钝 角 三 角形 . 

事实 上 ,连接 4C, 则 入 4CD 为 钝 角 三 角形 ,又 由 (1) 知 全 4BC 可 剖 分 为 3 个 钝 角 三 
角形 公 ABE, 公 BCE ,全 ChE , 故 一 共 可 齐 分 为 4 个 钝 角 三 角形 (图 6-9). 

(3) 对 n=5,6,7,…, 凸 四 边 形 4BCD 可 剖 分 为 n 个 钝 角 三 角形 . 

事实 上 ,如 图 6-9 在 EC 内 取 点 ,5,，… ,连接 线段 4E,， A 
AE,,…, 即 得 新 的 齐 分 三 角形 公 AEE' ,人 4E1E,,…, 共 有 5,6， 
7,… 个 钝 角 三 角形 ( 因 外 角 和 AE.C > 人 人 AEC > 90°,i=1,2,…). 

于 是 ,对 任意 n>4 存在 满足 题 设 条 件 的 剖 分 . 

必要 性 .首先 , 易 知 一 个 非 钝 角 三 角形 不 能 前 分 为 2 个 钝 ， 
角 三 角形 (因为 顶 角 不 能 剖 分 成 两 个 钝 角 , 而 前 分 线段 与 对 边 “ 
的 夹 角 不 能 将 180* 的 角 痢 分 成 两 个 钝 角 ) . 图 6-9 

假设 已 经 作出 了 n 个 钝 角 三 角形 的 剂 分 ,考虑 CD 边 , 设 它 属于 已 前 分 的 钝 角 三 
角形 人 ECD. 

车 EE 为 B 点 , 则 公 BCD 为 钝 角 三 角形 ,并 且 只 有 一 BDC 为 钝 角 ( 已 设 人 D 为 钝 
角 ), 故 人 4BD 为 锐角 三 角形 , 它 不 能 齐 分 为 2 个 而 只 能 前 分 3 个 以 上 的 钝 角 三 角形 ， 
故 n>4. 车 为 4 点 , 则 公 4BC 为 锐角 三 角形 , 同 理 可 得 >4， 

除了 4、8、C、D 四 个 顶点 外 ,下 不 可 取 在 凸 四 边 形 的 周 界 上 ,只 能 在 凸 四 边 形 内 ， 
这 时 EC 、ED( 或 它们 的 一 部 分 ) 又 分 别 属 于 2 个 不 同 的 前 分 出 来 的 钝 角 三 角形 ,4B 也 
属于 一 个 新 的 钝 角 三 角形 ,加 上 入 CD, 故 至 少 有 4 个 钝 角 三 角形 ,所 以 n>4, 必 要 性 
得 证 . 

例 4 平面 内 有 4 条 直线 ,其 中 任意 3 条 不 共 点 ,每 两 条 相交 于 一 点 ,从 而 每 条 直 
线 上 有 3 个 交点 ,在 此 直线 上 截 出 2 条 线段 . 问 所 得 8 条 线段 的 长 能 否 为 


也 


(1)1,2,3,4,5,6,7,8? 
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离 配 路 监 相 二 心 泗 济 同 冻 状 O 


离 瑟 路 淮 相 攻心 泛 油 加 涉 闻 0 


(1993 年 圣彼得堡 市 选拔 考试 试题 ) 
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《2) 互 不 相等 的 整数 ? A 
解 (1) 如 图 6-10, 所 得 8 条 线段 的 长 为 1,2,3,4,5,6,7,8， 
因为 三 角形 中 任意 一 边 之 长 大 于 其 余 两 边 之 差 的 绝对 值 , 故 在 一 3 
个 非 等 腰 且 边 长 为 整数 的 三 角形 中 ,任何 一 边 的 长 大 于 1, 所 以 长 D 
为 1 的 线段 只 可 能 为 4B 或 4F .不 妨 设 4F = 1, 由 于 1= A4F > 
14C - CF1, 且 4C, CF 均 为 正 整数 ,所 以 4C = CF. 在 全 4CF 中 ，c 
由 余弦 定理 得 


SECAC+HFC AF 1 AF | 
Om 2AC'FC ~ 724C:FC 2AC: FC: C- 
在 入 BCD 中 ,由 余弦 定理 得 | 
BD? = BC2+ CD?z -2BC: CDeos LC | 


=1 


= BC? + CD? -2BC* CD(1 ~ 740- Fc) 

= BC+ CD’ -2BC*CD+ .ee. | 

1 

上 式 中 下 ,2 为 小 于 1 的 真 分 数 ,而 其 余 各 项 均 为 整数 ,矛盾 ， 38 。 0 
AC FC 


故 不 存在 满足 条 件 的 4 条 直线 ,使 得 稚 出 的 8 条 线段 的 长 为 1， 
2,3,4,5,6,7,8. 

(2) 如 图 6- 11 知 所 截 出 的 8 条 线段 可 以 为 互 不 相等 的 线段 ,图 
中 这 8 条 线段 的 长 依次 为 3,4,5,12,16,20,28,32. 

例 5 凸 四 边 形 B, B: B; B4 内 任 给 5 个 点 4 ,4 ,4: ,44，,4s ,使 
得 9 点 B ,Ba，B;，B4，4i 42,4;,44，4; 中 任何 3 点 不 共 线 .证 明 :这 
9 点 中 必 有 5 点 是 一 个 凸 五 边 形 的 5 个 顶点 . 

证 明 〈1) 若 4 ,4 43 ,44，4s 的 凸 包 是 凸 五 边 形 , 则 结论 显然 。 图 6-1 
成 立 . 

(2) 若 41,4;,4,,44,hs 的 凸 包 是 四 边 形 或 三 角形 , 则 这 5 点 中 必 有 一 点 在 以 其 余 
点 为 顶点 的 三 角形 内 .不 妨 设 4 在 和 4i 4 4 内 ,于 是 ,4 点 B, ,Bi, Bs, B, 落 在 3 个 角 


达 和 44 轴 ,人 4 机 和 ,人 hh44 内 .由 抽 居 原理 , 知 若 中 至 少 有 [4 了] + 1 = 2 个 点 落 


在 同一 个 角 内 ,不 妨 设 B,,B, 在 全 4, 444: 内 ,于 是 Bi B: 4; 44.4,， 是 一 个 凸 五 边 形 . 
例 6 在 凸 四 边 形 内 部 标定 4 个 点 ,求证 :可 在 凸 四 边 形 的 边界 上 找到 一 点 ,使 它 
到 四 边 形 的 各 顶点 的 距离 之 和 大 于 它 到 4 个 给 定点 的 距离 之 和 . 


证 明 如 图 6- 12, 设 凸 四 边 形 4BCD 内 的 4 个 标定 点 为 W， 方 
N,P,0, 则 M,N, P,Q 的 凸 包 可 能 为 凸 四 边 形 、 三 角形 或 线段 . & 
但 从 下 面 证 明 过 程 中 来 看 ,只 需 对 凸 四 边 形 的 情形 来 证 明 , 故 只 考 4 必 
虑 MNPQ 为 是 四边形 的 情形 .对 4BCD 的 周 界 上 任意 一 点 E, 令 
f(E)= EA+ EB+EC+ ED,g(E)= EM+ EN+ EP+ EQ .于 是 内 
要 证 明 周 界 上 存在 一 点 ,使 /(E) > g(E). 
作 直 线 MP , 交 四边 形 的 周 界 于 F、G, 于 是 有 
fF)+f(G)= FA+ FB+ FC+FD+CA+GB+GC+GD 图 6-12 
=(FD+ GA)+(FC+GB)+FA+FB+GC+CD 
>AD+ FG+BC+FGC+FA+FB+GC+ GD 
=(FA+AD+ GD)+(FB+ BC+ GC)+2FG 
> CO+FQO+GN+FN+2FG= g(F)+g(G). 


F 


这 表明 /() > g(F) 和 /(C) > g(G) 中 至 少 有 一 个 成 立 . 当 直 线 MP 与 凸 四 边 形 4BCD 


的 周 界 的 交点 位 于 一 组 邻 边 上 时 ,可 完全 类 似 地 证 得 同样 的 结论 . 

例 7 在 凸 1994 边 形 M 中 连 出 997 条 对 角 线 ,使 得 M 的 每 一 个 顶点 恰 引 出 1 条 
对 角 线 ,每 条 对 角 线 都 把 M 的 周 界 分 为 两 部 分 ,其 中 边 数 较 少 的 部 分 中 边 的 条 数 定义 
为 这 条 对 角 线 的 长 度 ,将 997 条 对 角 线 的 长 度 依 递减 次 序 排列 成 (d , d;，…, dw) . 间 
对 角 线 的 长 度 序列 能 否 实现 

(1)(d ,ddm)=(3,3,…,3,2,2,…,2), 其 中 991 个 3 和 6 个 2? 

(2)(d1, dy, , dy) = (8,…,8,6,…,6,3,…,3), 其 中 4 个 8,985 个 6,8 个 3? 

(1994 年 捷克 奥林匹克 试题 ) 
解 首先 证 明 下 列 引 理 : 
引 理 ”如 果 一 个 凸 2n 边 形 中 连 出 了 nn 条 对 角 线 ,使 得 每 个 顶点 恰 连 出 1 条 对 角 


| 线 , 那 么 长 度 为 偶数 的 对 角 线 的 条 数 必 为 偶数 . 


证 明 将 凸 2n 边 形 的 2n 个 顶点 相间 地 涂 成 白色 和 黑色 ,于 是 黑白 顶点 各 有 n 
个 . 易 见 ,具有 同色 端点 的 对 角 线 的 长 度 为 偶数 ,具有 异 色 端 点 的 对 角 线 的 长 度 为 奇 
数 . ; 

设 恰 有 条 对 角 线 的 端点 异 色 ,于 是 另外 n - k 条 对 角 线 的 端点 同色 ,去 掉 前 上 
条 对 角 线 和 它们 的 端点 , 则 还 有 黑白 顶点 各 n -个 .由 于 这 n 一天 个 黑 点 都 只 能 连 出 
顶点 同色 的 对 角 线 , 且 每 个 顶点 都 恰 连 出 1 条 ,所 以 黑 顶 点 的 个 数 n -上 必 为 偶数 , 即 
长 度 为 偶数 的 对 角 线 的 条 数 为 偶数 . 

因为 (2) 中 有 985+ 4= 989 条 对 角 线 的 长 度 为 侦 数 ,与 引 理 结论 矛盾 , 故 (2) 不 能 实 
现 . 
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离 五 吵 上 监 耻 笑 性 涤 庆 攻 并 交 0O 


为 解决 (1), 设 M 为 414,… hiom，, 连 出 对 角 线 AiA;, Ashe, A1As, As Alo, A hs 和 
4p4u, 这 6 条 对 角 线 的 长 度 都 是 2, 再 连 出 对 角 线 4,,6A146, hor6An+g ;Anshunre 
(j=1,2,3,…,330) 及 4,4; ,这 991 条 对 角 线 的 长 度 都 为 3, 并且 过 每 个 顶点 恰 有 1 条 
对 角 线 , 可 见 ,(1) 中 所 要 求 的 对 角 线 长 度 序列 存在 . 

例 8 证 明 :存在 两 个 不 相似 的 三 角形 ,他 们 中 每 一 个 都 能 被 分 成 2000 个 全 等 的 
三 角形 . 

证 明 假设 一 个 三 角形 的 一 条 边 长 为 n, 那 么 将 各 边 n 等 分 ,并 且 过 分 点 作 其 他 
边 的 平等 线 , 则 可 将 原 三 角形 前 分 为 nm? 个 全 等 的 三 角形 ,这 些 三 角形 都 和 原 三 角形 相 
似 ,对 应 边 的 比 为 二 

注意 到 2000= 40 + 20 = 44 + 时 .构造 RIA4BC ,两 直角 边 的 长 为 48 = 40,4C = 
20. 作 和 斜 边 上 的 高 4D ,然后 将 公 4BD 痢 分 成 40 个 全 等 的 小 三 角形 ,将 人 4CD 齐 分 成 
207 个 全 等 的 小 三 角形 .因为 和 4BK 和 人 C4K, 故 这 40? +20 = 2000 个 小 三 角形 全 等 . 

同 理 ,构造 全 4'B'C' 使 两 直角 边 的 长 4B' = 44, 4'C' = 8. 则 用 上 述 类 似 方法 可 将 
和 48'C' 剖 分 为 44 + 8 = 2000 个 全 等 的 小 三 角形 ,并 且 显 然 公 4BC 与 人 4'B'C' 不 相 
似 


仁 吾 中 上 洗 丑 五 帐 治 儿 同 讨 交 0O 


例 9 已 知 空间 有 mn(>4) 个 点 ,其 中 任意 4 点 不 共 面 ,并 且 任 何 3 点 是 有 一 个 内 

| 角 大 于 120° 的 三 角形 的 顶点 . 试 证 一 定 可 将 这 n 个 点 标记 为 4 ,4 ,…,4, 使 对 任意 i， 
hk(1lsi<j<k<n), 都 有 4,4,4x > 120°. (第 3 届 全 苏 奥林匹克 试题 ) 

证 明 设 已 知 n 点 中 点 4 与 B 的 距离 为 最 大 ,对 其 他 任意 两 点 C,D ,由 已 知 条 件 
有 

LA4CB > 120°, / ADB > 120°. 
于 是 入 C4B < 60", 一 DhB < 60°, 故 

LDAC<L CAB + /DAB < 60° +60°=120°, 
从 而 全 4CD 及 一 4DC 中 必 有 一 个 大 于 120*, 另 一 个 小 于 120*, 所 以 4C AD. 又 4D < 
4B ,4C < 4B( 因 三 角形 中 ,大 于 120° 的 角 所 对 的 边 最 长 ), 可 见 已 知 的 n 个 点 中 , 除 4 
外 ,其 余 各 点 到 4 的 距离 两 两 不 等 ,我 们 记 4, = 4 ,其余 n -1 个 点 按照 他 们 到 4 的 距 | 
离 从 小 到 大 依次 记 为 4,, 43,…, 4, = B. 

下 面 证 明 这 种 标号 满足 题目 要 求 . 

首先 ,对 任意 i,j(1< i<j<n), 由 前 面 证 明 有 入 4414) < 120?, 又 44 > 414i, 所 
以 人 414;4; > 120°. 
其 次 ,对 任意 i,j,k(1<i<j<k<n), 因 为 | 


180° > L414;4; > 120°,180° > LA1 4,4; > 120°, 
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所 以 AAi44 < 120*, 又 由 一 4 44k > 120° 推 得 入 414i4; < 60?, 由 一 4 444 > 120° 推 得 
hi <60°, 所 以 人 AAihi 三 Ch + 一 AAA4i<120?, 故 全 44i4t > 120?. 

例 10 证 明 :对 任意 正 整 数 ">2, 平 面 上 存在 n 个 点 ,其 中 无 三 点 共 线 ,并 且 任意 
两 点 间 的 距离 都 是 整数 . 

证 明 首先 注意 ,只 要 能 证 明 ,存在 n 点 组 成 的 集合 5S( 其 中 无 三 点 共 线 ), 使 得 5 
中 任意 两 点 的 距离 为 有 理 数 就 够 了 .因为 假设 在 一 个 直角 坐标 系 中 有 了 这 样 的 5, 记 
MM 为 S 中 所 有 两 点 之 距离 确定 的 有 理 数 的 最 小 公分 母 , 则 将 5 中 的 所 有 点 的 ( 纵 、 横 ) 
坐标 乘 以 W 得 到 点 集 8 , 则 5S’ 中 任意 两 点 的 距离 便 是 整数 , 且 $' 中 显然 也 无 三 点 共 


取 个 点 为 单位 圆 上 的 点 ,这 保证 了 无 三 点 共 线 , 单 位 圆 上 两 个 不 同 点 4(cosa， 
sina ) , B(cosB ,sin8) 的 距离 为 : 


1AB1 =V (eosa ~ cop)’ + Csina ~ sing)’ =21sin 238 | 


gsin| 


=21sin 多 cos 2 -cos 2 
故我 们 只 需 找 n 个 互 不 相同 的 角 26, ,20,,… ,26,E [0,r) ,使 得 对 任意 上 1< 丰 < 
n) , 数 cosb 与 sinb 都 是 有 理 数 . 
这 一 问题 不 难 解决 ,由 恒等式 
(Fl1)? +(2k) = (K+1), 


可 知 , 若 取 6, = arctan 入 (1<h<), 则 
sing = ,cosb <hen) 
| 都 是 有 理 数 ,又 易 知 对 1<k<n, 诸 2; 互 不 相同 , 且 0<20 < .这 样 ,单位 贺 上 个 
点 h(cos204,sin20,)(1< 上 <n) 符 合 我 们 前 述 的 要 求 . 

注意 , 诸 4 实际 上 都 是 有 理 点 (坐标 均 为 有 理 数 的 点 ), 因 此 ,由 前 面 “ 将 有 理 数 扩 
大 倍数 化 为 整数 " 的 方法 ,我 们 可 取出 n 个 整 点 符合 问题 的 要 求 . 


$4 组 合 几何 中 覆盖 和 嵌入 问题 的 解法 


1. 利用 图 形 的 交集 进行 覆盖 


为 了 找 出 一 个 尽 可 能 小 的 覆盖 给 定 图 形 N 的 图 形 ,我 们 先 设法 找 出 覆盖 N 的 n 
| 个 图 形 MW ,Ms，…, MM ,于 是 NM = 1 人 4 站 …… 站 ML 仍 覆 盖 N ,作为 M,,M，，…,M, 的 
图 形 常 常 可 取 为 圆 面 (包括 圆周 以 及 内 部 ,下 同 ) 以 及 两 条 平行 线 所 夹 的 区 域 . 


离 孔 中 监 个 媳 帐 亚 油 同 节 交 DO 


离 下 中 上 监 否 全 心 洛 汪 同 范 症 oO 


专 题 研 究 系 列 


例 1 证 明 ;直径 为 1 的 图 形 F 必 能 被 半径 为 代 的 加 面 所 徐 盖 . 


证 明 因 d(F)=1, 故 的 边界 上 存在 两 点 4,B 使 14B1=1, 对 任意 PEF， 
1PAl1<1,1PB1<1, 故 P 在 圆心 分 别 为 4,B, 半 径 都 为 1 的 两 圆 面 M, 和 M， 上 . 设 这 


两 个 图 面 的 周 界 交 于 C 和 力 ,并 取 CD 中 点 0, 以 0 为 中 心 ,以 10C1=10D1= 邑 为 半 


径 作 回 面 M, 于 是 M,N Ms S MM, 即 太 可 以 被 一 个 半径 为 (3 的 加 而 M 所 窗 羔 . 
例 2 证 明 :(1) 直 径 为 1 的 图 形 FF 可 被 边 长 为 /3 的 正三 角形 所 覆盖 ; 
(2) 直 径 为 1 的 图 形 F 可 被 边 长 为 的 正六 边 形 获 羡 
证 明 (1) 因 为 4(F) = 1, 故 可 作 三 组 平行 线 a 与 a’,b 
与 六 ,ce 与 c', 使 得 玉 界 于 每 组 平行 线 之 间 , 并 且 每 组 平行 线 间 
的 距离 都 是 1, 不 相同 的 两 组 平行 线 的 夹 角 都 是 60"( 图 6 - 
13) ,这 三 组 平行 线 相交 得 两 个 正三 角形 人 4BC 和 公 4'B'C' .我 
们 证 明 :人 4BC 和 公 4’B'C’ 中 至 少 有 一 个 的 边 长 <V3, 设 
全 4B8C、 公 4'B'C' 的 高 分 别 为 h 入, 设 FF 内 任意 一 点 P 到 
BC 、Ch 、4B 的 距离 分 别 为 x,y,z, 并 且 P 到 B'C’,C'4’,4'B' 的 
距离 分 别 为 x',y ,z ,于 是 图 6-13 
h=x+y+zh =x +y +2, 
h+h’=(x+x)+(y+y)+(z+z)=1+1+1=3. 
放 h 和 如 中 至 少 有 一 个 不 超过 溯 .不 妨 设 < 这, 于 是 正人 4BC 的 边 长 = 上 4<vV5、 


必要 时 ,将 全 4BC 的 边 长 放大 为 /3, 于 是 FF 可 被 一 个 边 长 为 /3 的 正三 角形 所 覆盖 . 
(2) 由 (1) 知 FF 可 被 一 个 边 长 为 /3 的 正人 4BC 所 覆盖 ,可 将 
下 不 动 ,平移 个 4BC ,使 BC 边 与 严 的 边界 接触 且 保持 全 4BC 覆 
盖 丰 . 作 BC 的 平行 线 交 4B 4C 分 别 于 D、E, 使 DE 与 BC 的 距 
离 为 1. 因 d(F)=1, 故 下 在 DE 与 BC 之 间 . 类 似 地 ,可 作 平 行 
C4 ,4B 的 直线 截 出 六 边 形 DEFGHI( 图 6 - 14) 覆 盖 F, 且 六 边 


形 DEFGHI 的 每 组 对 边 的 距离 都 为 1, 因 人 ADE 的 高 = 立 - 1= 


3 
le 


1 所 以 Mg-=DBE-L 上 vv2_-L-Y3 局 生 
2 所 以 A DS 有 ;所 以 


V3 


EF = AC- AE- FC=V3 EA = 写 . 同 理 可 证 ,HC = IH= 历 = 如 , 故 DEFGH 是 一 


个 边 长 为 季 的 正六 边 形 . 
2. 从 局 部 到 整体 ,从 特殊 到 一 般 


(1) 为 了 找 出 图 形 N 的 一 个 覆盖 , 先 确定 图 形 N 中 的 某 部 分 局 部 图 形 (点 ` 线 三 | 
角形 …) ,再 研究 其 余部 分 与 这 个 局 部 图 形 的 关系 ,从 而 确定 整个 图 形 N 的 变化 
由 此 便 可 以 找 出 w 的 一 个 覆盖 满足 一 定 的 要 求 . 

(2) 为 了 找 出 图 形 N 的 一 个 覆盖 , 先 对 图 形 N 为 特殊 形状 的 情形 进行 探索 , 找 出 
覆盖 M 后 ,再 证 明 对 NN 的 一 般 形状 , M 也 是 N 的 覆盖 . 

例 1 如 果 一 个 凸 多 边 形 M 不 能 覆盖 一 个 面积 为 1 的 三 角形 ,那么 M 必 能 被 一 
个 面积 为 4 的 三 角形 所 覆盖 . 

证 明 凸 多 边 形 M 的 内 接 三 角形 中 必 有 一 个 面积 为 最 大 的 三 角形 , 设 为 人 ABC， 
则 Sem <1. 过 4,B,C 分 别 作对 边 的 平行 线 , 相 交 得 人 4'B'C’ .于 是 M 上 任意 一 点 属 | 
于 全 4’B'C’ 的 边界 或 内 部 (否则 与 公 4BC 的 面积 最 大 矛盾 ), 即 M 被 人 4'B'C' 所 覆盖 ， 
并 且 Sawgc =45awac <4. 适 当 将 全 4'B'C' 放 大 为 一 个 面积 为 4 的 三 角形 ,于 是 M 可 被 
一 个 面积 为 4 的 三 角形 所 蓝 盖 . 

例 2 桌面 上 有 一 个 长 为 25 的 丝线 做 成 的 线圈 .证 明 :不 管 它 


Pp 
的 形状 如 何 , 它 可 被 一 个 直径 为 1 的 圆 形 纸 片 所 禾 盖 . [AAA 
分 析 ”证 明 秦 盖 的 关键 是 确定 网 心 0 的 位 置 , 当 丝线 为 
A B 


口 4BCD 时 ,其 对 角 线 交点 为 0, 则 04 = 去 4D< 寺 (48+ 8D) = 沁 ， 
故 口 4BCD 可 被 圆心 在 0 ,直径 为 1 的 回 形 纸 片 所 覆盖 . 

证 明 如 图 6-15, 在 长 为 21 的 线圈 工 上 取 两 点 4, 刀 将 工 均 分 
为 两 段 ,每 段 的 长 都 为 1, 取 4B 的 中 点 0, 对 线圈 上 任意 一 点 P, 有 图 6-15 
OP< 去 (PhL+ PB)< 计 1, 即 P 在 以 0 为 中 心 ,直径 为 1 的 国内 , 即 丝线 了 可 被 一 个 直 
笃 为 1 的 贺 形 纸 片 所 覆盖 ， 

3. 胶 胀 与 收缩 ( 镶 边 与 截 边 


为 了 证 明 满足 给 定 条 件 的 覆盖 或 嵌入 存在 ,常常 要 将 原 图 形 适当 “膨胀 "《 即 沿边 
界 灸 上 宽度 一 定 的 边 ) 或 适当 "收缩 "( 即 沿边 界 裁 去 宽度 一 定 的 边 ) ,我 们 称 这 种 解 题 | 


方法 为 膨胀 或 收缩 ,也 叫做 镶 边 或 裁 边 . : 
全 


将 盏 中 浴 导 卫 忧 溢 记 右 汶 六 0O 


沼 互 中 监 下 生性 注油 同 洪 关 O 


例 1 在 半径 为 18 的 圆 内 已 嵌入 了 16 个 半径 为 3 的 互 不 重 全 的 圆 . 证 明 : 余 下 部 
分 可 嵌 人 9 个 半径 为 1 的 互 不 重 登 的 圆 . 

证 明 首先 将 半径 为 18 的 圆 的 半径 缩小 1, 而 将 16 个 半径 为 3 的 圆 的 半径 都 增 
加 1, 因 为 

x*17 - 16r'4 = 289r- 256r=33r>0， 
即 半径 为 17 的 圆 中 去 掉 16 个 半径 为 4 的 圆 (它们 可 以 重合 也 可 以 不 重合) ,至 少 还 存 
在 一 点 4 ,于 是 以 4, 为 中 心 ,以 1 为 半径 的 圆 可 苦于 半径 为 18 的 圆 内 ,并 且 与 原先 说 
入 的 16 个 半径 为 3 的 圆 互 不 重 可. 

设 半径 为 18 的 圆 内 已 髋 人 k(1<%<8) 个 半径 为 1 的 圆 且 与 原 已 嵌 于 的 16 个 半 
径 为 3 的 圆 互 不 重合 ,那么 , 仿 上 ,由 

rlP 16 kn =(33-4k)r>0(1<h<8), 
即 知 从 半径 为 17 的 圆 中 去 掉 16 个 半径 为 4 的 圆 及 大 个 半径 为 2 的 圆 (1 和 <8) 后 , 必 
存在 一 点 hi,1 ,使 得 以 4 为 中 心 , 以 1 为 半径 的 圆 可 能 人 半径 为 18 的 圆 内 ,并 且 与 
原 已 嵌入 的 16 个 半径 为 3 的 圆 及 大 个 半径 为 1 的 圆 互 不 重 倒 (1 <k<8), 这 就 完成 了 
原 命题 的 证 明 . 

例 2 ”如果 有 限 多 个 圆 覆盖 着 一 个 面积 为 M 的 点 集 ,那么 从 中 可 取出 一 组 没有 公 


共 点 的 圆 ,它们 敢 盖 一 个 面积 > 二 的 点 集 . 

证 明 ”首先 从 已 知 有 限 个 圆 中 选 出 一 个 面积 最 大 的 圆 @ 0,(r )( 表 示 以 0, 为 中 
心 ,ri 为 半径 的 圆 ,下 同 ), 它 的 面积 为 S, = rr .于 是 与 @ 0,(m) 有 公共 点 的 图 (其 半 
径 不 超过 rn ) 都 在 以 0, 为 中 心 ,3r 为 半径 的 @ 0, (3r ) 内 , 故 这 些 加 所 覆盖 的 面积 
Mi sx(3n 六 =95 ,所 以 Si > 二 刀 .去掉 @ 0,(m) 以 及 与 @0,(m) 有 公共 点 的 贺 , 在 


剩 下 的 圆 中 再 取 一 个 面积 最 大 的 圆 @0,(r,), 其 面积 为 S = r 忆 ,于 是 ,所 有 与 O 〇 0: 
(rs) 有 公共 点 的 圆 都 在 © 0,(37;) 内 ,0,(r,) 以 及 与 它 有 公共 点 的 所 有 圆 所 覆盖 的 


面积 Ms<x(3r》=95, 所 以 3 > 十 M .经 过 有 限 次 这 样 的 操作 ,可 将 已 知 的 有 限 个 


圆 处 理 完毕 ,得 到 一 组 没有 公共 点 的 圆 D 0O(r) ,© 0,(7,),…, 0,(ri), 它 们 覆盖 的 
总 面积 为 


Si+ S++ Se 工人 1 + 二 1 十 十 


9 
证 毕 


例 3 一 条 折线 包含 在 边 长 为 50 的 正方 形 内 ,对 正方 形 内 任意 一 点 P, 都 存在 折 
| 266 


线 上 的 点 0 ,使 1 PO!1<1. 证 明 : 折 线 的 长 度 大 于 1248. 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 奥林匹克 试题 ) 
证 明 ” 设 折 线 为 4414，…4, ,其 中 第 站 段 的 长 为 14 41= ai(i=1,2,…,n), 于 
是 折线 的 长 为 上 = aj + al + … + a, .对 每 一 线段 4;.14;, 分 别 以 4;-1,4; 为 中 心 ,1 为 
半径 作 圆 ,并 且 作 两 圆 的 外 公 切 线 , 得 以 一 个 如 图 6 - 16 所 示 的 圆 形 @ (i = 1,2,…， 
mn ) ,这 个 图 形 的 面积 为 15,1 = x+ 2ai . 依 题 意 ,正方 形 的 每 一 点 必 在 某 个 @ 内 , 故 n 
个 图 形 @, ,@,，…,@, 覆盖 正方 形 ,因此 它们 的 总 面积 5 不 小 于 正方 形 的 面积 50 . 注 
意 到 每 一 个 折线 内 部 顶点 4,(1<i<n- 1) 处 的 小 扇形 7 的 面积 小 于 @; 与 @ ,中 延 形 
重叠 部 分 工 的 面积 (图 6- 17), 故 


图 6- 16 图 6-17 
5 三 2a +2a +…+2a, +T， 
| 结合 S>2500, 可 得 折线 的 长 为 


L=a tot +o> -> 18. 


证 毕 . 
4. 染色 方法 与 赋值 方法 


棋盘 覆盖 问题 中 为 了 证 明 某 种 覆盖 是 不 可 能 的 ,常常 用 染色 方法 或 赋值 方法 , 即 
适当 将 棋盘 上 各 小 格 按 一 定 规律 染 成 几 种 颜色 (或 赋予 不 同 数值 ) ,在 假设 可 以 覆盖 的 
情形 下 ,再 用 两 种 不 同方 法 对 各 种 颜色 的 格子 的 数目 (或 对 赋 有 不 同 数值 的 格子 的 数 
值 之 和 ) 进 行 统计 ,如 果 导 臻 矛盾, 那么 就 证 明了 所 述 的 覆盖 是 不 可 能 的 . 

例 1 8x8 的 棋盘 能 否 用 9 块 “ 田 字形 "2x2 方 志 昌 及 7 块 形 如 日 -的 所 形 " 块 覆盖 ? 

解法 一 ”将 8x8 的 棋盘 的 奇数 列 的 小 方 格 染 成 黑色 ,偶数 列 的 小 方 格 染 成 白色 . 
于 是 每 块 田 字形 方块 可 盖 住 2 个 白色 小 格 和 2 个 黑色 小 格 ,而 每 个 工 形 块 可 盖 住 3 个 
白 格 和 1 个 黑 格 或 者 3 个 黑 格 和 1 个 白 格 .假设 7 块 工 形 块 中 有 x 块 盖 住 3 个 白 格 和 1 


个 黑 格 , 另 7-% 块 盖 住 了 3 个 黑 格 和 1 个 白 格 . 因 8x8 的 棋盘 中 共有 32 个 白 格 和 32 


条 各 中 深层 卫 帐 潍 测 加 和 深 站 0 


簿 卫 中 洽 导 吾 站 溢 匀 同 渤 效 O 


格 黑 格 ,如 果 满足 题目 要 求 的 覆盖 存在 ,那么 盖 住 的 黑 格 总 数 为 9x2+ x +3(7- x) = 
32, 推 出 x= 荆 ,不 为 整数 , 蔬 盾 . 故 满足 题目 要 求 的 覆盖 不 存在 . 


解法 二 将 奇数 列 的 每 一 个 小 方 格 内 赋 数 字 1, 偶 数列 的 每 一 小 方 格 内 赋 数 字 
1, 于 是 每 块 田 字形 块 盖 住 的 方 格 内 的 数字 之 和 为 0, 而 每 块 工 形 块 盖 住 的 方 格 内 的 
数字 之 和 或 为 3+(-1) =2 或 为 1+3x(-1)= -2. 设 7 块 工 形 块 中 有 x 块 盖 住 的 数 
字 和 为 2,7- x 块 盖 住 的 数字 和 为 - 2, 如 果 满 足 题目 条 件 的 覆盖 存在 ,那么 盖 住 的 各 
格 内 数字 总 和 应 为 9x0+2x+(-2)(7-x) =4x -14. 另 一 方面 ,8 x 8 的 棋盘 上 各 小 


方 格 内 数字 总 和 应 为 32x 1+32x (- 1) = 0, 所 以 4z - 14= 0, 推 出 * = 子 , 政 盾 . 故 满 


足 题目 要 求 的 覆盖 不 存在 . 

例 2 用 1x1,2x2,3x3 的 瓷砖 铺 满 23 x 23 的 地 板 (不 允许 重合 ,也 不 留 空隙 ) , 
问 最 少 要 用 几 块 1x 1 的 瓷砖 ? 

解 将 23x23 的 方 格 地 面 (已 画 成 1 x ! 的 小 方 格 ) 中 第 1,4,7,…,19,22 列 中 的 
小 方 格 染 成 黑色 ,其 余 各 列 染 成 白色 .如 果 不 用 1x 1 的 瓷砖 , 则 每 块 2 x 2 瓷砖 或 盖 住 
2 个 白色 方 格 和 2 个 黑色 方 格 或 盖 住 4 个 白色 方 格 ,而 3 x 3 的 瓷砖 盖 住 了 3 个 黑色 方 
格 和 6 个 白色 方 格 , 故 不 论 用 多 少 块 2x2 和 3x3 的 瓷砖 , 盖 住 的 白色 方 格 数 总 是 一 个 
偶数 ,但 一 共有 15 x 23 个 白 格 方 格 , 且 15 x 23 是 一 个 奇数 ,矛盾 . 故 不 用 1x 1 的 瓷砖 


不 可 能 将 23 x 23 的 正方 形 铺 满 . 
a 
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图 6-18 图 6-19 
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其 次 ,如 图 6- 18 表明 用 2x2 及 3x3 的 瓷砖 可 铺 满 12 x 11 的 矩形 ,而 图 6- 19 表 
明 只 要 用 1 块 1 x 1 的 瓷砖 可 将 23 x 23 的 正方 形 铺 满 . 

综 上 可 知 ,最 少 要 用 1 块 1 x 1 的 瓷砖 . 

例 3 由 2x2 方 格 纸 去 掉 一 个 方 格 所 余下 的 图 形 称 为 拐 形 ,用 这 种 拐 形 去 覆盖 
5x7 的 方 格 板 , 每 个 拐 形 恰 覆 盖 3 个 方 格 ,可 以 重生 但 不 能 超出 方 格 板 的 边界 . 问 能 否 


| 


使 方 格 板 上 每 个 方 格 被 覆盖 的 层 数 都 相同 ?说 明理 由 . 
(1996 年 第 22 届 全 俄 奥 林 匹 克 试 题 ) 
-2| 1|1-2|1|-2|1|-2 
[i 1 | 1 1 1 1 1 
-2| 1|1-2| 1|1-2| 11=-2 
1 
-1 -1 | -?| 1 | -2 


图 6-20 
解 将 5x7 方 格 板 的 每 一 个 小 方 格 内 填写 数 -2 和 1 如 图 6- 20 所 示 . 易 见 ,每 
个 拐 形 所 覆盖 的 3 个 方 格 中 的 3 个 数 之 和 非 负 , 因 而 无 论 用 多 少 个 拐 形 覆 盖 多 少 次 ， 
盖 住 的 所 有 数字 之 和 (一 个 数 被 盖 了 几 层 就 计算 几 次 ) 都 是 非 负 的 . 
另 一 方面 , 方 格 板 上 数字 总 和 为 12 x ( - 2) x + 23 x 1 = - 1, 当 被 覆盖 大 层 时 , 盖 
住 的 数字 之 和 等 于 - 上 ,矛盾 ,这 表明 不 存在 满足 题 中 要 求 的 覆盖 


5. 移动 图 形 


因为 由 定义 知道 ,考察 图 形 M 能 否 烤 盖 图 形 NN 时 ,允许 图 形 M( 或 N) 进 行 必要 的 
平移 或 旋转 .因此 ,从 动态 的 角度 看 问题 是 解 有 关 和 覆盖 问题 的 一 大 特征 ,有 时 将 图 形 经 
过 适当 的 移动 就 可 能 找到 问题 的 解答 . 

例 1 设 C 是 以 正 多 边 形 为 边界 的 闭 区 域 , 证 明 : 对 任意 正 整数 n, 恒 存在 平面 点 
集 S(n) ,使 得 S(n) 中 任意 n 个 点 能 被 C 覆盖 住 ,但 S(n) 本 身 不 能 被 C 覆盖 . 

证 明 设 C 的 边界 为 正 m 边 形 ( 严 >3) ,中心 为 0, 内 切 圆 半径 为 ", 外 接 圆 半径 
为 R= 一 一 .对 任意 正 整数 ", 取 S(n) 为 以 0 为 中 心 ,nm 为 半径 的 圆 面 (mr 的 值 待 ; 


二 
cos 一 
m 


定 ,但 一 定 满足 r< m < R) .因为 r, > r, 故 S(n) 不 能 被 C 覆盖 . 设 S(n) 的 边界 与 C 
的 边界 依次 交 于 0,, 0; ,0,04，…,Qz-1, Qn ,其 中 02;-1, 0 在 正 多 边 形 的 同一 边 
上 ,于 是 00. = (i=1,2,…,2m), 任 取 n 个 点 P,P ,…,P.€ S(n). 

(0) 若 10P1<r<m, 则 已 必 被 SCn) 豫 盖 ， 

(2) 车 10P;1 > 7, 则 将 5(n) 绕 0 旋转 一 周 时 , P; 有 时 被 C 覆盖 ,有 时 又 没有 被 C 


如 果 旋 转 到 某 一 时 刻 , 某 个 P; 不 被 C 覆盖 , 则 P; 必 沙 在 m 个 角 和 Q;-,003(j= 


离 互 中 监 下 王 展 泣 进 局 水 音 O 


站 互 路 监 要 于 贝 沟 水 同 六 交 O 


1,2,…, m) 的 某 一 个 内 ,每 个 角 的 大 小 都 为 
2a =2arccos 六 (图 6- 21), 这 m 个 角 的 大 小 
之 和 为 

2ma =2marccos 


因此 , 当 P,, P,,…, 已 都 不 在 C 内 时 ， 


则 OP, , 0P,,…, OP, 可 旋转 的 角度 的 总 和 为 图 6-21 
2nma .我 们 选择 r, 满足 2mna =r, 即 六 = = 一 和 .由 上 可 知 ,如 果 S(n) 绕 0 旋 
C0s 太一 一 
2mn 


转 时 ,n 个 点 已 ,PP 中 总 有 点 不 被 C 覆盖 .那么 , S(n) 转 过 的 角度 的 总 和 不 超 
过 2nma =r<2r, 故 总 可 将 S(n) 适 当 转 动 一 个 角度 使 Pi , P,,…, P, 都 被 C 覆盖 .证 
毕 . 
例 2 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 有 许多 直径 等 于 0.001 的 圆 ,任意 两 个 圆 的 圆心 距 
离 不 小 于 0.002. 证 明 : 被 这 些 圆 所 覆盖 的 总 面积 小 于 0.34. 
(第 5 届 全 苏 奥林匹克 试题 
分 析 设 所 给 圆 的 集合 为 M ,覆盖 的 面积 为 5, 要 证 $<0.34, 只 要 证 35 < 1.02. 


为 此 ,只 要 证 可 将 W 沿 两 个 不 同 的 方向 分 别 平移 到 M, 和 M,, 使 得 所 有 的 圆 互 不 重 | 


登 , 并 且 MU MU M, 能 被 一 个 面积 小 于 1.02 的 正方 形 所 覆盖 . 

证 阴 设 正方 形 内 直径 为 0.001 的 圆 的 集合 为 M, M 效 盖 的 面积 为 5. 设 向 量 
的 方向 平行 正方 形 的 一 边 ,向 量 与 mw 的 夹 角 为 60*, 将 村 沿 克 平移 0.001 后 得 到 的 
集合 记 为 M,M 沿 4 平移 0.001 后 得 到 的 集合 记 为 M,, 则 MM, , M, 覆盖 的 面积 都 为 5. 
下 面 证 明 他 ,Mi , M, 中 的 圆 互 不 重 秋 .事实 上 ,车 M 中 的 圆 @ 0, 与 Wi 中 的 圆 ©0'; 
有 重 疮 的 内 部 , 则 0, 0 <0.001. 设 @0', 是 M 中 的 圆 @ 0, 沿 丈 平移 0.001 后 得 到 
的 , 即 0,0', =0.001, 于 是 

0,0;, < 01,0’,+ 0’,0, <0.001+0.001 =0.002. 
这 与 已 知 条 件 M 中 任意 两 圆 圆心 的 距离 不 小 于 0.002 矛盾 , 故 M 中 的 圆 与 MM, 中 的 贺 
不 重 辩 . 同 理 可 证 M 中 的 圆 与 M, 中 的 圆 不 重 登 . 设 i 与 4 的 夹 角 也 为 60*, 且 使 郊 平 
分 m 与 i 的 夹 角 , 那 么 M, 可 看 成 M, 沿 i 的 方向 平移 0.001 而 得 到 的 , 故 M, 中 的 圆 
与 Mi 中 的 圆 也 不 重 又 .而 以 ,M, , M, 都 在 边 长 为 1.001 的 正方 形 内 ,所 以 


3S<(1.000?,3< 志 x (1.001)? <0.34. 


de 


注 如果 沿 6 个 方向 平移 点 集 N ,其 中 一 个 方向 平行 正方 形 的 边 ,并 且 每 两 个 方 
向 的 夹 角 为 6", 那 么 ,结论 可 改进 为 S< 二 (1.002) <0.17. 


6. 利用 海 莱 定理 


例 1 平面 内 有 个 点 ,其 中 任何 3 点 均 属于 同一 个 半径 为 + 的 圆 (r 为 常数 ) .证 
明 : 这 个 点 可 以 被 一 个 半径 为 r 的 圆 覆 盖 ( 莱 格 定理 ). 

证 明 以 个 点 为 中 心 ,r 为 半径 作 m 个 圆 , 任 取 3 个 圆 D0 ,OO0: ,OO:, 它 们 的 
中 心 属于 同一 个 半径 为 > 的 圆 0, 所 以 00,<r, 00:<r,00:<r, 故 0 是 这 三 个 圆 的 
公共 点 , 即 所 作 的 个 圆 中 ,任何 3 个 都 有 公共 点 ,由 海 莱 定理 ,这 n 个 圆 有 公共 点 4， 
且 这 = 个 点 到 4 的 距离 都 不 大 于 r+. 所 以 ,以 4 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆 覆 盖 这 n 个 点 . 

例 2 已 知 四 个 开 的 半 平 面 覆 盖 全 平面 ,证 明 可 以 从 中 选 出 三 个 开 半 平面 仍 覆 盖 
全 平面 . | 

证 明 设 四 个 开平 面 为 M,，M,,M; ,M4 ,考虑 Mi 的 补 集 小 , , 即 平面 内 不 属于 Mi 
的 那些 点 组 成 的 集合 ,显然 履 , 是 一 个 闭 半 平 面 .同样 , M,,M,,M, 的 补 集 前 ,, MM, ,MM。 
也 是 闭 半 平 面 , 它 们 都 是 闭 凸 集 .对 于 平面 内 任意 一 点 4, 因 为 Mi , M,, M,, M4 覆盖 全 
平面 ,所 以 4 属于 它们 中 的 一 个 ,比如 说 4E M, ,于 是 A 锋 六 ,从 而 A 儿 M, 门下 门 表 ， 
门 和 MM, 所 以 和 ,用 ,， 必 ,M4 无 公共 点 . 若 其 中 任意 3 个 都 有 公共 点 , 则 由 海 菜 定理 知 ， 
朋 ,, 阴 ,, 必 ,MM 有 公共 点 ,矛盾 .所 以 ,它们 中 必 有 3 个 没有 公共 点 ,不 妨 设 及, , 用, ， 
MN 无 公共 点 ,我 们 证 明 M ,Ma ,M; 覆盖 全 平面 . | 

事实 上 , 设 B 是 平面 内 任意 一 点 , 则 B 闫 用 ,门下 门 玫 .因此 ,B 至 少 不 属 于 放 ,，| 
jh ,M3 中 某 一 个 ,不妨 设 BM ,这 时 BE Mi ,从 而 BE MU MU M,. 由 B 的 任意 性 
知 , M,,M,,M; 覆盖 全 平面 ,证 毕 . | 

例 3 mn(>3) 条 平行 线段 M,,M,,…,M, ,如 果 对 于 其 中 任意 3 条 都 可 以 作 一 条 直 | 
线 和 它们 相交 ,证 明 可 以 作 一 条 直线 与 这 n 条 线段 都 相交 . | 

证 明 建立 直角 坐标 系 ,不 妨 设 已 知 的 n 条 线段 都 与 y 轴 平 行 ,Mi = |(x,y)lx= | 
car<y<bl(i=1,2,…,n). 与 此 同时 ,考虑 另 一 个 平面 ,xy 平面 上 的 每 一 条 直线 
y= ux +v, 可 以 用 w 表示 平面 上 一 个 点 (u,v). 

与 线段 M, 相交 的 直线 y = ux + " 满足 条 件 

ai<uc+veb. @ 
反 过 来 ,满足 条 件 @ 的 直线 y = ux + 2 与 MM, 相交. 

在 w 平 面 上 ,满足 条 件 @ 的 点 (u,v) 组 成 一 个 由 2 条 直线 uc; + v= ai 与 wc; +v= 


和 光 卫 中洲 辟 卫 届 潍 洗 回 讨 效 O 


效 瑟 路 稚 相 开 性 汪汪 周 涉 症 O 


b; 所 夹 的 闭 带 形 M'; ,显然 M'; 是 w 平面 上 的 凸 图 形 . 

由 已 知 条 件 ,对 于 Mi , M,，,…,M, 中 任意 3 条 线段 ,有 一 条 直线 y = ux + v 与 它们 | 
相交 , 即 w 平面 上 mn 个 凸 图 形 M',,M',，,…,M' 中 任意 3 个 都 有 公共 点 ,由 海 莱 定理 ， 
M'1,M',，,…，M',。 有 公共 点 (uo ,vo) .这 表明 在 xy 平面 上 ,直线 y = wox + vo 与 n 条 线 
段 M,M,，,…,M, 都 相交 . 


7. 直接 构造 法 、 归 纳 构造 法 和 反 证 法 


为 了 证 明 满 足 一 定 条 件 的 覆盖 (或 嵌 人 ) 存 在 ,我 们 可 考虑 直接 将 它们 构造 出 来 . 
如 果 涉 及 的 覆盖 (或 俱 入 ) 与 正 整 数 nx 有 关 , 则 可 考虑 用 归纳 构造 法 .为 了 证 明 满足 一 
定 条 件 的 覆盖 (或 嵌入 ) 不 存在 , 则 常常 用 反 证 法 . 

例 1 在 边 长 为 12 的 正方 形 内 任意 分 布 着 2005 个 点 .证 明 : 可 用 一 个 边 长 为 11 的 
正三 角形 纸 片 盖 住 其 中 至 少 502 个 点 . 

分 析 因 2005 =4x501+1, 只 要 我 们 将 边 长 为 12 的 正方 形 适当 的 分 成 4 等 分 , 则 
其 中 至 少 有 “一 份 " 中 含有 502 个 点 ,我 们 只 要 作出 一 个 边 长 为 11 的 正三 角形 盖 住 这 
“一 份 " 即 可 . 

证 明 如 图 6-22, 过 正方 形 4BCD 的 中 心 0 作 直 线 交 CD ”mW 
于 M, 交 4B8 于 N, 上 且 使 人 MM4 = 60*. 再 过 0 作 MN 的 垂 线 交 
DA 于 P, 交 BC 于 0, 这样 正 方形 被 MY, PQ 分 成 了 4 等 分 ,由 AX _ 直 
抽 必 原理 ,其 中 必 有 一 块 (不 妨 设 为 4VOP) 内 至 少 含 有 502 个 
点 .下 面 我 们 只 须 证明 这 一 块 可 用 边 长 为 11 的 正三 角形 纸 片 和 多 


盖 住 即 可 . A 
将 边 长 为 11 的 正三 角形 纸 片 的 一 个 顶点 与 N 重合 , 角 的 两 
边 与 射线 NA 、NM 重合 ,并 落 在 如 图 正三 角形 的 NKR 的 位 置 上 . 图 6-22 


过 0 作 O71L4B 于 7, 则 7 为 4B 中 点 ,TN = OTtar30"=6x 如 =2V3,NB= TB- IN= 


6-2V3,AN = 4B - NB =12-(6-2V3) =6+2V3<11, 故 4 在 线段 RN 内 .又 RA= 
RV-4V=11-(6+2V3)=5-2V3, 可 求 得 [4 = M'tan60"=(5-2V3M3 =5V3 -6. 因 
14- PA=14- NB=(5V3-6)-(6-2V3)=7V3-12>0, 所 以 P 在 线段 14 内 .由 凸 
形 性 质 知 PO, 04 都 在 正信 RNK 内 ,所 以 边 长 为 11 的 正三 角形 纸 片 盖 住 了 区 域 4NOP ， 
即 盖 住 了 至 少 502 个 点 . 

例 2 如 果 边 长 为 1 的 正方 形 可 被 3 个 直径 都 等 于 a 的 圆 形 纸 片 覆盖 , 求 a 的 最 
小 值 . 


一 一 一 


解 设 4BCD 是 边 长 为 1 的 正方 形 ,E、F 分 别 在 4D 和 和 j G 
BC 上 , 且 DE= CF= 志 .又 GC、 肌 分 别 是 CD、EF 的 中 点 ,联接 
V5 
个， 


GH( 如 图 6-23), 于 是 DH = CH =A/ (+( 了 2 = 
AF = /lyrr -Ye®. 

以 DH、CH AF 为 直径 的 圆 覆 盖 了 正方 形 4BCD ,于 是 , 正 
方形 可 被 3 个 直径 都 为 儿 的 国 形 纸 片 所 给 盖 , 故 所 求 a 的 最 


ES 
mm 


图 6-23 
小 值 < 


如 果 正方 形 4BCD 能 被 3 个 半径 都 等 于 5(5 < 六合) 的 圆 形 纸 片 MM。, M, 覆 
盖 , 那 么 ,由 抽 屋 原理 ,4 ,有 , C, 中 必 有 2 点 被 同一 个 图形 纸 片 所 禾 盖 ,不 妨 设 A, 8B 
被 M1 覆盖 .如 图 6- 23, 因 BB = 区 > 6, 故 不 能 被 MM 覆盖, 不妨 设 被 M, 覆盖 . 


GE=Y® > 有 CB> CP- 所以 G 不 能 被 MI, 或 M, 覆盖 ,而 只 能 被 M， 


覆盖 .而 FA = FC = 55 > 5, 故 F 不 能 被 M,， Ms 覆盖 而 只 能 被 M, 覆盖 .在 FC 上 取 


点 K, 使 PK= 坪 , 则 KA > KE = 交加 > 6, 故 K 不 能 被 MM 覆盖 而 只 能 被 M 覆盖 


D8 > DF > DK > 四 > b, 并 且 B、F kK 分 别 在 MM, 放 ,Ms 内 , 故 D 不 能 被 MM,M， 


Ms 中 任何 一 个 覆盖 ,这 与 假设 M,, M,, M; 可 以 覆盖 正方 形 4BCD 矛盾 , 即 4BCD 不 可 


能 被 直径 小 于 的 3 个 等 加 覆盖 . 


综 上 可 得 ,所 求 的 最 小 值 为 0. 


例 3 证 明 : 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 ,不 可 能 无 重 到 地 放 入 两 个 边 长 大 于 /之 的 正 
三 角形 ， 
分 析 “我 们 只 需 证 明 :在 边 长 为 1 的 正方 形 内 放 入 一 个 边 长 大 于 \/ 全 的 正三 角形 


省 中 隔 层 卫 慷 洋 沁 同 洲 姜 O 


六 吾 中 尝 辟 五 惧 溢 并 同 计 效 0 


| 4H, 则 F 


， 纳 假设 知 I I[、 轩 、Y 都 可 以 全 部 剪 成 L 形 纸 片 , 即 n =k +1 时 ,结论 2 


后 , 必 有 正方 形 内 一 定点 (由 对 称 性 自然 会 想到 应 是 正方 形 的 中 心 ) 落 到 这 个 正三 角形 内 . 


证 明 “ 设 边 长 大 于 \V/ 屯 的 正和 48C 任意 放 人 一 个 边 长 为 1 5 
的 正方 形 DEFG 内 . 设 DF 与 EC 的 交点 为 0, 则 4 必 在 全 DOE， 
公 E0F, 公 FOG 及 人 GOD 中 某 一 个 三 角形 的 内 部 或 边界 上 ,不 
妨 设 4 在 入 DOFE 的 内 部 或 边界 上 (图 6 - 24). 作 公 4BC 的 高 


-op> 
可 见 ,0,4 在 BC 的 同一 侧 . 同 理 可 证 0、B 在 4C 的 同一 侧 , 0、C 在 48 的 同一 侧 ,这 
就 证 明了 0 必 在 全 4BC 内 . 

因此 ,如 果 边 长 为 1 的 正方 形 内 可 以 无 重合 地 放置 两 个 边 长 大 于 \/ 之 的 正三 角 
形 , 则 正方 形 中 心 必 是 这 两 个 正三 角形 的 公共 内 点 ,矛盾 .可 见 , 边 长 为 1 的 正方 形 内 
不 可 能 无 重 检 地 放 叶 两 个 边 长 大 也 / 全 的 正三 角形 . 

注 从 例 2 后 -部 分 及 例 3 可 以 看 出 ,在 证 明 是 一 定 条 件 的 覆盖 (或 嵌入 ) 不 存在 
时 ,常用 反 证 法 . 先 假设 它 存在 ,然后 证 明 至 少 有 一 点 没有 被 盖 住 (或 至 少 有 一 点 是 姓 
人 的 诸 图 形 的 公共 内 点 ) ,从 而 导致 也 盾 .这 种 “ 攻 其 一 点 "的 方法 是 解决 不 能 徐 盖 (或 
不 能 无 重 秋 嵌入 ) 问 题 的 一 个 有 效 方法 . 


例 4 2x2 的 方 格 纸 片 剪 去 一 个 小 方 格 后 剩 下 的 3 个 小 方 格 组 成 的 纸 片 叫做 L 
型 纸 片 . 证 明 : 对 任意 正 整数 n,2" x 2" 型 纸 片 任意 剪 去 一 个 小 方 格 后 , 剩 下 的 部 分 能 


妇 = 业 ac > 史 ， 二 -如 -op>40. 图 6-24 


| 全 部 沿 方 格 线 前 成 工 型 纸 片 , (1982 年 上 海 市 竞赛 试题 ) 


证 明 n=1 时 ,结论 显然 成 立 . 

设 n= 上 时 ,结论 成 立 .那么 n=k+1 时 ,将 2:1' x2:*! 的 方 
格 纸 片 等 分 为 4 个 2 x 2: 的 方 格 纸 片 II 工 、 开 .TV ,不 妨 设 剪 去 
的 一 个 小 方 格 在 I 内 ,再 在 2:*' x 2 中 心 处 前 去 一 个 工 型 纸 2k 
片 ,使 下 下、 内 恰恰 各 剪 去 一 个 小 方 格 (图 6- 25). 于 是 ,由 归 


成 立 ,于 是 命题 得 证 . 
例 5 设 "为 不 被 3 整除 的 正 整 数 ,证 明 2n x2n 的 方 格 纸 
任意 剪 去 一 个 小 方 格 后 ,余下 的 部 分 可 全 部 剪 成 形 如 “ED" 的 也 图 6-25 
形 纸 片 . 
证 明 n=1,2,4 时 ,同上 例 易 证 结论 成 立 .假设 n= k(3Hk) 时 结论 成 立 .考虑 n= 


2k 2k 


#+3 的 情形 ,不 失 一 般 性 ,可 假设 剪 去 的 一 个 小 方 格 
位 于 左上 角 的 2k x 2 的 正方 形 内 ,余下 的 部 分 可 以 全 
部 剪 成 2x3 或 3x2 的 矩形 (图 6- 26). 由 归纳 假设 ， 

2 x 2 的 纸 片 剪 去 一 个 小 方 格 后 可 全 部 前 成 二 形 纸 2 
片 ,而 每 块 2x3 或 3x3 的 纸 片 显然 可 剪 成 2 块 了 形 
纸 片 ,这 就 证 明了 n =k+3 时 ,结论 也 成 立 ,于 是 原 命 
题 得 证 . 

8. 其 他 方法 


在 解决 覆盖 (或 嵌入 ) 的 存在 性 问题 时 ,还 可 应 用 图 5626 
第 三 章 中 介绍 的 存在 性 问题 证 明 的 其 他 方法 (如 应 用 抽 居 原理 ,映射 等 等 ). 

例 1 8x 8 的 棋盘 上 最 少 要 不 重合 地 放 人 多 少 块 形 如 E 的 工 形 木 块 (每 块 恰 盖 住 
3 个 小 方 格 ) 后 ,余下 部 分 不 能 再 放 人 一 块 L 形 木 块 ? 

解 设 8x8 棋 盘 中 放 人 了 n 块 互 不 重合 的 三 形 木 块 . 现 将 棋盘 等 分 为 16 个 2x2 
的 正方 形 ,因为 有 64 -3n 个 小 方 格 没有 被 木 块 盖 住 , 故 这 16 个 正方 形 中 必 有 一 个 内 


至 少 有 [经 = 训 一 1] + 1 个 方 格 没有 被 益 住 .如 果 [ 验 = 训 =1] + 1>3, 即 n<10 时 , 屠 


么 ,这 个 正方 形 内 还 可 以 放 人 一 块 工 形 木 板 ， 
另 一 方面 ,如 图 6- 27 内 放 人 了 11 块 无 重 芍 的 工 形 木板 后 ,余下 部 分 不 能 再 放 人 
- 块 工 形 木 块 . 


图 6-27 

因此 ,最 少 要 放 入 11 块 工 形 木 板 才能 使 余下 部 分 不 能 再 放 人 一 块 二 形 木 板 . 

例 2 在 6x6 棋 盘 上 放 好 了 一 些 1x2 的 骨牌 ,每 块 骨牌 正好 盖 住 了 两 个 方 格 . 若 
| 还 有 14 个 方 格 没有 被 盖 住 , 则 棋盘 上 至 少 还 能 放 和 一块 骨 牌 . 


证 明 一 “将 模 盘 分 为 4 个 3x 3 的 模 盘 ,其 中 必 有 一 个 空格 数 > [14 1] + 1 = 4, 不 
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疾 吾 中 六 导 上 卫 届 滩 沁 同 讨 痢 0 


离 瑟 宁 浴 村 于 性 兹 沽 同 共 三 O 


妨 设 左上 角 3 x 3 的 棋盘 内 至 少 有 4 个 空格 (图 6- 28). 


112|3 
8|9|4 
7|16|5 


图 6-28 

如 果 9 是 空格 ,那么 2,4,6,8 都 不 是 空格 (否则 能 再 放 人 一 块 骨牌 ) ,但 位 于 2,8 的 
每 块 骨 牌 都 有 占 左 上 角 9 个 方 格 中 的 2 格 ,加 上 4.6 处 的 骨牌 ,这样 左上 角 3x 3 正方 
形 内 至 多 有 3 个 空格 ,矛盾 .如 果 9 不 是 空格 ,那么 骨牌 还 要 占 一 个 方 格 , 这 又 可 分 两 
种 情形 : 

(1) 这 块 骨牌 在 8.9( 在 2.9 可 得 同样 结论 ) ,1,2,3,4,5,6,7 中 至 少 有 4 个 空格 , 因 
而 1,3,5,7 为 空格 (否则 有 两 个 相 邻 的 空格 可 放下 一 块 骨牌 ) ,但 2 也 必须 是 空格 (否则 
在 2 处 的 骨牌 无 法 占据 其 他 方 格 ) ,因此 骨牌 可 放 在 1,2; 

(2) 这 块 骨牌 在 6 和 9( 在 4.9 可 得 同样 结论 ) ,这 时 7,8,1,2,3,4,5 组 成 的 序列 与 
(1) 中 1,2,3,4,5,6,7 相当 , 故 同样 可 证 结论 成 立 . 

证 明 二 我 们 考虑 下 方 5x 6 个 空格 中 的 空格 ( 即 去 掉 第 一 行 后 余下 的 方 格 中 的 
空格 ,对 于 其 中 每 一 个 空格 4 ,考虑 4 的 上 方 与 之 相 邻 的 方 格 中 的 情况 ) . 

(1) 如 果 上 方 的 这 个 方 格 是 空格 B, 那 么 4,B 可 放 人 一 块 骨牌 ,结论 成 立 . 

(2) 如 果 上 方 的 这 个 方 格 被 骨牌 C 占 住 ,又 分 为 三 种 情况 : 

(1i ) 骨 牌 C 是 横 放 的 , 且 这 块 骨牌 下 方 与 4 相 邻 的 一 个 方 格 也 是 一 个 空格 刀 , 则 
4,D 内 可 放 入 一 块 骨 牌 ,结论 成 立 ; 

(1 ) 骨 牌 C 是 横 放 的 , 且 这 块 骨牌 下 方 与 4 相 邻 的 一 个 方 格 也 被 骨牌 所 覆盖 ; 

(站 ) 骨 牌 C 是 竖 放 的 . 

设 在 假设 仅 发 生 (2) 中 (i) 和 (ji ) 情 形 ,我 们 记 于 为 下 方 5x6 个 方 格 中 空格 集 
合 ,了 为 上 方 5x6 个 方 格 中 骨牌 集合 ,我 们 令 XX 中 每 个 空格 4 与 它 的 上 方 骨 牌 C 对 


| 应 ,构成 从 丈 到 的 一 个 映射 gp. 因 为 X 中 每 个 空格 的 上 方 都 有 骨牌 , 且 不 同 的 空格 的 
| 上 方 的 骨牌 不 相同 , 故 p 是 单 射 ,于 是 有 1X1< 171. 如 果 棋 盘 上 方 第 一 行 中 的 空格 多 


于 3 个 , 则 必 有 两 个 空格 相 邻 ,可 放 人 一 块 骨牌 ,结论 成 立 ， 
现 设 第 一 行 中 空格 至 多 是 3 个 , 则 有 1X1I>14 -3 = 11, 另 一 方面 ,整个 棋盘 上 放 人 


的 骨牌 数 为 寺 (36- 14) = 11, 即 1 Yl<1l1<1X1, 所 以 1X1=1Y1=11, 故 9 是 一 个 一 一 


276 


映射 , 即 放 入 的 11 块 骨牌 全 在 上 方 5x 6 的 方 格 内 .这 时 最 下 面 的 一 行 全 是 空格 ,当然 
可 以 放 人 一 块 骨 牌 ,证 毕 . 


§5 典型 例题 解 题 分 析 


例 1 平面 上 任 给 5 点 ,其 中 任何 3 点 不 共 线 ,任何 4 点 不 共 圆 , 若 一 圆 过 其 中 3 
点 且 另 两 点 在 圆 内 外 各 一 点 , 则 称 之 为 “好 圆 ". 若 记 好 圆 个 数 为 n, 求 n 的 所 有 可 能 
值 . (1991 年 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 试题 ) 

解 在 5 点 中 任 取 两 点 4,B, 并 过 4, 有 8 作 一 直线 , 若 另 外 3 点 C.D、E 在 直线 4B 
同 侧 , 则 考察 4CB ,4DB ,4EB ,不 妨 设 人 4CB < 人 4DB < 人 AEB. 过 A、B.D 这 3 
点 作 圆 , 则 E 在 圆 内 , C 在 圆 外 , 即 圆 4BD 为 好 圆 .显然 过 4, 8 的 好 圆 只 有 一 个 . 若 
C.D\E 在 直线 AB 两 侧 ,不 妨 设 C.D 在 4B 的 上 方 而 E 在 4B 的 下 方 , 且 有 ACB < 
芝 4DB. 若 人 4EB + 人 4DB < 180°, 则 加 4CB 是 唯一 好 图 ;如 果 人 AEB + 人 4CB > 180*， 
则 圆 4DB8 是 唯一 好 圆 ; 如 果 ~4EB + 人 4DB > 180°, 且 人 4EB + 人 A4CB < 180*, 则 贺 
4CB,4DB ,4EB 都 是 好 圆 .这 就 是 说 ,过 两 个 固定 点 的 好 圆 或 者 1 个 或 者 3 个 .由 5 点 
可 组 成 C3 个 点 对 ,过 每 个 点 对 至 少 有 一 个 好 圆 , 故 至 少 有 10 个 好 圆 (包括 重复 计数 )， 


每 个 好 圆 恰 过 3 个 点 对 ,所 以 好 圆 个 数 n> 四, 即 n>4. 

设 n>4. 将 5 点 中 每 两 点 连接 一 条 线段 ,每 条 线段 或 是 一 个 好 圆 的 弦 ,或 是 3 个 好 
圆 的 公共 弦 , 若 恰 有 5 个 好 圆 , 因 每 个 好 圆 上 有 3 条 弦 , 则 它们 共有 15 条 弦 , 由 于 总 共 
有 10 条 线段 , 且 每 条 线段 对 上 述 计数 的 贡献 是 1 或 3, 但 10 个 奇数 之 和 为 偶数 ,不 可 
能 等 于 15, 故 n 关 5. 若 至 少 有 6 个 好 圆 , 因 每 个 圆 上 有 3 条 弦 , 故 共有 18 条 弦 , 这 时 贡 
献 为 3 的 线段 至 少 有 4 条 .4 条 线段 有 8 个 端点 , 故 其 中 必 有 两 条 线段 有 公共 端点 ,不 
妨 设 为 48,4C ,于 是 圆 48D , ACD 都 是 好 圆 ,这 意味 着 过 4、D 的 好 圆 至 少 有 2 个 , 当 
然 有 3 个 . 同 理 过 4、E 的 好 圆 有 3 个 , 故 过 4B,4C,4D,4F 的 好 圆 都 有 3 个 . 

设 4B,4C,AD,AE 中 最 短 的 一 边 是 4B ,于 是 人 4CB ,人 4EB ,人 4DB 都 是 锐角 . 若 
C.D\E 在 4B 的 同 侧 , 则 过 48 的 好 圆 只 有 1 个 ,矛盾 .所 以 这 3 点 必 在 4B 的 两 侧 ,这 
时 由 于 和 4CB ,4DB ,人 4EB 中 任何 两 个 之 和 都 小 于 180", 过 4,B 的 好 圆 只 可 以 有 1 
个 ,矛盾 . 故 n>6 也 不 成 立 . 

综 上 可 知 ,好 圆 的 个 数 n =4. 

例 2 平面 有 h+s 条 直线 ,其 中 hh 条 是 水 平 线 , 另 * 条 直线 满足 : 

(了) 它们 都 不 是 水 平 线 ; 

(2) 它们 中 任意 两 条 不 平行 ; 

(3)h+s 条 直线 中 任何 3 条 不 共 点 ,上 且 这 h+s 条 直线 恰好 把 平面 分 成 1992 个 区 域 . 


求 所 有 的 正 整 数 对 (h,s). 《1992 年 亚太 地 区 奥林匹克 试题 ) 
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庚 豆 中 浴 壁 卫 疏 潍 测 加 入 姜 O 


帝王 路 监 个 竹 性 涨 洒 辕 洒 交 oO 


解 ”因为 每 条 直线 把 平面 分 成 两 个 区 域 , 设 n 条 直线 (其 中 每 两 条 相交 ,但 任意 3 
条 不 共 点 ) 把 平面 分 成 mw 个 区 域 , 则 n+ 1 条 这 样 的 直线 把 平面 分 成 的 cs,: 个 区 域 满 
足 a=as+(n+l),al=2. 


由 此 推 得 w = al + 总 (ou -au ) =24 凡 k=1+ 于 叶 . 


于 是 s 条 直线 把 平面 分 成 1+ ss +1) 个 区 域 .又 h 条 平行 线 与 这 s 条 直线 相交 
时 又 增加 了 h(s+1) 个 区 域 ( 即 每 加 一 条 水 平 线 , 增 加 s + 1 个 区 域 ) ,所 以 有 
hs+1)+1+ 寺 (s+1) =1992, 


(s+1)(2h + s)=2x1991=2x11x181. 
对 上 述 不 定 方程 的 可 能 正 整数 解 可 列 出 下 表 : 


s+1 | 3 | 2h+s h 
2 1 1991 995 
11 10 362 176 
22 21 I81 | 80 
>181 三 180 <22 <0 


故 所 求 的 正 整 数 对 (h,s) 为 (995,1),(176,10),(80,21). 

例 3 求 所 有 的 正 整 数 n > 3, 使 得 平面 内 存在 n 个 点 41, 4,,…, 4, 及 实数 ， 
mm 满足 下 列 条 件 : 

(1)41,4,,…,4, 中 任何 3 点 不 共 线 ; 

(2) 对 每 一 个 三 点 组 14;,4j,441(1<i<j<k<n), 公 4.4j44 的 面积 Sj = r+ + 
Th. (1995 年 第 36 届 IMO 试题 ) 

解 ” 先 证 明 下 列 两 个 引 理 : 

引 理 1 若 凸 四边形 的 四 个 顶点 是 给 定点 的 四 点 hi,4j,h1,41(1<si<j<k<hs 
n), 则 产 十 站 三 万 十 下. 

引 理 1 的 证 明 ”连接 对 角 线 4.4; 和 44; , 则 

Sa + Su = Si + Sar. 
因此 有 27i + r+27 + r= 7 +2 +27, + Ti 
由 此 即 得 r+.= 7 +r 

引 理 2 若 有 5 个 给 定 的 点 4 ,42,43,44,4s 为 满足 题目 条 件 的 点 , 则 m ,mm， 
rayrs 中 至 少 有 2 个 相等 . 


引 理 2 的 证 明 《〈1) 若 5 点 的 凸 包 是 凸 五 边 形 ,不 妨 设 其 为 4 4:4:4445 , 则 四 边 
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形 4,4;43 44 与 414;434s 都 是 凸 四 边 形 ,由 引 理 1 有 


站 +rm3=rz+ram+r=rz+r 
故 得 mx = rs;. 
(2) 若 5 点 的 凸 包 为 凸 四 边 形 ,不 妨 设 4; 位 于 凸 四 边 形 414434。 内 且 在 
全 414,44 的 内 部 ,于 是 四 边 形 4 42 4; 4s 也 是 凸 四 边 形 , 则 同情 形 (1) 可 推出 nr = 7;. 
(3) 若 5 点 的 凸 包 是 三 角形 ,不妨 设 是 和 4, 424: ,4. 和 hs; 在 全 4 ,4: ,4; 内 ,于 是 


Sin + Sz + Su = Si + Ss + Sa . 
因此 有 2r +2r; +2m+3re=2rl+2rz+2rs+3r. 
故 得 r= m, 于 是 引 理 2 得 证 . 
车 存在 mn>5 个 点 满足 题 设 要 求 , 则 从 中 取出 5 点 4 ,4;, 4: ,44，,4; 仍 满足 题 设 
要 求 ,于 是 由 引 理 2 知 m ,rm ,rmyr 中 必 有 2 个 相等 ,不 妨 设 rs = r;. 
(a) 车 4 ,4,,4; 在 直线 444s 的 同 侧 , 于 是 
Sim = Si = r+ r+ ra, Sm = Ss =7, + r+ ra. 
故 h44s/A142，A4hs// A24;, 从 而 41 ,4h;,4; 共 线 ,此 与 条 件 (1) 矛 盾 . 
(b) 设 4 ,42 在 直线 4,4s 的 同 侧 ,而 4; 在 另 一 侧 ,这 时 有 


So = Si 


因此 ,有 4s4s/ 4,4: ,由 此 又 可 得 到 Sis = Sw ,从 而 有 m = 7. 又 因 hs,A44,4s 在 A414; 


的 同 侧 , 这 时 同 (a) 一 样 可 导致 矛盾 .这 就 证 明了 n>5 不 满足 要 求 ， 

当 n=4 时 , 取 单 位 正方 形 的 四 个 顶点 为 4 ,4a,4i 4, 并 且 m= 疡 =m=m= 二 ， 
易 验证 这 4 点 和 4 个 实数 满足 题 中 的 要 求 . 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 正 整数 只 有 1 个 n=4. 

例 4 平面 a 内 给 定 一 个 方向 i,F 是 平面 a 内 的 一 个 凸 集 , 其 面积 为 S() .内 接 
于 严 且 有 一 边 平行 于 ; 的 所 有 三 角形 中 面积 最 大 的 记 为 全, 其 面积 记 为 S( 公 ), 求 最 
大 正 实数 ,使 得 对 平面 a 内 任意 同 图 形 , 都 有 S( 人 )>= c…S(P). 

解 如 图 6-29, 作 F 的 两 条 平行 于 i 的 支撑 直线 1,, 1, : 
(41,1, 与 FF 的 边界 分 别 至 少 有 一 个 公共 点 E.G, 并 且 下 来 
在 4 与 4, 之 间 ), 再 作 与 i, ,1 距离 相等 且 与 它们 平行 的 直 
线 忆 .而 4B、CD 是 FF 的 两 条 弦 并 且 4B 与 4,,1 平行 等 距 ， 
CD 与 41,4 平行 等 距 . 过 4,B,C,D 作 F 的 支撑 线 与 1, ,1,， C 
4 相交 成 上 下 两 个 梯形 , 令 这 5 条 平行 线 相 邻 两 条 之 间 的 距 6 因 


离 为 h, 且 不 妨 设 CD> 4B .于 是 S(F) 不 大 于 两 个 梯形 的 面 
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陆 吾 中 泣 导 也 居 湾 测 回 讲 效 O 


积 之 和 , 即 
8 ,1 


S(F)<AB'2h + CD:2h< CD*4h= 本 (二 


所 以 S( 和 )> 半 SCP). 


另 一 方面 , 取 下 为 平面 a 内 边 长 为 a 的 正六 边 形 4BCDE，， 
使 4B8/i, 人 PQR 为 严 中 有 一 边 Po Vi 的 所 有 内 接 三 角形 中 
面积 最 大 的 一 个 ,显然 P、Q 、R 必须 在 正六 边 形 的 边界 上 (图 


6-30), 并 设 优 = 了 (0<X <1), 易 算出 POR 中 边 PO 上“ 
的 高 为 
h=V3a -人 2 -ad -二 A) 及 PO=a+2a=(144)a, 所 


部 互 宁 监 下 匡 心 力 油 则 深交 Oo 


S( 人 PQR)= 寺 hh PO = 冯 3a(1- 去 )， ‘(1+A)a 


= -7 1s. 


而 S(F) -3 ,所 以 S( 人 PQOR)< 训 5S(F) 并 且 A = 二 时 等 号 成 立 . 


综 上 可 得 ,所 求 。 的 最 大 值 为 二 
例 5 集合 $ 是 平面 上 n(>4) 个 点 构成 的 点 集 . S 中 任意 两 点 的 距离 都 是 正 整 
数 .证 明 : 这 些 距离 中 至 少 有 二 是 3 的 倍数 . 


证 明 首先 证 明 n =4 时 结论 成 立 , 即 我 们 先 证 明 下 列 引 理 . 

引 理 假设 4, 8,C,D 是 平面 内 任意 4 点 ,其 中 任意 两 点 之 间 的 距离 正 整数 , 那 
么 其 中 至 少 有 2 点 ,它们 之 间 的 距离 是 3 的 倍数 . 

引 理 的 证 明 ”不 失 一 般 性 , 设 人 BAD = 人 BAC + 人 CAD,， 人 BAC =%, 人 CAD =y, 由 


余弦 定理 得 

BC = AB’ + AC’ ~ a, CD’ =4C2+4D2-B,BD2=4B2+4D2 -7y， O 
其 中 a=24B*ACcosx,B=24C*ADcosy,Y=24B*ADcos(x+y)( 特 别 B.D 在 4C 上 时 
上 述 等 式 也 成 立 ). 


如 果 4、B、C\D 中 任意 两 点 的 距离 都 不 是 3 的 倍数 ,那么 任意 两 点 间 的 距离 的 平 


9 方 都 对 模 3 余 1, 于 是 由 @ 得 a、B、y 都 对 模 3 余 1. 又 因为 
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24C?y =44C2.4B.4Dcos(x+y) 
=44C? .4B.4D(cosxcosy - sinxsiny) 
=a8-44C?.4B.4Dsinxsiny . 
故 m =44C*…4B* ADsinxsiny 是 整数 且 对 模 3 余 2, 于 是 


sinxsiny = 


4AC™ AB- AD 
是 有 理 数 , 且 它 写成 既 约 分 数 后 ,分 子 不 被 3 整除 . 
令 pP=24B.4C,9=2.4C.4D, 于 是 cosx = 人 ,coay = 后 , 故 


nny (aj oa eA -pp) 


的 分 子 应 是 整数 并 且 被 3 整除 (这 里 因为 ?==p?=qg*=s1(mod3), 且 pg 不 被 3 整 
除 ), 即 sinxsiny 写成 既 约 分 数 后 ,分 子 应 被 3 整除 ,矛盾 ! 于 是 引 理 得 证 . 

回 到 原 题 , 假 设 n>4, 于 是 ”个 点 一 共 可 形成 C4 个 4 点 组 (4,B,C,D), 每 个 4 
点 组 中 至 少 有 一 对 点 之 间 的 距离 是 3 的 倍数 , 故 C4 个 4 点 组 中 一 共 至 少 有 Ct 对 点 之 


各 的 距离 是 3 的 代数 .但 每 对 点 属于 C:-, 个 4 点 组 ,所 以 一 共 至 少 有 C2 = 卫 C 个 不 


同 的 点 对 之 间 的 距离 是 3 的 倍数 ,而 n 个 点 共 形成 C2 个 点 对 , 故 其 中 至 少 有 二 的 点 对 
之 间 的 距离 是 3 的 倍数 . 

例 6 在 面积 为 1 的 矩形 4BCD 中 (包括 边界 ) 有 5 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 , 求 
以 这 5 个 点 为 顶点 的 所 有 三 角形 中 ,面积 不 大 于 二 的 三 角形 的 个 数 的 最 小 值 . 

(2005 年 CMO 试题 ) 

解 ”本题 证 明 中 要 用 到 如 下 的 常用 结论 ,我 们 将 其 作为 一 个 引 理 :矩形 内 任意 三 
角形 的 面积 不 大 于 和 矩形 面积 的 一 半 . 

在 和 矩形 48BCD 中 ,如 果菜 三 点 构成 的 三 角形 的 面积 不 大 于 二 ,就 称 它们 为 一 个 好 
的 三 点 线 ,简称 为 “好 组 ”. 

记 4B、CD、BC 、AD 的 中 点 分 别 是 .FH、G. 线 段 EF 与 GH 的 交点 记 为 0, 线段 
EF 和 GH 将 矩形 4BCD 分 为 四 个 小 矩形 ,从 而 一 定 存在 一 个 小 矩形 ,不 妨 设 为 AE0C， 


其 中 (包括 边界 ,下 同 ) 至 少 有 所 给 5 个 点 中 的 两 个 点 , 设 M 入 在 小 矩形 4E0C 中 (图 
6-31). 


(1) 如 果 矩 形 OHCF 中 有 不 多 于 1 个 已 知 点 ,考察 不 在 矩形 OHCF 中 的 任意 一 个 
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痪 互 中 淮 否 下心 琼 泗 同 并 妆 O 


闭 吾 中 注 惨 卫 届 潍 洗 回 式 交 0 


不 同 于 M 和 NN 中 的 已 知 点 X, 易 知 三 点 组 (M,N,X) 或 
者 在 矩形 4BHG 中 或 者 在 矩形 AEFD 中 ,由 引 理 可 知 
〈《M,N,X) 是 好 组 ,由 于 这 样 的 下 至 少 有 两 个 ,所 以 至 
少 有 两 个 好 组 . 

(2) 如 果 和 矩形 OHCF 中 至 少 有 2 个 已 知 点 ,不 妨 设 
已 知 点 己 和 40 都 在 矩形 OHCF 中 ,考察 剩 下 来 的 最 后 一 
个 已 知 点 R. 如 果 尺 在 矩形 0FDC 中 , 则 三 点 组 (P、Q、 
有 R) 在 矩形 GHCD 中 ,三 点 组 (M,N,R) 在 矩形 4AEFD 中 ， 
从 而 它们 都 是 好 组 ,于 是 至 少 有 2 个 好 组 . 同 理 ,如 果 R 
在 矩形 EBHO 中 , 亦 至 少 有 两 个 好 组 .如 果 点 R 在 矩形 
OHCF 或 矩形 AEOG 中 ,不 妨 设 R 在 矩形 OHCF 中 .我 们 


考虑 5 点 M.N、P、O、R 的 凸 包 . 该 凸 包 一 定 在 凸 六 边 
形 4EHCFD 中 ,如 图 6-32, 而 
Smor =1- 二 -二 = 了 . 

下 面 分 三 种 情况 讨论 : 

(iD 如 果 M、N、P、O.R 的 凸 包 是 凸 五 边 形 , 不 妨 设 
其 为 MNPQOR ,如 图 6- 33, 此 时 


Sawwn + Samme + Sawe < M' 


从 而 (M,Q,R),(M,N,0),(N,P,Q) 中 至 少 有 一 个 为 好 组 ， 
又 由 于 (P,Q@,R) 在 矩形 OHCF 中 ,当然 是 好 组 ,所 以 至 少 有 


两 个 好 组 . N 


(让 如 果 必 、N、P、Q.R 的 凸 包 是 凸 四 边 形 , 不 妨 设 其 为 
4 424344, 另 一 个 已 知 点 4 在 4 4:4:44 中 ,如 图 6-34, 其 
中 4;€E1M,N,P,Q,RI(i=1,2,3,4,5), 连 结 4;4,(i=1， 和 
2,3,4) , 则 


3 
a 启 启 jer 
Sa hts + San + St + Sa 二 4 


从 而 (41,42,45), (hi, As, As), (As, As, As), (As, Ai, As) 
中 至 少 有 两 个 好 组 . 

(省 ) 车 用、N、P、Q、R 的 凸 包 是 一 个 三 角形 ,不 妨 设 其 大 
为 全 414,4;, 男 两 个 已 知 点 44,4;s 在 全 4 4 4 中 ,于 是 


图 6-33 


图 6-34 


© 
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Sauan S44 + Sa = Soh hh < 
从 而 (41 ,42,44),(4;,43,44),(4，, A1,44) 中 至 少 有 一 个 好 组 . 同 理 (4,, 4,, A;)， 
(42 ,4;,4:),(4;,4,,4;) 中 至 少 有 一 个 好 组 ,所 以 此 时 也 至 少 有 两 个 好 组 . 

综 上 所 述 ,不 论 何 种 情况 ,在 5 个 已 知 点 中 至 少 有 2 个 好 组 . 

下 面 我 们 给 出 例子 说 明 好 组 的 数目 可 以 只 有 两 个 . 小 - 
在 矩形 4BCD 的 边 4D 上 取 一 点 1 ,在 边 48 上 取 一 点 
N, 使 得 AN: NB = 4M: MD =2:3, 如 图 6-35. 则 在 M、 
N.B、C、D 这 5 个 点 中 恰 有 两 个 好 组 ,事实 上 , (B,C， 肌 
中) 显然 不 是 好 组 .而 如 果 三 点 组 恰 含 MN 两 点 之 一 ， 
人 1 , 设 4D 的 中 点 为 E, 那 么 Sawgp > Sa pap ¥ | 


= 地 ,所 以 (M,B,D) 不 是 好 组 ,并 目 Sawe = 十， Sx 而 后 


半生 中 游民 也 眉 涟 洗 加 训 尖 0 | 


> Saiw = 二， 从 而 (M,B,C) (M,C,D) 不 是 好 组 ,如 果 三 点 组 中 同时 会 有 MN 两 
点 ,那么 
Sawe =1- Sansc -Sawo — Saum 
3 3 
=1- Sam- 35a - 255 
A | 


到 了 二 本 


10710725725> 4 

所 以 (M,N,C) 不 是 好 组 ,而 Sma = Sawo = 子 Saws = 邹 x 子 Sawo = 襄 < 盐 ,从 而 恰 | 
有 两 个 好 组 (M,N,B) 和 (M,N,D) | 
故 面积 不 大 于 才 的 三 角形 的 个 数 的 最 小 值 是 2. 


例 7 平面 上 任意 给 定 个 点 ,其 中 任何 3 点 可 组 成 一 个 三 角形 ,每 个 三 角形 都 有 
一 个 面积 , 令 最 大 面积 与 最 小 面积 之 比 为 y, . 求 ws 的 最 小 值 . 

解 设 平面 内 任意 5 点 为 4 ,4,,4,,44,4;, 其 中 任意 3 点 不 共 线 . 

(1) 若 5 点 的 凸 包 不 是 凸 五 边 形 ,那么 其 中 必 有 一 点 落 在 某 个 三 角形 内 ,不 妨 设 As 
落 在 人 4 4;4; 内 ,于 是 


8 
全 机 入 局 


To 5 23 


(2) 若 5 点 的 凸 包 为 凸 五 边 形 414,43444s 时 ,如 图 6- 36, 作 MN// 4;4 交 4 43 


次 天 中 北 玫 姓 尾 涟 让 由 涉 间 o | 


与 4 4 分 别 为 M 和 NN, 且 使 得 次 


AM _ AN v5-1 
MA NA 7 2 M 
( |)4;,4s 中 有 一 点 ,比如 4, 与 4;, 44 在 直线 MN 的 同 侧 时 4， 
(如 图 6-36), 有 
4 Se AiAs AIM 
入 > Snu> MA MA 
(ii )4，,45 与 4 均 在 直线 MN 的 同 侧 时 (如 图 6 - 37), 设 A, 
hshs 交 hih 于 0, 则 410<AM, 于 是 
San44s Sonno 04， MAs 1 V5+l1 
HS A ano OA MAL /Sl 2 


4 
V5-1_vV5+1 
-lk 


1+ 1+ 


2 


注意 到 3 > 4 区 1, 所 以 总 有 ps 之 这 1 .并 且 取 ,和 4 As 


为 边 长 为 a 的 正 五 边 形 的 5 个 顶点 时 ,有 


图 6-37 


1 
1 全 2 人 全 全 sn6 4 1 1 _V5+1 
和 5 三 = 汪 = = 
3 Se 二 44 44 36° AlA, 2sinl18" VY5-1 2 


综 上 可 得 ,ps 的 最 小 值 为 (5 二 1， 

例 8 在 平面 直角 坐标 系 中 , 纵 坐 标 和 模 坐 标的 点 叫做 格 点 ,项 点 都 是 格 点 的 凸 多 
边 形 叫做 格 点 西 多 边 形 . 试 求 格 点 凸 七 边 形 内 最 少 有 几 个 格 点 ? 

解 首先 证 明 下 列 引 理 ， 

引 理 “ 格 点 凸 五 边 形 4BCDE 中 至 少 有 一个 格 点 . 

引 理 的 证 明 ”不妨 设 凸 五 边 形 4BCDE 的 各 条 边 的 内 部 无 格 点 .事实 上 ,车 DE 内 
有 格 点 玉 , 且 54 内 无 格 点 , 则 用 格 点 呈 五 边 形 48CDP 代 痊 凸 五 边 形 48CDE, 这 样 经 过 
有 限 步 可 得 到 一 个 各 边 内 部 无 格 点 并 在 原 格 点 凸 五 边 形 4BCDE 内 ,于 是 可 用 这 个 格 
点 凸 五 边 形 代替 4BCDE 进行 讨论 ,不 影响 结论 的 证 明 


因 格 点 凸 五 边 形 4BCDE 的 5 个 顶点 的 坐标 的 奇偶 性 至 多 只 有 四 种 :( 奇 , 奇 )，| 


( 偶 , 偶 ),( 奇 , 偶 ),( 偶 , 奇 ), 故 其 中 必 有 两 个 顶点 ,其 坐标 的 奇偶 性 完全 相同 . 从 而 这 
两 点 的 连 线 的 中 点 M 必 是 格 点 ,而 凸 五 边 形 4BCDE 的 各 条 边 的 内 部 无 格 点 , 故 M 必 
在 凸 五 边 形 4BCDE 的 内 部 . 引 理 得 证 ， 

其 次 ,我 们 证 明 格 点 凸 七 边 形 4BCDEFC 内 至 少 有 4 个 格 点 . 


| 
| 


事实 上 ,由 引 理 知 格 点 凸 五 边 形 4BCDE 内 至 
少 有 一 个 格 点 MM, 又 直线 MA 的 两 侧 至 少 有 凸 七 
边 形 4BCDEFG 的 5 个 顶点 , 故 必 在 直线 MA 的 某 
侧 至 少 有 3 个 顶点 ,不 妨 设 E、F、G 在 MA 的 同一 
侧 (如 图 6 - 38) .于 是 格 点 凸 五 边 形 4MEFG 内 至 
少 有 一 个 格 点 N, 且 直线 MN 的 某 侧 至 省 有 凸 七 
边 形 4BCDEFG 的 3 个 顶点 ,不 妨 设 4, B,C 在 直 
线 MN 的 同一 侧 ( 如 图 6- 38) ,再 由 引 理 又 得 格 点 
凸 五 边 形 MNABC 内 至 少 有 一 个 格 点 P. 在 人 PMN 图 6-38 

内 任 取 一 点 8, 作 3 条 射线 QM, QN, OP ,将 平面 分 成 三 个 角形 罗 域 : 人 MQN, 和 NOQP， 
芝 PQOM( 每 个 角形 区 域 包含 它 的 两 条 边 及 角 的 内 部 ), 于 是 4, 8,4,D,E,F,G 这 7 个 


顶点 属于 这 3 个 角形 区 域 ,由 抽 居 原理 知 其 中 至 少 有 [ 全 了] + 1 =|3 个 点 属于 同一 个 角 


形 区 域 .不 妨 设 EE.F、G 属于 人 MON( 如 图 6 - 38) ,于 是 格 点 凸 五 细 形 NMEFG 内 至 少 
有 一 个 格 点 .可 见 格 点 是 七 边 形 4BCDEFG 内 至 少 4 个 格 点 . 
另 一 方面 ,如 图 6 - 39, 格 点 凸 七 边 形 
4 42434445464; 内 恰 含 有 4 个 格 点 4s， 4s， 4io， 
Au. 
综 上 所 述 ,得 格 点 凸 七 边 形 内 最 少 有 4 个 格 点 . 
例 9 集合 $ 是 平面 上 n 个 点 构成 的 点 集 , $ 中 
任意 两 点 的 距离 至 少 为 1 个 单位 .证 明 :存在 5 的 十 


个 子 集 r, 7 至 少 由 号 个 点 构成 ,并 且 7 中 任意 两 点 


的 距离 至 少 为 /3 个 单位 . 
(第 35 届 加 拿 大 奥林匹克 试题 ) 
证 明 先 证 明 下 列 引 理 . 
引 理 ”如 图 6- 40, 在 全 4BC 中 , 若 1<c<b<yV3,a>1, 则 二 >30?. 
引 理 的 证 明 ”由 余弦 定理 ,有 
bt+eo-a 1 1 
24 < 2pc 2c 
因为 (5) = 去 (1- 香 + 吉 )>0, 所 以 
c+2 1 


-+2. 1 (c+2 
/Ab)</Y3)=5 寺 -= 二 (e+2) 


2 _1 
(4+ 疆 -地 )=/(5). 


寅 互 路 监 下 和 性 普 水 周 站 症 O 


小 互 中 浴 否 开心 汝 油 周 渡 交 oO 


J 21- V3 
< +2W3+A1- 7 


故人 4>30?. 


下 面 证 明 原 题 , 设 S= 7k# + r, 其 中 上 = [号 ] ,0<r<6. 考 虑 S 中 n 5 
个 点 的 凸 包 , 设 4, 为 其 一 个 顶点 ,于 是 内 角 和 4, < 180°, 则 5 中 至 多 有 6 
个 点 到 4 的 距离 小 于 VY3( 否 则 ,车 有 7 个 点 到 4, 的 距离 小 于 V3, 将 7 个 
点 分 别 与 4 连结 , 顺 时 针 依次 为 N,N,,…, AN , 则 由 引 理 知人 N41 Ni 
>30n(i=1,2,…,6) ,故人 4 过 凡人 NA1Ni,1 二 180, 式 盾 ). 

去 掉 41 及 与 4, 距离 小 于 /3 的 点 后 的 点 集 记 为 5, ,可知 S, 中 任意 
一 点 到 4 的 距离 不 小 于 /3. 重 复 上 述 步骤 ,得 到 4,, S:;…, 直 到 得 到 4,, 5S,, 且 1 S51>> 
r, St 中 任意 一 点 到 A 的 距离 不 小 于 V3. 

因此 7= 141U4,U…U 4;1U181 为 满足 题 设 要 求 的 点 集 , 其 中 B 为 5; 中 任意 


图 6-40 


一 点 . 
例 10 设 平面 内 有 2009 个 点 ,其 中 任意 17 点 中 存在 11 点 被 一 个 直径 为 1 的 圆 覆 


盖 , 若 ”个 直径 为 2 的 圆 可 覆盖 所 有 2009 个 点 . 求 n 的 最 小 值 . 


解 首先 作 边 长 为 3 的 正六 边 形 4BCDEF , 设 正六 边 形 的 中 心 为 0. 选 择 2009 个 
点 组 成 的 点 集 S 如 下 :其 中 6 个 点 是 正六 边 形 的 6 个 顶点 ,其 余 2003 个 点 都 在 以 0 为 
圆心 ,直径 为 1 的 圆 内 .显然 $ 内 任意 17 点 中 至 少 有 11 点 被 以 0 为 中 心 ,1 为 直径 的 
圆 覆 盖 . 而 且 任 意 直 径 为 2 的 圆 至 多 覆盖 正六 边 形 的 一 个 顶点 ,再 不 能 覆盖 S 中 其 他 
任何 点 , 故 至 少 要 7 个 直径 为 2 的 圆 才能 覆盖 $ 中 所 有 2009 个 点 ,所 以 n>>7. 

下 面 我 们 证 明 至 多 只 要 7 个 直径 为 2 的 圆 就 能 覆盖 S 中 所 有 2009 个 点 . 

对 $ 内 任意 8 个 点 ,再 另 取 S 内 9 点 ,一 共 17 个 点 ,由 已 知 条 件 知 这 17 点 中 至 少 
11 点 可 以 被 一 个 直径 为 1 的 圆 覆盖 ,至 多 6 点 没有 被 覆盖 .也 就 是 任 取 的 8 点 中 至 少 
有 2 点 被 直径 为 1 的 一 个 圆 覆盖 ,它们 之 间 的 距离 不 大 于 1, 于 是 ,我 们 证 明了 $ 内 的 
任意 8 点 中 必 有 2 点 ,它们 之 间 的 距离 不 大 于 1. 

任 取 $ 内 一 点 4 ,以 4, 为 圆心 ,2 为 直径 作 @O4, ,如 果 $ 内 其 余 的 点 都 被 这 个 贺 
覆盖 ,那么 只 要 1 个 圆 就 够 了 ,否则 ,在 @O4, 外 任 取 一 点 4 , 则 414; > 1. 以 4 为 圆 
心 ,2 为 直径 作 @4; ,如 果 S 内 所 有 点 都 被 @4, 和 @4, 覆盖 ,那么 只 要 两 个 圆 就 够 了 . 
否则 ,如 此 连续 下 去 ,可 得 7 个 圆 :O4,,@O4:,…,@4; 满足 每 个 圆 的 直径 都 为 2 并 且 
44 >1(1<i<j<7). 对 5 内 除 41,4,,…,4; 外 的 任意 一 点 B, 则 8 点 4 ,42，…4)， 


B 中 必 有 2 点 ,它们 之 间 的 距离 不 大 于 1, 但 44 > 1(1<i<j<7), 故 必 有 某 个 4.:8< 
1, 即 8 被 4; 覆盖 .由 B 的 任意 性 知 S 内 所 有 点 都 被 7 个 圆 :O4 ,OO4，…,@O4) 覆 


a 

综 上 所 述 ,所 求 n 的 最 小 值 等 于 7. 

例 11 在 正 n 边 形 的 每 一 个 顶点 上 各 停 有 一 只 喜 更 , 侦 受 惊吓 , 众 喜 更 都 飞 去 .一 
段 时 间 后 ,它们 又 回 到 这 些 顶点 上 , 仍 是 每 个 顶点 上 一 只 ,但 未 必 都 回 到 原来 的 顶点 . 
求 所 有 正 整 数 ", 使 得 一 定 存在 3 只 喜 静 ,以 它们 前 后 所 在 的 顶点 形成 的 三 角形 或 同 为 


锐角 三 角形 或 同 为 直角 三 角形 或 同 为 钝 角 三 角形 . (2001 年 中 国 奥林匹克 试题 ) | 


证 明 n=3,4 时 ,结论 显然 成 立 . 

当 n>5 时 , 连 出 5 条 对 角 线 的 正 五 边 形 B 万 
中 , 恰 有 钝 角 三 角形 和 锐角 三 角形 各 5 个 . 当 
5 只 喜鹊 4,B,C, 也 , 巨 飞 落 前 后 的 状态 如 图 4 5 4 
6- 41 所 示 时 ,锐角 三 角形 与 钝 角 三 角形 互 
变 ,不 满足 题 中 要 求 , 故 n =5 不行 . BE p 

当 n>6 时 , 若 n=2m(m>3,mEN,)， 

取 正 n 边 形 一 对 相对 顶点 4,B, 并 考察 从 这 

两 点 起 飞 的 两 只 喜 静 ( 仍 称 之 为 4 和 B) 的 落 点 . 若 喜 更 4,8B 的 落 点 仍 是 一 对 相对 顶 
点 , 则 可 任 取 一 只 喜 静 C, 则 3 只 喜 更 4、8、C 前 后 所 占据 的 顶点 都 构成 直角 三 角形 ; 
车 喜 静 4 、B 的 落 点 4 , B' 不 是 相对 顶点 , 设 4' 的 相对 顶点 是 C', 并 记 返 回 后 落 在 C' 的 
喜鹊 是 从 点 C 起飞 的 ,于 是 4.B、C 三 只 喜鹊 飞 落 前 后 所 占据 的 顶点 都 构成 直角 三 角 
形 ,这 就 证 明了 不 小 于 4 的 偶数 都 满足 要 求 . - 

若 n=2m + 1(m>3,mEN, ), 因 为 正 多 边 形 连同 顶点 上 落 的 喜 竟 一 起 旋转 时 ,三 
角形 的 形状 不 变 , 故 可 假设 一 只 喜 静 4 飞 走 后 返 回 时 仍 落 在 原 处 .过 4 作 正 m 边 形 的 
外 接 圆 的 一 条 直径 44' ,于 是 这 条 直径 两 侧 各 有 m 只 喜 静 , 易 见 ,位 于 直径 同 侧 的 2 只 
喜 静 与 4 一 起 所 在 3 个 顶点 构成 一 个 钝 角 三 角形 .由 于 mm>3, 位 于 直径 同 侧 的 m 只 
喜 静 中 飞 走 后 返 回 时 至 少 有 [ 2 1] + 1>2 只 喜 静 仍 在 直径 的 同一 侧 , 设 其 中 2 只 为 
B、C, 则 3 只 喜鹊 4、8、C 飞 落 前 后 所 在 的 3 个 项 点 都 构成 钝 角 三 角形 ,这 就 证 明了 不 
小 于 7 的 奇数 也 满足 要 求 ,所 以 满足 题目 要 求 的 正 整 数 就 是 ">3 上 且 mn 关 5. 

例 12 设 正 整数 n=4, 由 平面 上 个 点 P,P,,…,P, 所 构成 的 集合 S 满足 :任意 
3 点 不 共 线 ,任意 4 点 不 共 圆 , 设 a,(1< :< n) 表 示 包 含 点 P, 在 内 的 圆 己 PP, 的 个 数 ， 
且 m(S) = al + as+…+a, .证明 :存在 依赖 于 nn 的 正 整 数 /(n), 使 S 中 的 点 是 凸 m 边 


名 


图 6-41 


形 的 顶点 的 充分 必要 条 件 是 m(S) = f(n). (2001 年 第 41 届 IMO 预选 题 ) 
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隐 吾 中 隐 慰 丘 届 溢 测 同 泛 壮 O 


洁 吾 中 小 全 扣 帐 潍 负 加 洪 奖 O 


| 积 为 2 的 正方 形 内 . (第 6 届 全 苏 奥 林 匹 克 试题 ) | 


Y 设想 将 从 下 往 上 数 第 +1 行 最 左边 的 边 长 为 ,的 那个 正方 形 移 到 第 & 行 的 右 
288 | 


证 明 n=4 时 ,车 P,P,,P;, Ps 不 是 凸 四 边 形 的 4 个 顶点 ,不 妨 设 Ps 在 | 
入 P PP 内 , 则 a = as = ao =0,as=1, 所 以 m(S) =1. 
车 P,P ,P,P 是 一 个 是 四 边 形 的 顶点 , 则 当 人 人 P) + 人 Ps > 180? 时 ,人 P, + 人 Ps < 


180", 所 以 a = a3 = 1, oa = a4 =0,m(S) =2. 同 理 当 人 人 P+ 人 P3 < 180? 时 , 人 P, + | 
ZLP,>180°, 所 以 al = as =0,a +as=lm(S)=2. 

当 n=5 时,m(5) 是 对 所 有 的 点 组 (P, ,PPP ) 计 数 , 其 中 ( P,PiPjPi) 表 示 包 含 点 
P, 的 圆 PP,P; 的 数目 ,1<1<n. 对 于 $ 中 的 每 一 个 4 元 子 集 | P; ,P,P ,P| 有 4 种 可 
能 的 点 组 (Pi, PjPiP,),(P;, PPiP,),(Pi, PPP,),(P,, PP,P,) 对 m(5) 的 贡献 为 1. 由 
n=4 时 的 分 析 知 道 , 当 这 个 4 元 子 集 组 成 一 个 凸 四 边 形 的 4 顶点 时 ,这 4 个 点 组 中 恰 
有 2 个 对 m(S) 的 贡献 为 1, 否则 4 个 点 组 中 仅 有 工 个 对 m(5) 的 贡献 为 1. 

如 果 ce(S) 和 5(S) 分 别 表示 5 的 可 构成 凸 四 边 形 和 不 能 构成 凸 四 边 形 的 4 元 子 
集 的 个 数 , 则 mm(S) =2a(S) + 6b(5). 又 因为 a(S)+ 6(S)= C ,所 以 mm(S) = C+ 
a(5). 

如 果 S 中 的 点 是 凸 n 边 形 的 顶点 ,那么 c(S) = C4, 所 以 m(S)=2Ct. 

反之 ,如 果 m(5) =2C ,那么 a(5)= C\, 即 S 中 任何 4 点 均 构成 一 个 凸 四 边 形 ， 
从 而 $ 中 的 点 是 凸 mn 边 形 的 顶点 . 

这 就 证 明了 f(n) =2Ct 满足 题目 条 件 . 

例 13 若干 个 正方 形 的 面积 之 和 等 于 1, 求 证 :它们 可 以 不 重 亚 地 媒人 到 一 个 面 


证 明 将 这 些 正方 形 按 边 长 由 大 到 小 的 顺序 排 成 | 
一 行 , 设 其 最 大 边 长 为 *= hi, 再 将 它们 移植 到 边 长 为 /3 
的 正方 形 (面积 为 2) 中 ,使 边 长 为 的 正方 形 紧 巾 大 正 ,| 上 

方形 的 左下 角 , 其 他 依次 排 在 大 正方 形 的 底 边 上 ,直到 
排 边 长 为 h 的 正方 形 开始 超出 大 正方 形 的 右边 ;将 边 
长 为 hh 的 正方 形 以 及 以 后 的 正方 形 移 到 上 一 行 ,使 其 内 
左边 重合 于 大 正方 形 的 左边 ,而 底 边 与 边 长 为 x 的 正方 
形 的 上 底 重合 ,其 后 的 正方 形 依次 排 成 一 行 ,直到 排 到 图 6- 人 
边 长 为 hs 的 正方 形 时 又 超出 了 大 正方 形 的 右边 ;将 边 
长 为 h 的 正方 形 及 以 后 的 正方 形 又 移 到 上 一 行 ,并 且 这 样 一 直 做 下 去 …( 图 6- 42). 
车 我 们 能 证 明 # = 名 , hh，… 的 和 加 = 各 + ho+ 有 +… 不 超过 /7, 则 所 有 这 些 正方 形 
已 无 重 春 地 放 人 大 正方 形 . 


端 ,那么 它 就 在 大 正方 形 的 右 端 露出 了 一 部 分 ,因此 第 k 行 中 所 有 小 正方 形 的 面积 之 
和 不 小 于 W2 一 x) 有,1(k=2,3,…), 而 第 一 行 中 所 有 小 正方 形 的 面积 之 和 不 小 于 x? + 
(2 -x)hs, 于 是 所 有 这 些小 正方 形 的 面积 之 和 不 小 于 

x + (WN2— x)(h,+ hy+')=x +(/2- rx)(h— x). 
而 由 题 设 所 有 小 正方 形 的 面积 之 和 为 1, 所 以 

x + (WN2-x)(h-x)<l. 
由 此 得 出 


a NW oN a VE ET 
he +x=3V2 2(W2 -x) 万 <3 2 /2W2 了 "万 -=V2， 


例 14 给 定 (3n+1) x (3n +1) 的 方 格 纸 (n€ N, ), 试 证 任意 前 去 一 个 方 格 后 , 余 
下 的 纸 必 可 全 部 剪 成 形 如 绩 的 工 形 纸 片 .(1992 年 中 国家 队 选 拔 考试 题 , n = 662 时 为 
1987 年 第 21 届 全 苏 奥林匹克 考试 题 ) 


(a) 


证 明 n=1 时 ,由 $4-7 中 例 4 可 知 结论 成 立 .n=2 时 ,为 7x7 方 格 纸 .首先 ,每 
一 个 2x3 的 纸 片 可 剪 成 2 个 工 形 纸 片 .其 次 ,由 对 称 性 ,不 失 一 般 性 可 假设 剪 去 的 一 
格 位 于 左上 角 4 个 2x2 的 正方 形 工 .I、 亚 .KW 的 某 一 个 内 (图 6- 43(a)), 如 果 剪 去 的 
一 格 在 工 或 开 或 亚 内 , 则 工 、 工 `. 亚 余下 的 部 分 为 一 个 二 形 纸 片 ， 
其 余部 分 可 分 别 按 图 6- 38(b),(c),(d) 全 部 剪 成 工 形 纸 片 .如 
果 剪 去 的 一 格 在 人 内 , 则 只 要 作 图 6- 43(e) 关 于 主 对 角 线 4C 的 | (stra) (3k+1) |3kx6 
对 称 图 即 可 ,这 就 证 明了 n = 2 时 结论 成 立 . 

设 n= 上 时 结论 成 立 . 那 么 n =k+2 时 ,不 失 一 般 性 ,可 设 
剪 去 的 一 格 位 于 左上 方 (3k + 1) x (3k+1) 的 正方 形 内 ,这 时 将 | 6X3& 
(3k+7) x (3k+7) 的 纸 片 分 成 4 块 :左上 方 是 (3k + 1) x (3k+ 
1) 的 正方 形 , 右 下 方 是 7x7 正方 形 去 掉 左上 方 的 一 个 方 格 , 左 图 6-44 
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往 吾 中 深层 瞩 眉 涟 测 同 讨 姜 O 


中 攻 属 下 帐 亚 洪 加 六 着 O 


丁 吕 


沉 
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下 方 和 右上 方 分 别 是 6 x 3k 和 3k x 6 的 矩形 ,因为 6x3k 和 3k x6 的 矩形 可 全 部 剪 成 
2x3 或 3x2 的 纸 片 , 故 都 可 全 部 剪 成 工 形 纸 片 .而 由 归纳 假设 及 二 = 2 的 证 明知 左上 | 
方 及 右 下 方 的 两 块 也 能 全 部 剪 成 L 形 纸 片 ,这 就 证 明了 n = k +2 时 结论 成 立 . 于 是 ， 
我 们 完成 了 原 题 的 证 明 . | 


【模拟 实战 六 】 


习题 A 


. 平面 内 已 给 5 个 点 ,连接 这 些 点 的 直线 互 不 平行 , 互 不 垂直 ,也 不 重合 ,过 每 点 向 其 
余 4 点 所 连 的 直线 作 垂 线 ,这 些 垂 线 至 多 有 多 少 个 交点 (已 知 5 点 除外 )? 
(第 6 届 IMO 试题 ) 
. 平面 内 是 否 存在 这 样 7 条 不 同 的 直线 ,这 些 直线 的 交点 中 至 少 有 6 个 点 ,每 点 恰 为 3 
条 直线 的 交点 ,并且 至 少 有 4 个 点 ,每 点 恰 为 2 条 直线 的 交点 ? 
-平面 上 给 定 100 个 点 ,其 中 任意 3 点 可 组 成 三 角形 ,证 明 至 多 有 70% 的 三 角形 为 锐 
角 三 角形 . (第 12 届 IMO 试题 ) | 


. 全 4BC 中 有 -个 内 角 不 超过 了 (n>5) ,证明 : 人 ABC 的 最 长 边 与 最 短 边 之 比 4 不 小 


ID 


ww 


ES 


本 
于 2cos 


. 证 明 :4, >2sin n(n>4) .(24, 的 定义 见 $2 例 10) 


6. 在 平面 内 给 定 一 个 有 限 点 集 ,其 中 任何 3 点 不 共 线 , 且 对 于 集中 任何 3 点 4, 8, C， 
入 4BC 的 重心 也 在 此 集 之 中 , 求 所 有 这 样 的 集合 . 
(1992 年 第 18 届 全 俄 奥林匹克 试题 ) 
7. 一 块 楼 梯形 砖 由 12 个 单位 正方 形 组 成 , 宽 为 2 且 有 3 层 台阶 (如 
图 ) , 求 所 有 正 整 数 ", 使 得 若干 块 砖 可 拼 成 楼 长 为 n 的 正方 体 . Se 
试 证 平面 内 的 整 点 凸 五 边 形 ( 即 五 个 顶点 的 坐标 都 是 整数 的 凸 五 边 Se 


形 ) 的 面积 不 小 于 3 25 


9. 在 边 长 为 20 x 25 的 长 方形 内 任意 放 入 120 个 边 长 为 1 的 正方 形 .证 
明 : 在 此 长 方形 内 还 可 以 放 入 一 个 直径 为 1 的 圆 , 它 与 放 人 的 120 个 (第 7 题 ) 
正方 形 中 任何 一 个 不 重 登 . (第 1 届 全 俄 奥林匹克 试题 ) 

10. 将 8x8 方 格 纸板 的 一 角 剪 去 一 个 2x 2 的 正方 形 , 问 余下 的 60 个 方 格 能 否 剪 成 15 


u 


oo 
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20. 


块 形 如 HLD 的 所 形 "小 纸 片 ? (1989 年 中 国 东北 三 省 邀请 赛 试题 ) 


. 在 凸 100 边 形 的 内 部 标 出 个 点 ,2<k<50, 求 证 可 以 从 该 100 边 形 的 顶点 选 出 2k 


点 来 ,使 得 所 标 出 的 有 个 点 全 部 落 在 以 所 选 出 的 2k 个 顶点 为 顶点 的 2k 边 形 的 内 
部 (第 20 届 全 俄 奥林匹克 试题 ) 


. 能 否 将 下 列 m x n 矩形 分 剖 成 若干 个 形 如 的 江 形 "? 


(1)m x n= 1985 x 1987? 
{2)m x n = 1987 x 1989? 
(1987 年 第 28 民 IMO 预选 题 ) 


. 找 出 满足 下 列 条 件 的 最 小 正 整数 n: 如 果 对 平面 内 任意 有 限 点 集 4 中 任意 个 点 ， 


总 有 能 将 这 n 个 点 覆盖 的 两 条 直线 , 则 存在 两 条 直线 可 以 覆盖 4 中 所 有 点 . 
(第 20 届 伊 朗 奥 林 匹克 试题 ) 


. 能 否 将 9 个 点 放 到 一 个 平面 内 的 11 条 直线 上 ,使 得 每 条 直线 上 恰 有 3 个 点 ? 


习题 B 


.在 8x8 方 格 的 国际 象棋 棋盘 的 一 些 方 格 中 标 上 星 号 ,使 得 : 


(1) 每 两 个 标 星 号 的 方 格 都 既 无 公共 边 也 无 公共 顶点 ; 
(2) 每 一 个 未 标 星 号 的 方 格 至 少 与 一 个 标 有 星 号 的 方 格 有 公共 边 或 公共 顶点 . 
问 最 少 要 在 多 少 方 格 中 标 星 号 ?说明 理由. (1990 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


.在 nxn(n>>2) 的 方 格 棋 盘 上 ,任意 放 和 信 2n 枚 棋子 ,每 枚 棋子 都 放 在 一 个 方 格 的 


中 心 ,求证 其 中 必 有 4 枚 棋子 放 在 一 个 平行 四 边 形 的 4 个 顶点 上 . 
(1993 年 中 国 国家 队 测 验 题 ) 


. 设 4,B 为 平面 内 的 两 个 有 限 点 集 ,4 门 B= 多 ,并 且 AUB 中 任意 3 点 不 共 线 .如 


果 4, 呈 中 至 少 有 一 个 的 点 数 >5, 证 明 :存在 一 个 三 角形 , 它 的 顶点 全 在 4 中 或 全 

在 8 中 , 它 的 内 部 不 含 另 一 个 集合 中 的 点 . (第 26 届 IMO 预选 题 ) 
之 

ieee 


(2002 年 中 国 奥林匹克 试题 ) 


PiP, 
. 对 于 平面 内 任意 4 个 不 同 的 点 Pi, PP, P,, 求 比值 全 <5 忆 的 最 小 值 . 


. 在 坐标 平面 上 给 定点 集 S = 1(x*,y)1x =1,2,…,1993,y = 1,2,3,4| ,已 知 TCS 且 


了 中 任何 4 点 不 是 某 个 正方 形 的 4 个 顶点 , 求 171 的 最 大 值 . 
(1993 年 中 国 国家 队 选 拔 考试 试题 ) 
平面 上 给 定 有 限 个 多 边 形 ,如果 对 其 中 任何 两 个 ,都 有 一 条 过 原点 的 直线 和 它们 都 
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相交 , 则 称 这 些 多 边 形 是 恰当 放置 的 . 
3 


EEED. ,. 
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求 最 小 正 整数 m, 使 得 对 任意 一 组 恰当 放置 的 多 边 形 , 均 可 作 m 条 过 原点 的 直线 ， 
使 得 这 些 多 边 形 中 的 任 一 个 至 少 与 这 m 条 直线 中 的 一 条 相交 . 
(1990 年 国家 集训 队 选 拔 考试 试题 ) 
21. 已 知 nx n(n 是 奇数 ) 的 棋盘 上 每 个 单位 正方 形 被 黑白 相间 地 染 了 色 , 且 4 角 的 单 
位 正方 形 染 的 是 黑色 ,将 3 个 连 在 一 起 的 单位 正方 形 组 成 的 工 形 图 称 作 一 块 "多米 
诺 ". 问 n 为 何 值 时 ,所 有 黑 格 可 用 互 不 重合 的 "多米诺 "覆盖 ? 若 能 戏 盖 ,最 少 需要 
多 少 块 “多 米 诺 "? (2003 年 第 43 届 IMO 预选 题 ) 
. 考虑 下 列 由 4 个 单位 正方 形 组 成 的 卫 形 图 形 :是 D,c9 昌 .假设 m,n 是 大 于 1 的 正 整 
数 .证 明 :m x n 的 矩形 能 被 上 述 工 形 图 形 不 重 友 的 覆盖 的 充 要 条 件 是 mm 是 8 的 
倍数 . (2000 年 朝鲜 奥林匹克 试题 ) 
. 求 最 小 正 整数 w(>3) ,使 得 平面 内 任意 无 三 点 共 线 的 n 个 点 中 , 必 有 三 点 是 一 个 
非 等 腰 三 角形 的 顶点 ， (2005 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) | 
24. 设 PP 为 下 2006 边 形 .如 果 P 的 一 条 对 角 线 的 两 端 将 P 的 边界 分 为 两 部 分 ,每 部 分 
都 包含 的 奇数 条 边 ,那么 该 对 角 线 称 为 “好 边 ” ,规定 P 的 每 条 边 均 为 “好 边 ”. 
已 知 2003 条 在 P 内 部 不 相交 的 对 角 线 将 P 分 割 成 若干 三 角形 .试问 在 这 种 分 割 之 | 
下 ,最 多 有 和 多少 个 有 两 条 “好 边 ” 的 等 腰 三 角形 ? (第 47 届 IMO 试题 ) 
. 由 6 个 单位 正方 形 构成 的 如 右 图 形 以 及 它 的 旋转 或 翻转 所 得 到 的 图 形 


B 
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B. 


这 


统称 为 钩 形 . 试 确定 所 有 m x n 矩形 ,使 其 能 被 钩 形 所 覆盖 ,要 求 : 
(1) 覆 盖 矩 形 时 ,不 能 有 空隙, 钩 形 之 间 不 重合 ; 
(2) 钩 形 不 能 覆盖 到 矩形 外 . (第 45 届 IMO 试题 ) 
26. 试 求 最 大 的 $ ,使 得 总 面积 为 5 的 任何 有 限 个 多 个 小 正方 形 ,总 可 以 放 
入 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 7 中 ,使 其 中 任意 两 个 正方 形 都 没有 公共 内 点 . 
(第 48 届 IMO 中 国 国 家 队 培 训 测 试题 ) 
27. 已 知人 4BC 获 盖 凸 多 边 形 N .证 明 :存在 一 个 与 人 4BC 全 等 的 三 角形 能 够 覆盖 MM， 
并 且 它 的 一 条 边 所 在 直线 与 W 的 一 条 边 所 在 直线 平行 或 者 重合 . 
(第 47 届 IMO 中 国 国 家 队 选 氢 考试 试题 ) 
28. 在 平面 上 有 n(>3) 个 半径 为 1 的 圆 ,其 中 任意 三 个 圆 中 至 少 有 两 圆 有 交点 .证 明 
这 些 圆 覆 盖 平 面 的 面积 小 于 35. (第 48 届 IMO 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 
29. 平面 上 给 定 一 些 宽度 为 定 长 的 矩形 长 带 (长 度 足 够 长 ) 和 一 个 半径 为 1 的 圆 ,这 些 
长 带 的 宽度 之 和 为 16. 证 明 :可 以 平移 这 些 长 带 使 它们 覆盖 这 个 半径 为 1 的 圆 . 
30. 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,4B=a,BC=6b,CD=c,DA=d,AC=e,BD=/f, 县 max|a， 
b,c,d,e,f1 =1. 求 abcd 的 最 大 值 . (第 45 届 IMO 中 国 国 家 队 测 试题 ) 


4 一 才 


(第 5 题 ) 


第 七 章 ”图 论 中 的 问题 


$1 基础 知识 


1. 图 的 基本 概念 


由 一 个 点 集 V 以 及 连接 其 中 某 些 点 对 的 线段 集 组 成 的 图 形 称 为 图 , 记 为 
(V,E) .其 中 V 中 的 点 称 为 顶点 ,E 中 的 线段 ( 可 以 是 曲线 段 ) 称 为 边 ,有 n 个 顶点 的 图 
称 为 n 阶 图 ， 

相 邻 项 点 和 相 邻 边 ”车 一 个 图 6 中 ,两 个 顶点 w 和 六 有 边 e 相连 , 则 称 v; 与 w 相 
邻 ,并 称 。 与 w” 和 vw 相关 联 ,否则 称 v 与 wy 不 相 邻 . 若 两 条 边 e; 和 e 有 公共 顶点 , 则 称 
e 与 6 相 邻 . 

环 若 一 条 边 连接 的 是 同一 项 点 , 则 称 此 边 为 环 . 

平行 边 ” 若 几 条 边 连接 相同 的 两 个 顶点, 则 称 这 几 条 边 为 平行 边 . 

简单 图 若 一 个 图 没有 环 , 也 没有 平行 边 , 则 称 这 样 的 图 为 简单 图 . 

完全 图 每 两 个 顶点 之 间 都 有 边 相 连 的 简单 图 称 为 完全 图 ,有 n 个 顶点 的 完全 图 
(n 阶 完全 图 ) 记 为 K, . Ks 又 叫做 三 角形 . 

项 点 的 度 ( 或 次 数 ) 图 中 与 顶点 v 相关 联 的 边 数 (约定 环 作 两 条 边 计算 ) 称 为 顶 
点 ”的 度 (或 次 数 ) , 记 为 4(v) .车 5。 的 度 是 奇数 , 则 称 v 是 奇 顶点 ;iv 的 度 是 偶数 , 则 称 
”是 偶 顶点 . 

部 图 若 图 GC(V,E) 的 顶点 集 V 可 分 成 个 两 两 不 相交 的 子 集 的 并 , 即 

v= Uv, viN V=G(i#)). 

并 且 同 一 子 集 V 内 任何 两 个 顶点 没有 边 相 连 (i = 1,2,…,k), 则 称 这 样 的 图 为 部 
| 图 , 记 作 CG(V,,V,…, Vi;E).2 部 图 又 叫做 偶 图 , 常 记 为 C(X,Y; E). 

完全 上 部 图 在 一 个 部 图 G(Vi,V,…, WV;E) 中 ,1V.1=m(i=1,2,…,k), 车 
对 任意 v.€ VvE Viz#j,i,j=1,2,…,k 均 有 边 连 接 v, 和 w, 则 称 此 图 6 为 部 完 
全 图 , 记 为 Ks ,wm 。 


由 于 每 条 边 有 两 个 端点 ,对 度 的 贡献 是 2( 若 一 条 边 的 环 时 , 它 对 度 的 贡献 也 是 2)， 
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故 图 C(V,E) 中 有 下 列 结论 成 立 : 
定理 1( 欧 拉 ) 在 图 GC(V,E) 中 ,有 它 d(v)=21El. 
由 此 公式 立即 可 得 下 列 结论 : 
定理 2 在 图 GC(V,E) 中 , 奇 项 点 的 个 数 是 偶数 .- 
， 
定理 3( 托 兰 定理 ) 有 n 个 顶点 且 不 含 三 角形 的 简单 图 6 中 最 多 有 [ 千 ] 条 边 ， 
这 个 定理 的 证 明 见 第 二 章 §$3-3 例 3, 且 当 n=2m 时 取 G= Kn, 当 n=2m+1 


| 时 , 取 G = K.。,1 ,其 边 数 达 到 最 大 值 . 


进一步 , 设 n= mk+r(m,kEN. ,7 为 非 负 整 数 , 且 0<r<m), 并 且 完全 m 部 图 
Km 中 ,ni = 2 = + 1m = nr2 =…= nm = 此, 设 其 边 数 为 e。(n), 则 
显然 有 

en(n)= C7 -ri -(m-r) ct. 

将 r 用 n- mk 代入 整理 可 得 

人 (= Ci+(m-1D)C4,, 其 中 k= [三 ]. O 

显然 任意 m 部 图 中 不 含 K,, ,并 且 定 理 3 可 推广 为 下 列 定理 3'. 

定理 3'( 托 兰 定理 ) 有 n 个 顶点 且 不 含 K,,1 的 图 中 最 多 有 eu (mn) 条 边 ,其 中 
en(n) 由 〇 式 给 出 . 

定理 3' 的 证 明 略 去 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 /4 邦 迪 和 LU. S.R 默 蒂 著 的 《图 论 及 
其 应 用 一 书 中 的 第 七 章 的 87- 3. 

正则 图 若 一 个 图 G 中 每 个 顶点 的 度 都 等 于 , 则 称 6 为 阶 正则 图 . 


子 图 若 两 个 图 G(V,E) 和 G,(V,E,) 满 足 V, CV,E,CcE, 则 称 G, 是 6G 的 子 | 


图 . 
2. 连通 图 \、 树 
链 和 国 图 G(V,EE) 中 一 个 由 顶点 和 边 组 成 的 序列 W= voeivi eG… ewwi ,其 中 


wEV(0<i<h),e EB(1<j<h), 且 ei 与 -1 与 vi 相关 连 , 则 称 WW 为 图 C(V,E) 的 | 


一 条 链 , 称 为 链 的 长 度 ,并 称 vo 为 起 点 ,w 为 终点 . 若 其 中 各 边 e, ez，…ek 皆 相 异 
时 ,W 称 为 迹 ; 若 WW 中 的 各 个 顶点 相 异 (从 而 各 边 也 相 异 ) 时 ,W 称 为 路 .起 点 与 终点 重 
合 的 链 称 为 回路 ,起 点 与 终点 重合 的 路 称 为 图 ,长 度 为 3 的 圈 称 为 三 角形 .长 度 为 mn( > 
4) 的 圈 称 为 n 边 形 , 长 度 为 奇 ( 偶 ) 数 的 图 称 为 奇 ( 偶 ) 圈 . 

连通 图 若 G 中 任意 两 个 顶点 分 别 是 一 条 链 的 起 点 和 终点 时 , 则 G 称 为 连通 图 . 


树 ” 没有 图 的 连通 图 称 为 树 ,常用 7 表示 ,其 中 度 为 1 的 顶点 称 为 树叶 (或 悬挂 
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点 ) 

定理 4 一 个 图 6 是 二 部 图 的 充 要 条 件 是 C 不 含 奇 圈 . 

证 明 必要 性 . 设 C= G(X,Y;) 是 一 个 二 部 图 ,4,4，…4,4, 是 6 中 任意 一 个 
圈 , 不 妨 设 4A, EXX, 因 为 X(Y) 中 任意 两 点 没有 边 相连 , 故 4:E Y,4;€ X,A4EY,A;E 
贸 ,…, 即 下 标 为 奇数 的 点 属于 ,下 标 为 偶数 的 点 属于 了 ,而 4, EY, 故 n 为 偶数 , 故 C 
只 含 偶 圈 (包括 不 含 圈 ) 而 不 含 奇 圈 . 

充分 性 . 设 6 不 含 奇 图, 不 妨 设 6 是 连通 的 (否则 只 需 对 6 的 每 个 连通 子 图 进行 
同样 的 证 明 ) ,对 G 的 任意 二 个 顶点 4 和 B, 我 们 用 (4,8B) 表 示 从 4 到 B 的 最 短路 ， 
d( 4，B) 表 示 最 短路 (4,B) 的 长 , 任 选 6 的 一 个 顶点 4 ,定义 G 的 顶点 集 V 的 一 个 分 类 : 

= 1BE V1d(4,B) 是 偶数 } ， 

Y= 1CE V1d(4,C) 是 奇数 }. 
显然 X 站 Y= 多 .下 面 证 明 X(Y) 内 任意 两 点 不 相 邻 ,假设 B,D 是 X 内 的 两 个 顶点 .P 
是 最 短路 (4,8), 0 是 最 短路 (4,D), 以 4, 记 P 与 Q 的 最 后 一 个 公共 顶点 , 因 P 了 和 0 
都 是 最 短路 ,P 和 Q@ 上 从 4 到 4 的 一 段 路 都 是 从 4 到 4 的 最 短路 (4 ,41), 故 其 长 度 
相同 , 现 因 为 P 和 0 的 长 都 是 偶数 , 故 P 上 从 4, 到 B 的 最 短路 (4,,B) 与 0 上 从 有 4 
到 D 的 最 短路 ,其 长 度 d(4,,8B) 与 da(41,D) 有 相同 的 奇偶 性 .于 是 从 吃 经 过 4 到 B 
的 路 的 长 = d(41,B) + d(h1,D) = 偶数 , 若 B 与 D 相 邻 则 得 到 一 个 奇 圈 , 与 假设 矛 
全 故 X 中 任意 两 点 不 相 邻 . 同 理 可 证 ,Y 中 任意 两 点 不 相 邻 ,这 就 证 明了 6 是 二 部 


定理 5 如 果树 7 的 顶点 数 =2, 则 7 中 至 少 有 两 个 悬挂 点 (事实 上 最 长 的 一 条 路 


的 起 点 和 终点 必 为 两 个 悬挂 点 ). 

定理 6 记 树 的 顶点 数 为 n, 则 它 的 边 数 为 e。 = n - 1( 由 定理 5 并 应 用 数学 归纳 法 
立即 可 证 明定 理 6 成 立 ). 

定理 7 设 7T 是 有 n 个 顶点 ,e 条 边 的 图 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) 图 了 是 树 ; 


(2) 图 无 圈 , 并 且 e=n-1; 

(3) 图 了 是 连通 的 ,并 且 e=m -1 

(4) 图 7 中 任意 两 个 顶点 之 间 有 且 只 有 一 条 路 ; 

(5) 图 了 是 连通 的 ,但 7 中 去 掉 任 意 一 条 边 后 不 连通 . 

定理 8 n 阶 连通 图 中 以 树 的 边 数 最 少 , 且 n 阶 连通 图 必 有 一 个 子 图 是 树 . 
定理 7 和 8 的 证 明 , 读 者 可 以 自己 去 完成 或 参看 有 关 图 论 书籍 . 


3. 匹配 与 完美 匹配 


匹配 图 G(V,E) 中 若干 互 不 相 邻 的 边 组 成 的 集合 称 为 6 的 一 个 匹配 .6 中 单独 
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笨 吾 只 迷 层 吾 帐 潍 沁 加 和 蓉 冯 0 


鹤 下 人 宵 准 下 乓 性 泗 油 岂 并 凋 o | 


一 条 边 也 是 一 个 匹配 . 

完全 匹配 设 G(X,Y;E) 是 一 个 二 部 图 ( 偶 图 ), 如 果 存 在 G 的 一 个 匹配 ,使 得 六 
中 每 一 点 都 是 这 个 匹配 中 的 点 , 则 称 这 个 匹配 是 到 了 的 完全 匹配 . 

完美 匹配 若 一 个 匹配 既是 一 个 二 部 图 G(X,Y;E) 中 XX 到 Y 的 完全 匹配 ,又 是 
了 到 XX 的 完全 匹配 , 则 称 这 个 匹配 是 二 部 图 G(X,Y;E) 的 完美 匹配 ,这 时 针 与 Y 之 间 
建立 了 一 个 一 一 对 应 ,因而 1X1= 17Y1. 


4. 欧 拉 迹 ,哈密 顿 迹 


欧 拉 迹 ”包含 图 中 所 有 边 的 迹 称 为 欧 拉 迹 ,起 点 与 终点 重合 的 欧 拉 迹 称 为 闭 欧 拉 
迹 ,包含 欧 拉 迹 的 图 称 为 欧 拉 图 . 

如 果 图 中 有 一 条 起 点 为 wo ,终点 为 v 的 欧 拉 迹 (v 可 以 与 w 重合 ) ,那么 从 vo 出 发 
沿 着 这 条 迹 可 经 过 图 中 每 条 边 恰 好 一 次 而 最 后 到 达 v, 即 这 个 图 可 以 用 笔 在 纸 上 一 笔 
画 成 ( 画 的 过 程 中 笔尖 不 离开 纸 ) , 故 一 个 图 6 能 一 笔画 成 当 且 仅 当 G 是 欧 拉 图 . 

哈密 顿 迹 ( 圈 ) 包含 图 6 中 所 有 顶点 的 迹 (或 圈 ) 称 为 哈密 顿 迹 (或 哈密 顿 图 ) . 

对 边 数 应 用 数学 归纳 法 可 证 得 下 列 结论 成 立 : 

定理 9( 一 笔画 定理 ) n 阶 图 6 是 欧 拉 迹 ( 即 可 一 笔画 成 ) 的 充 要 条 件 是 : 6 是 连 
通 的 ,并 且 奇 顶点 的 个 数 等 于 0 或 2. 当 上 且 仅 当 奇 顶点 个 数 等 于 0 时 ,连通 图 是 一 个 闭 | 
欧 拉 迹 . 

哈密 顿 迹 ( 圈 ) 存 在 的 充 要 条 件 至 今 尚 不 知道 ,我 们 只 有 下 列 一 些 结论 : 

定理 10 na(>3) 阶 简单 图 G 中 , 若 对 每 一 对 顶点 u,v 都 上 du) + d(v)>n-1， 
则 图 G 有 哈密 顿 圈 . 

定理 11 nm"(>3) 阶 简单 图 G 中 , 若 对 每 一 对 不 相 邻 的 顶点 u,v 都 有 d(u) + 
d(v) 宇 n, 则 图 G 有 哈密 顿 图 . 

定理 11 的 一 个 直接 推论 是 下 列 结论 : 

定理 12 (=>3) 阶 简单 图 G 中 ,车 对 每 一 个 顶点 v 有 d(z)> 亏 , 则 G 必 有 哈密 
顿 图. 

关于 定理 9~ 12 的 证 明 , 读 者 可 以 自己 去 完成 或 参看 有 关 图 论 书籍 . 

5. 平面 图 和 欧 拉 公式 

平面 图 把 一 个 图 G 画 在 一 个 平面 上 ,使 它 的 每 两 条 边 不 在 这 两 边 的 内 点 相交 


时 , 则 称 此 图 为 平面 图 ,平面 被 图 G 划分 出 的 每 个 区 域 称 为 面 . 
1736 年 欧 拉 得 到 平面 图 (多 面体 ) 的 重要 公式 如 下 : 


9] 定理 13 设 6 是 平面 连通 图 , 则 
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v+f-e=2. 
其 中 wv 是 顶点 数 ,f 是 面 数 ,e 是 边 数 . 

证 明 用 v(G),f(G),e(G) 分 别 表示 G 的 顶点 数 、 面 数 、 边 数 ,对 /( 6) 进 行 归纳 
证 明 ./(G) =1 时 ,6 中 无 轿 , 又 知 C 连通 , 故 6G 是 树 , 有 e(C) =v(C) -1 于 是 w(C)+ 
f(C)-e(C)=v(6)+1-(v(G)-— 1) =2, 公 式 成 立 . 设 f( CG)<n(n1) 时 ,公式 成 
立 .考虑 /( GC) =n+1 的 平面 图 ,由 于 /(6)=n+1>2, 故 6 中 有 图 . 设 。 是 圈 上 的 一 
条 边 , G1 = G - e 表示 从 G 去 掉 边 e 后 得 到 的 图 , 则 6， 仍 是 连通 的 平面 图 ,而 6 中 被 e 
分 隔 的 两 个 面 在 G, 中 变 成 了 一 个 面 , 即 f(61)=f(6)-1= n, 并 且 显 然 v( G1) = 


| v( 6),e( G1) =e(G) -1, 由 归纳 假设 有 v(G1)+/(G1)-e(G1)=2, 故 有 


v(G)+(f(6) -1)-(e(C)-1)=2, 


| 即 v(G)+f(G)-e(G)=2. 证 毕 . 


我 们 把 凸 多 面体 看 成 橡皮 膜 做 成 的 ,把 它 的 一 个 面 挖 掉 ,并 将 其 张 在 平面 上 ,就 得 
到 一 个 平面 图 C, 这 时 多 面体 上 被 挖 掉 的 面 对 应 于 平面 图 的 外 部 区 域 ,于 是 这 个 平面 
图 的 面 数 /( C) 、 顶 点 数 v( 6) 和 边 数 e( C) 恰 好 分 别 等 于 止 多 面体 的 面 数 人 项 点数" 
和 楼 数 。, 故 对 凸 多 面体 也 有 欧 拉 公式 v+f-。=2 成立. 


6. 有 向 图 和 竞赛 图 


有 向 图 “如果 图 6 的 每 条 边 都 规定 一 个 方向 (用 箭头 表示 ), 则 图 G 称 为 有 向 图 . 

竞赛 图 “有 向 完全 图 称 为 竞赛 图 ,竞赛 图 中 有 向 边 称 为 弧 , 每 条 弧 均 有 一 个 起 点 
和 一 个 终点 .对 于 图 中 每 一 点 ,以 * 为 起 点 的 弧 的 数目 称 为 点 v 的 出 度 , 记 为 d* (z); 
以 &v 为 终点 的 弧 的 数目 称 为 点 v 的 人 度 , 记 为 4-(v) .显然 ,对 于 n 阶 竞赛 图 的 每 一 项 
点 v, 都 有 

d*(v)+d-(v)=n-1. 

定理 14 设 G(V,E) 是 n 阶 竞赛 图 , 则 

(D Ed’ (v)= Pd (v)= 1 五 1 . 

(2) Dla (oF = 忆 [d Co. 

(3) 竞 赛 图 中 出 度 最 大 的 点 称 为 “优点 ”, 它 有 如 下 性 质 :“ 优 点 ”到 其 余 各 点 都 有 长 
度 不 超过 2 的 链 . 

(4) 竞 赛 图 中 必 存 在 险 密 顿 路 . 

证 明 (1) 由 于 每 条 边 对 出 度 和 入 度 的 贡献 都 是 1, 所 以 如 qd* (v) = qd” (2). 

(2) 由 (1) 有 

Sad CWP- Bd P= Td (r+d (v))(d* (v) -ad (v)) 


离 互 吵 监 相 丘 尾 泛 漆 局 洪 音 O | 


笨 豆 中 洪 导 五 忧 潍 涝 加 和 深交 0O 


9 完全 图 hs, 其 中 不 存在 同色 三 角形 . | 
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| viv2…vvo 是 图 G 的 一 条 哈密 顿 路 . 


| 手 都 战胜 排 在 他 后 面 的 那 一 名 选手 . 


= Sn- Dld*(v)-d (v))=(n- DL oa (v) -ed (»)] 

=0. 

(3) 设 v 是 竞赛 图 的 优点 ,v 的 邻 域 (以 " 为 起 点 的 弧 的 » 
终点 组 成 的 集合 ) 记 为 N(v), 则 d* (v) = 1N(v)1. 若 结论 不 
成 立 , 则 存在 一 点 4, 由 v 到 无 长 度 为 1 的 弧 , 故 连接 vu 
的 弧 指 向 v( 图 7-1); 由 于 v 到 无 长 度 为 2 的 链 , 故 连 接 u 六 
及 N(v) 中 的 各 点 的 弧 都 指向 N(v) 中 的 点 .因而 w 的 出 度 
d* (wu)>1+1N(v)1=1+d*(v)>d*(v), 这 与 v 是 优点 忒 4 
盾 


(4)n =2 时 ,2 阶 竞赛 图 只 有 一 条 弧 , 这 图 本 身 即 为 一 条 | 


哈密 顿 路 . | 

设 ” 阶 竞赛 图 必 有 哈密 顿 路 ,考虑 n+ 1 阶 竞赛 图 C(V,E), 设 w 是 其 中 一 个 项 
点 ,去 掉 vo 以 及 所 有 与 w 关联 的 弧 (保留 弧 的 另 一 端点 ) , 剩 下 部 分 是 一 个 n 阶 竞赛 
G .由 归纳 假设 ,此 图 必 有 哈密 顿 路 , 设 其 经 过 的 顶点 依次 为 v,v,…w, ,这 时 有 两 种 
可 能 :(a) 在 wm ,mw 中 至 少 有 一 点 使 mw 是 弧 mw 的 起 点 , 取 i 是 这 种 点 中 下 标 
最 小 者 ,车 i=1, 则 wz …uw 是 G 的 一 条 哈密 顿 路 ;车 1 < i<n, 由 由 i 的 最 小 性 知 oi 
…vi-1vovi…v, 是 哈密 顿 路 .(b) 在 vv,,… ,wv 中 不 存在 w ,使 vo 是 缴 ww 的 起 点 , 则 


许多 竞赛 题 就 是 根据 上 述 性 质 编 拟 的 ,例如 由 性 质 (4) 可 得 下 列 结论 : 
一 次 循环 赛 中 ,每 两 人 赛 一 局 而 无 平局 ,求证 必 可 将 参赛 选手 排 成 一 列 ,使 每 名 选 


由 性 质 (3) 可 得 下 列 结论 : | 

一 次 循环 赛 中 ,每 两 人 赛 一 局 而 无 平局 ,选手 4 被 评 为 优秀 选手 是 对 任意 其 他 选 
手 B, 或 者 4 胜 B, 或 者 存在 C 使 4 胜 C 且 C 胜 B, 证 明 一 定 存在 一 位 选手 是 优秀 选手 
(构造 相应 的 竞赛 图 , 则 优点 对 应 的 选手 必 为 优秀 选手 ). 

7.m 色 图 和 拉 姆 塞 定理 

严 色 图 车 用 m 种 不 同 颜色 将 一 个 图 GC(V, EE) 的 所 有 边 染 色 , 使 得 每 条 边 恰好 都 
染 了 一 种 颜色 , 则 称 所 得 到 的 图 为 m 色 图 .其 中 三 边 染 成 同一 种 颜色 的 三 角形 (长 度 | 
为 3 的 圈 ) 称 为 同色 三 角形 . | 

定理 15( 拉 姆 塞 ) 任意 2 色 完 全 图 hk。 中 必 存 在 同色 三 角形 ,并 且 存在 一 个 2 色 | 


证 明 任 取 & 中 一 个 顶点 p, ,从 pi 出 发 的 5 条 线段 mpa ,Pipa ,PipayPipsyPips 
只 染 成 两 种 颜色 ( 红 或 蓝 色 ) ,由 抽 民 原理 知 其 中 必 有 [331] + 1 = 


3 条 同色 .不 妨 设 pips, pip3,pips 同 为 红色 ,这 时 车 人 pspsps 中 有 攻 
一 边 (例如 pzps) 为 红色 , 则 出 现 红色 三 角形 (会 pip2ps), 否则 ， 
全 pspsps 的 各 边 都 为 蓝 色 , 因而 出 现 蓝 色 三 角形 .总 之 , 必 存 在 同 
色 三 角形 . 

此 外 ,如 图 7-2 所 示 2 色 ks 中 ( 实 线 表 红 色 , 虚 线 表 蓝 色 ) 既 
不 存在 红色 三 角形 ,也 不 存在 蓝 色 三 角形 . 

根据 定理 15, 匈 牙 利 1974 年 曾 编 拟 了 下 列 一 道 数学 竞赛 试题 : 

任意 6 个 人 中 ,或 者 有 3 人 彼此 认识 ,或 者 有 3 人 彼此 不 认识 . 

分 析 若 用 6 个 点 表示 6 个 人 , 若 两 人 认识 , 则 对 应 两 点 染 红色 , 若 2 人 不 认识 , 则 
对 应 两 点 染 蓝 色 ,于 是 上 述 问题 的 结论 就 化 为 定理 12 中 的 前 一 部 分 的 结论 ,从 而 可 知 
上 述 问 题 的 结论 成 立 . 


§2 图 论 中 的 计数 问题 、 存 在 性 问题 和 最 值 问 题 的 解 题 方法 


解 图 论 中 的 计数 问题 ,存在 性 问题 和 最 值 问题 时 ,除了 要 应 用 第 1 章 , 第 3 章 和 第 
4 章 中 介绍 的 解答 计数 ,存在 性 和 最 值 问题 的 各 种 方法 外 ,还 应 注意 应 用 图 论 中 的 一 些 
相关 性 质 和 定理 . 

有 些 组 合 问题 显然 表面 上 看 不 是 图 论 问题 ,但 常常 可 以 转化 为 一 个 图 论 问题 来 
解 .车 转化 成 的 问题 可 直接 应 用 图 论 中 的 定理 得 出 结论 , 则 该 题 实质 上 是 根据 图 论 中 
定理 编 拟 的 一 道 竞赛 题 ,这 时 一 般 要 求 将 定理 的 证 明 过 程 也 写 出 ,而 不 能 直接 应 用 定 
理 得 出 结论 . 

例 1 有 nm(>4) 名 选手 4 ,4,,…, Ah 参加 数学 竞赛 ,其 中 有 些 选手 是 互相 认识 
的 ,而 且 任 何 两 个 不 相识 的 选手 都 恰好 有 两 个 共同 的 熟人 . 若 已 知 选手 4 与 4; 认识 ， 
但 他 们 没有 共同 的 熟人 ,证明 他 们 的 熟人 一 样 多 . 

证 明 作 图 G,n 个 顶点 vw,v,，,… ,wv 表示 名 选手 4， ,4z，…，4,, 若 两 名 选手 认 
识 ,那么 对 应 的 点 之 间 连 一 条 边 ,于 是 由 题 意 知 ,图 G 中 顶点 满足 :任意 两 个 不 相 邻 的 
顶点 都 恰好 与 两 个 公共 的 点 相 邻 ,并 且 v 与 v, 相 邻 但 没有 第 3 点 与 w ,mw 都 相 邻 ,要 
证 明 的 结论 是 d(v ) = d(wv,), 为 此 只 要 证 d(vi)<d(v), 有 Bd(v,)<d(v). 
| 设 MM, 表示 除 m 外 与 w 相 邻 的 顶点 的 集合 ,M,, 表示 除 w 外 与 mm 相 邻 的 顶点 的 

集合 ,车 加 = 儿 , 则 dn) =1<d(wz); 著 所 ,之 F, 取 wE 用 ,, 则 EM ,否则 4 是 


赂 豆 中 洲 陡 卫 幅 洋 匀 同 凌 交 O 


| 存在 4 个 人 ,他 们 互相 都 认识 (这 里 约定 4 认识 B 时 ,8 也 认识 4). 
| 300 


壬 再 中 注 愉 五 幅 溢 测 同 诬 奖 O 


4 与 4 的 共同 熟人 ,这 与 已 知 矛 盾 , 于 是 v 与 wm 不 相 邻 -由 已 知 。 从 
条 件 除 mw 外 ,还 存在 唯一 一 点 w 与 w 和 vw 都 相 邻 ,于 是 wE M。 CO 
(图 7-3), 并 且 对 MM, 内 不 同 的 两 点 w,w, 不 可 能 都 与 w 相 邻 | 7 
(否则 4 ,4) 的 共同 熟人 有 3 个 4;, 4 和 4,, 这 与 已 知 条 件 矛 
盾 ) .这 就 证 明了 1M, 1<1M,1, 故 d(v1)=1M, 1+1<1M.1+1 不 [有 
= d(z). 同 理 可 证 d(w)<d(o), 于 是 d(o) = d(z), 即 4, 与 图 7-3 
42 的 熟人 一 样 多 . 

注 本 题 实质 上 是 证 明 存在 一 个 从 M, 到 MM, 的 单 射 , 得 出 1M, | <1M, 1. 

例 2 设 41,4;,4;,44,4s,4 为 平面 上 6 点 且 任 意 3 点 不 共 线 . 

(1) 如 果 这 些 点 间 任 连 13 条 线段 ,证 明 必 存 在 4 阶 完全 图 K. 

(2) 如 果 这 些 点 间 任 连 12 条 线段 ,请 画图 证 明 (1) 之 结论 不 成 立 . 


(3) 结 论 (1) 是 否 可 加 强 为 必 存 在 4 个 4 阶 完 全 图 ,给 出 反例 或 证 明 . 
解 〈1)6 阶 完全 图 中 有 C2 = 15 条 边 , 故 图 中 仅 有 两 对 点 没有 连 边 ,分 为 两 种 情 


(ji ) 若 没有 连 的 两 边 有 公共 点 (如 图 7- 4(1)), 则 4 点 组 4,,4s,4;s,46 组 成 4 阶 
完全 图 . 


4 4 定 
4 A A 4 4 | 
4 A 4, 
4 4， A 
A, A A 
(1) (2) {3) 
图 7-4 
(ji ) 若 没有 连 的 两 边 无 公共 点 (图 7-4(2)), 则 4 点 组 41,4;,4;,4。 组 成 4 阶 完 


| 全 图 . 
| (2) 给 出 的 图 如 图 7- 4(3) 
(3) 同 (1) 情 况 ( i ) 有 6 个 4 点 组 :41 ,4h4,4s,h6;4,,A44, hs,A6;A:,44,As,Ac;A， 
4 ,44,As;41 ,43,44,A46;41,4;,4;,Ah6, 组 成 4 阶 完全 图 ,情况 ( ii ) 中 有 4 个 4 点 组 : 
| A1,h3,4s ， 4654 ，44，45y4654a ,43， 44，46;4a 44,45，46, 组 成 4 阶 完全 图 . 
例 3 俱乐部 有 99 人 , 求 最 小 正 整 数 ”使 得 若 每 人 认识 的 人 数 大 于 n 时 ,其 中 必 


解 ”我 们 用 99 个 点 表示 99 个 人 , 若 两 人 不 认识 , 则 对 应 点 连 一 线 ,于 是 得 到 一 个 
图 C, 对 G 中 每 一 点 v, 均 有 d(v)<(9-1)-(n+1)=97-n. 任 取 一 点 4, 则 d(4)< 
97-n. 若 97-n<98, 即 n>>0, 则 存在 一 点 B 与 4 不 相 邻 ; 若 d(4) + d(B)=2(97- 


n) < 97， 即 n> 史 时 ， 必 存 在 点 C 与 4 和 B 都 不 相 邻 ;最 后 , 若 d(4A)+d(B)+ d(C)= 


3(97-n)<96, 即 n>65 时 必 存 在 点 也 与 4,B,C 都 不 相 邻 , 即 mn>>66 时 图 中 存在 4 点 


4,B,C,D 两 两 互 不 相 邻 ,它们 对 应 的 4 个 人 互相 认识 . 

另 一 方面 , 若 每 人 认识 的 人 数 不 超过 66 人 ,我 们 取 3 个 完全 图 Ks 组 成 一 个 99 阶 
图 6, 则 每 点 恰 与 66 个 点 不 相 邻 , 即 每 人 恰 有 66 个 相识 的 人 .此 刻 ,任意 4 人 对 应 的 4 
点 中 必 有 2 点 属于 同一 个 Ka ,它们 对 应 的 2 人 互相 不 认识 .故此 时 不 能 存在 4 个 人 互 
相 认 识 . 

综 上 知道 ,所 求 n 的 最 小 值 为 66. 

例 4 一 个 国家 的 国王 打算 建 n 个 城市 和 n - 1 条 道路 ,使 每 条 道路 连接 两 个 城市 


而 不 经 过 其 他 城市 ， 从 这 n 个 城市 之 间 的 最 短 虐 离 恰 | 


好 分 别 是 1,2,3,* = 示 n(n -1) 这 些 数 . 问 下 列 情况 下 ,国王 的 打算 能 否 实现 : 


(Dn=6;(2)n= 

解 (1) 如 图 7- os =6 时 ， 国王 的 打算 可 以 实 
现 ,线段 上 的 数 表示 该 线段 两 端 代表 的 两 个 城市 之 间 
的 距离 . 

(2) 我 们 先 求 出 符合 要 求 的 道路 网 络 存在 时 ,n 必 
须 满足 的 必要 条 件 .用 点 表示 城市 ,用 线段 表示 连接 城 
市 的 道路 ,得 到 一 个 图 G. 依 题 意 ,6 是 一 个 n 阶 连通 
图 ,又 其 边 数 恰 为 n -1, 故 G 是 n 阶 树 ,因而 6 的 任意 
两 点 之 间 只 存在 唯一 的 路 . 任 取 一 点 4, 称 4 为 “好 
点 ”, 而 对 其 他 任意 一 点 , 若 它 沿 唯一 路 到 达 4 的 距离 图 7-5 


是 偶数 , 则 称 该 点 为 “好 点 ”, 否 则 称 该 点 为 " 坏 点 " 即 这 点 沿 唯一 路 到 达 4 的 距离 是 奇 | 


数 ). 设 6 中 “好 点 ”的 数目 为 x, 则 坏 点 的 数目 为 y= n -x, 由 一 个 “好 点 "和 一 个 “ 坏 
点 "组 成 的 点 对 有 入 个 .容易 知道 :两 点 之 间 的 距离 为 奇数 当 且 仅 当 两 个 点 一 “好 ”一 


“ 坏 ”. 又 在 1,2,3,…, 广 n(n 一 上 中 , 当 广 n(n - D 为 偶数 时 ,其 中 的 奇数 有 了 mn(n -1) 


个 ; 当 广 n(n ~ 攻 ) 为 奇数 时 ,其 中 的 奇数 的 个 数 为 亡 [ 记 n(n -D+1]= 寺 [n(n-1D)+ 
个 于 ,如果 国王 的 打算 可 以 实现, 那么 必须 有 


次 理 路 监 相 女性 海 洒 同 芳 症 O 


庚 间 中 入 慰 卫 届 潍 漠 加 诬 半 O 


区 = 二 n(n -1) 或 y=[n(n-lD) +2]. 
结合 x+y=n 可 得 n=(x-y)? 或 n=(x-y)*+2, 即 国王 的 打算 可 以 实现 的 必要 条 
件 是 或 n -2 为 完全 平方 数 ,但 2004 以 及 2004 - 2 = 2002 都 不 是 完全 平方 数 , 故 n= 
2004 时 ,国王 的 打算 不 可 能 实现 . 

例 5 18 个 队 进行 比赛 ,每 一 轮 中 每 个 队 与 另 一 个 队 比 赛 一 场 ,并 且 在 其 他 轮 比 
赛 中 这 两 个 已 赛 过 的 队 彼此 不 再 比赛 .现在 比赛 已 进行 完 8 轮 , 证 明 :一 定 有 3 个 队 在 
前 8 轮 比赛 中 彼此 之 间 尚 未 比赛 过 . 

证 明 用 18 个 点 v,v,,…,vis 代 表 18 个 队 , 如 果 两 个 队 在 前 8 轮 比赛 过 , 则 在 对 
应 两 点 之 间 连 一 条 边 ,得 到 图 6. 依 题 意 , G 中 每 个 顶点 的 度 都 为 8, 要 证 明 G 中 存在 3 
个 顶点 ,彼此 之 间 无 边 相连 . 

因 d(wv) =8, 不 妨 设 vi 与 v, ,v3,…,vs 相连 .车 v,,… ,vs 中 有 一 个 与 wo 相 邻 , 则 
8 个 点 v4 v2,… ,vis 中 必 有 一 个 顶点 与 wo 不 相 邻 ( 因 d(vio) = 8) .不 妨 设 v1 与 wo 不 
相 邻 , 则 w ,vo ,vn 就 是 符合 要 求 的 3 个 点 . 

车 v4,v3，…,v 都 与 vio 不 相 邻 , 则 考虑 第 一 轮 比赛 .不 妨 设 v 与 v, 在 第 一 轮 中 
赛 过 ,这 时 ,vw ,v4,…,v 至 多 只 能 配 成 3 对 比赛 , 故 其 中 必 有 一 队 与 v1 ,vs,…,vis 中 
某 个 队 比 赛 . 不 失 一 般 人 性 ,可 设 v, 与 相连 ,由 于 d(w) =8, 而 wm 已 与 won 相 邻 , 故 
2 不 与 包 ,v4 ,vs，…,ve 中 某 个 点 相 邻 . 设 v， 与 w 不 相 邻 ,于 是 wm ,v4 ,vo 就 是 彼此 不 
相 邻 的 三 个 点 . 

例 6 10 个 学 生 参加 一 次 考试 ,试题 有 10 道 ,已 知 没有 两 个 学 生 做 对 的 题目 完全 
相同 .证 明 这 10 道 题目 中 可 以 找到 一 道 试题 ,将 这 道 试题 取消 后 ,任意 两 个 学 生 做 对 
的 题目 仍 不 完全 相同 . 

证 明 用 反 证 法 .假设 结论 不 成 立 , 即 对 每 一 道 题 h(1<h<10), 去 掉 有 后 , 必 存 
在 一 对 学 生 w 和 vw 做 对 的 题目 相同 (车 有 好 几 对 这 样 的 学 生 , 则 任 取 其 中 一 对 ) .将 学 
生 用 点 表示 ,并 在 上 述 学 生 v 与 v 之 间 连 一 条 边 , 边 的 标号 为 ,这 样 得 到 一 个 图 6， 
有 10 个 点 ,10 条 边 ,各 边 的 标号 为 1,2,3,… ,10. 

图 G 由 若干 连通 分 支 组 成 ( 若 6 本 身 是 连通 的 ,那么 只 有 1 个 连通 分 支 , 即 6 本 
身 ). 由 于 6 的 项 点数 < 边 数 , 故 必 有 一 连通 分 支 6 的 顶点 数 < 边 数 ,于 是 6 必 有 图 . 
设 w ,mm，…w 是 一 个 圈 , 那 么 沿 着 这 个 圈 前 进 时 ,每 通过 一 条 边 就 相当 于 做 对 的 题目 
增加 或 减少 一 道 , 即 假设 一 开始 w 做 对 的 题目 构成 的 集合 为 M(z;)(i=1,2,…,), 则 
M(vi) 中 要 增加 或 减少 一 道 题 (题目 的 编号 为 边 wwm+, 上 的 标号 ) 才 与 M(w, ) 相 同 
(i=1,2,…, 上 ,其 中 vi,, =v,), 并 且 由 于 各 边 上 的 标号 互 不 相同 , 故 每 次 增加 或 减少 
的 题目 互 不 相同 .于 是 w 做 对 的 题目 集合 M(v, ) 通 过 增加 和 减少 一 些 互 不 相同 的 题 ， 


最 后 得 到 的 集合 M(v,) = M(v ) 仍 与 w 原来 做 对 的 题目 集合 完全 相同 ,矛盾 .这 就 
证 明了 原 命题 的 结论 成 立 . 

例 7 任 给 2n+1 个 不 同 的 无 理 数组 成 集合 5, 求 最 大 正 整 数 m, 使 得 S 中 存在 m 
个 不 同 的 数 ,它们 中 任意 两 个 数 的 和 仍 为 无 理 数 . 


解 设 S60=|+V2, V5, + V10,…,+Vn+t+1l,V (n+1)?+11. 则 5。 内 共有 
2n + 1 个 无 理 数 ,其 中 任意 n +2 个 数 中 必 有 两 个 是 相反 的 数 ,它们 的 和 等 于 0( 有 理 
数 ) . 故 所 求 m 的 最 大 值 <n+1. 

设 5 是 由 任意 2n+1 个 不 同 的 无 理 数 组 成 的 集合 ,将 S 内 的 数 用 平面 内 的 点 表示 
(5 内 的 数 与 对 应 的 点 用 同一 字母 表示 ) ,车 两 个 数 的 和 为 有 理 数 , 则 对 应 两 点 连 一 条 
边 ,否则 不 连 边 , 得 到 一 个 图 G, 其 顶点 集 为 了 

首先 证 明 G 中 没有 奇 圈 .假设 G 中 有 一 个 奇 圈 4; 42…42t 4 ， 则 4 + 42，42 + 
Ah，Azi + 4attiy4akti+4i 都 为 有 理 数 ,它们 的 和 除 以 2 得 4 + 4 +…+ 42ti- 于 
是 41 + 42+…+ hz4w1 仍 为 有 理 数 ,从 而 

Azyiri = (A +Ast +A) — A+ As)— (Ay+ A)— (A + Az) 

为 有 理 数 ,矛盾 . 故 G 中 不 含 奇 图 . 

由 定理 4 得 6 是 一 个 二 部 图 C = G(X,Y;E). 于 是 IXl+ 1Yl=1V1=2n+1, 不 妨 
设 181>1Yl, 则 1IXI>=m+l 且 王 内 任意 两 点 不 相 邻 , 即 蕊 内 m+1 个 点 对 应 的 m+1 
个 无 理 数 中 任意 两 个 数 的 和 等 于 无 理 数 . 故 所 求 m 的 最 大 值 >m + 1. 

综 上 所 述 ,所 求 m 的 最 大 值 为 m+ 1. 

例 8(Hal 定理 ) 设 G(X,Y;E) 是 一 个 二 部 图 ( 偶 图 ), 对 于 4CX,N(4) 表 示 G 
中 所 有 与 集合 4 的 顶点 相 邻 的 顶点 的 集合 (N(4) 称 为 4 的 邻 域 ) .证 明 : 存 在 X 到 Y 
的 完全 匹配 的 充 要 条 件 是 对 每 个 4CX, 有 1L41<1N(4)1. 

证 明 ”必要 性 . 设 存在 XX 到 Y 的 完全 匹配 ,那么 由 完全 匹配 的 定义 对 了 的 每 一 
顶点 ,在 M 中 都 有 了 的 一 个 顶点 与 它 相 邻 且 X 中 不 同 顶 点 和 Y 中 不 同 顶 点 相对 应 .这 
表明 ,对 任何 4CX, 集 合 4 的 每 个 顶点 都 有 N(4) 的 一 个 顶点 与 之 相 邻 , 且 与 4 中 的 
不 同 项 点 相 邻 的 顶点 不 同 , 即 存在 从 4 到 NN(4) 的 一 个 单 射 ,所 以 141< 1N(4)1. 

充分 性 .对 中 顶点 个 数 n = 1X! 用 归纳 法 . 

n=1XI=1 时 ,只 含 唯一 元 素 x, 条 件 表明 1= 1Xi<1N(X)1, 即 Y 中 至 少 有 一 
点 7 与 x 相 邻 , 故 存在 XX 到 Y 的 完全 匹配 ,结论 对 n=1 成立. 

设 结论 对 1X1<n -1 成 立 , 即 二 部 图 G(X,Y;E) 若 |X1<n -1 且 对 每 个 4 慷 X 
有 141< 1N(4)1, 则 存在 到 Y 的 完全 匹配 . 现 考虑 |X|=n 且 对 任意 4cCX,1Al< 
IN(4)1 的 情形 ,又 分 为 下 列 两 种 情况 : 

情况 1. 对 X 的 每 个 非 空 真子 集 4 都 有 141< N(4). 这 时 , 任 取 一 点 xoEX, 令 4 = 


离 五 路 监 荡 开 性 注 涟 局 江 症 O 


痪 五 中 黄 否 生性 注油 同 入 交 O 


{xzo}, 则 由 1N(4)1> 141=1, 知 道 存在 yb,EY 使 yo 与 xo 相 邻 . 从 G 中 去 掉 xo,yo 及 
与 xo, yo 相关 联 的 边 ,得 到 一 个 新 图 G* . 令 X=X\ {xol,Y =Y\ yol,El=E\| 与 
xo，Yo 相关 联 的 边 | , 则 CG" (X,Y; E,) 仍 为 二 部 图 , 且 对 任意 4C Xi,4 在 G 中 的 邻 域 
的 元 素 个 数 比 4 中 元 素 个 数 至 少 多 1 个 , 故 4 在 6" 中 的 邻 域 的 元 素 个 数 不 少 于 4 中 
元 素 个 数 , 即 归纳 假设 的 条 件 满足 .于 是 在 G" 中 存在 到 7, 的 完全 匹配 M, ,在 M， 
中 增加 边 xoyo , 即 得 到 G 中 和 到 了 的 完全 匹配 . 

情况 2. 设 对 式 某 个 非 空 真子 集 4o, 有 14o1 = 1N(4o)1, 这 时 在 6 中 取 顶 点 子 集 
4oUN(C4o) 以 及 所 有 连接 ho 的 顶点 与 W(4o) 的 顶点 的 边 构成 的 图 记 为 G6” , 则 6 "是 
二 部 图 .于 是 ,对 4。 的 任意 子 集 7, N(T)C W(4o) ,并 且 由 已 知 条 件 有 171< 1N(Z)1, 故 
由 归纳 假设 知 ,在 图 6G" 中 存在 4 到 N(4o) 的 匹配 Mi . 另 一 方面 ,从 G 中 去 掉 6" 以 
相关 联 的 边 得 到 的 图 记 为 G', 令 =X\ ho,Y =Y\N(40),E’ =E\| 与 ho,N(4o) 
相关 联 的 边 | , 则 CG'( EE ,Y';E') 仍 是 二 部 图 , 且 对 任意 BcCX ,有 1B1<1NCB)1( 否 则 
车 1B1 > N(B), 则 IN(4oUB)1=1N(40o)1+1N(B)1<14ol+1B1=14oU BI1, 这 与 
已 知 矛盾 ,由 归纳 假设 ,在 G' 中 存在 XY 到 了 的 完全 匹配 M', 于 是 M= MUM' 为 X 到 Y 
的 完全 匹配 . 即 1X1 = n 时 结论 成 立 ,于 是 ,Hall 定理 得 证 . 

例 9 某 车 间 有 机 器 若干 台 ,已 知 车 间 里 每 个 工人 都 恰恰 会 操作 其 中 台 机 器 , 且 
每 台 机 器 都 恰 有 个 人 会 操作 .证 明 : 车 间 主 任 总 可 以 作 适 当 安排 ,使 得 每 个 工人 到 一 
台 他 会 操作 的 机 器 上 工作 ,并 且 每 台 机 器 都 安排 了 人 去 操作 . 

证 明 用 点 表示 人 和 机 器 ,人 对 应 的 点 的 集合 记 为 了 ,机 器 对 应 的 点 的 集合 记 为 
了 , 若 某 个 人 会 操作 某 台 机 器 , 则 对 应 点 连 一 边 , 于 是 得 到 一 个 二 部 图 C, 且 G 是 一 个 
阶 正则 图 (每 一 个 顶点 的 度 都 等 于 & 的 图 ). 记 1X1=m,1Y1=n, 因 六 中 的 点 引出 的 
线 数 为 各 ,并 且 这 些 线 都 与 了 中 的 点 相关 联 ,但 Y 中 每 点 恰 与 & 条 线 关 联 , 故 7 中 的 


顶点 数 n= 1Y1 = 如 = m, 于 是 我 们 证 明了 正则 二 部 图 6 中 ,X 与 了 所 含 的 顶点 数 相 


等 . 
设 4CX, 则 4 引出 的 线 有 ka 条 (其 中 a = 141) ,其 另 一 端 都 在 W(4) 中 , 故 N(4) 


| 中 的 点 关联 的 线 数 不 少 于 加 ,而 N(4) 中 每 点 只 与 条 线 关联 , 故 N(4) 中 的 点 数 不 少 


于 如 =a=141, 即 141<N(4). 由 Hall 定理 ,存在 XX 到 Y 的 完全 匹配 MM, 但 1X1 = 1 了 
1, 故 W 为 图 6 的 一 个 完美 匹配 .按照 这 个 匹配 ,每 个 工人 恰 对 应 一 全 他 会 操作 的 机 
器 ,并 且 每 台 机 器 恰 有 一 个 工人 与 它 对 应 ， 

注 本 题 实质 上 证 明了 下 列 结论 : 


定理 正则 二 部 图 必 存 在 完美 匹配 . 
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例 10 平面 上 给 定 n 个 点 ,它们 之 间 连 有 mn(m<:) 条 线段 .求证 :存在 互 不 


相同 的 点 列 WW ,V4,…,V ,使 对 于 1<i<m, 点 -1 与 V 之 间 连 有 给 定 的 线段 . 
(1989 年 捷克 和 斯 洛 伐 克 奥林匹克 试题 ) 
证 明 固定 m, 对 n 用 归纳 法 . 


(1D) 当 n=2m+1 时 ,mn = 方 n(n 1) = ,这 时 n 个 点 中 每 两 点 间 都 连 有 一 条 


线段 ,从 而 结论 显然 成 立 . 

(2) 假 设 n=k>2m + 1 时 ,结论 成 立 . 则 当 n=k+1 时 ,分 为 下 列 几 种 情况 讨论 : 

车 点 中 有 一 个 点 4, 由 它 引 出 的 线段 数 不 超 过 m 条 ,由 于 此 时 共 连 有 mn = 
mk + m 条 线 眉 ,所 以 除 4 外 余下 个 点 之 间 至 少 连 有 mk 条 线段 ,于 是 由 归纳 假设 知 结 
论 成 立 . 

车 点 中 每 一 点 引出 的 线段 数 都 至 少 为 m+1 条 ,这 时 可 构造 所 需要 的 点 列 如 下 : 
任 取 一 已 知 点 Vo, 然 后 任 取 一 个 与 Vo 连 有 线 的 点 ,因为 m 二 1, 所 以 除 Wo 外 ,至 少 
还 有 m -1 个 与 由 连 有 线 的 点 , 取 其 中 一 个 为 多 , 设 这 样 取 下 去 ,直到 风 为 止 . 

车 p<m, 则 上 除 前 p 个 点 ,Vi，,…, V1 连 有 线 外 ,还 有 线 与 其 他 点 相连 ,于 是 
又 可 以 选 出 点 信 ,1 ,出 现 矛 盾 . 

若 p 宇 m, 则 得 到 了 所 需要 的 点 列 ,从 而 当 n=k+1 时 ,结论 成 立 , 即 对 n>2m +1 
结论 成 立 . 

例 11 设 某国 共有 100 个 城市 ,它们 之 间 有 道路 网 相连 ,已 知 即使 关闭 其 中 一 个 
城市 的 所 有 道路 后 ,都 仍然 由 其 他 城市 中 的 任 一 城市 沿 道路 网 抵达 任何 另 一 城市 .证 
明 : 可 将 该 国 分 解 为 两 个 主权 国家 ,每 个 国家 50 个 城市 ,使 得 任何 一 个 国家 内 部 都 可 


以 由 一 个 城市 沿 道路 网 抵达 另 一 个 城市 . (1992 年 圣彼得堡 市 代表 队 选 拔 试题 ) | 
证 明 我们 关于 ”用 数学 归纳 法 来 证 明 ,可 将 100 个 城市 划 归 为 两 个 主权 国家 4 | 


和 有 ,使 得 两 国 城市 数 分 别 是 n 和 100 - mn. 

当 m=1 时 命题 显然 成 立 . 设 命题 对 n= 上 时 成 立 , 即 100 个 城市 可 划分 为 两 个 主 
权 国 家 4 和 B, 其 中 4 和 8 内 分 别 有 k 和 nn -大 个 国家 ,于 是 m = 大 + 1 时 ,命题 能 否 成 
立 的 关键 是 能 否 从 B 国 中 拨 一 个 城市 给 4 国 . 

首先 ,从 B 中 任 取 一 个 与 4 国 某 城 有 道路 相通 的 城市 o ( 依 题 意 ,这 样 的 城市 必 存 
在 ). 若 将 a 拨 给 4 后 ,B 国内 部 的 交通 网 仍然 是 连通 的 ( 即 从 任何 一 个 城市 只 经 过 国 
内 的 道路 可 抵达 任何 另 一 城市 ), 则 问题 就 解决 了 ; 若 不 然 , 则 B 国 在 a1 被 拨 走 之 后 ， 


其 余 城市 将 被 分 成 一 些 非 空子 集 B , Bb ，… Bi。 ,其 中 m 2, 使 每 个 子 集 内 的 城市 | 


之 间 是 连通 的 ,属于 任何 两 个 不 同 子 集 的 两 城市 之 道 都 不 能 仅 通过 B 国内 部 的 道路 来 
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通行 . 换 句 话说 ,这 mi 个 子 集 之 间 的 连通 只 有 经 过 a, 才 行 ,我 们 称 | B,，, B's,，…， 
Biw | 为 从 属于 a 对 B 国 的 分 划 . 这 时 将 o 留 在 B 国 , 并 从 子 集 Bu 中 取 一 个 与 4 国 
有 道路 相通 的 城市 a, ,如 果 将 oa, 拨 给 4 国 后 ,B 国 的 交通 网 仍 是 连通 的 ,那么 问题 就 
解决 了 .否则 ,又 得 到 一 个 从 属于 o 的 8 国 的 分 划 { Ba , Ba ,…, Bs。 | ,因为 Bi Bi，…， 
Bi 之 间 可 通过 a, 连通 ,所 以 它们 的 并 集 属 于 某 一 个 B,( 含 a, 的 子 集 ) ,不 妨 设 i = 
ma ,于 是 Ba ,Bo，…, Bw -1 都 是 Bi - | as1 的 子 集 , 即 Bu 的 真子 集 (这 是 因为 Ba ， 
Bw ,…,B2。 :之 间 可 通过 a, 连通 且 a,€ Bi ) .如 此 继续 下 去 ,可 得 一 串 城市 a, , a,… 
和 相应 于 它们 的 分 划 中 的 子 集 Bi 灵 Ba 了 Ba 妈 …, 使 得 到 某 个 a 时 拨 给 4 国 后 满足 
要 求 ,或 者 一 直下 去 直到 某 个 B 仅 有 一 个 城市 mw, 为 止 ,这 时 只 要 把 mw, 拨 给 4 国 就 
可 以 了 , 即 当 n = +1 时 命题 也 成 立 , 于 是 原 命题 得 证 . 


$3 解 染色 问题 的 基本 方法 


数学 竞赛 中 涉及 的 染色 问题 有 两 类 :一 类 是 纯粹 的 染色 问题 , 它 的 题目 的 条 件 和 
结果 都 是 以 染色 的 形式 出 现 ; 另 一 类 是 借助 于 染色 手段 来 解 的 问题 ,其 优点 是 将 一 个 
比较 抽象 的 组 合 问题 转化 成 一 个 具体 的 染色 问题 ,并 能 清晰 地 对 组 合 对 象 进行 分 类 . 
这 种 借助 于 染色 手段 来 解 组 合 问题 的 方法 也 叫做 染色 方法 . 

解 染 色 问 题 常常 涉及 图 论 中 的 一 些 概念 (如 度 、. 相 邻 等 ) 定理 (如 拉 姆 塞 定理 ) 和 
技巧 .此 外 ,我 们 还 要 用 到 解 组 合 问题 的 其 他 技巧 和 方法 . 


1. 代数 计算 方法 


用 代数 计算 方法 解 染色 问题 就 十 用 两 种 不 同 的 方法 去 计算 图 中 同色 边 、 同 色 角 
(两 边 颜色 相同 的 角 ). 异 色 角 (两 边 颜色 不 同 的 角 ) ,同色 三 角形 和 不 全 同色 的 三 角形 ， 
同色 区 域 ,同色 项 点 ,… 的 个 数 , 列 出 方程 或 不 等 式 ,通过 解 方程 或 不 等 式 便 可 得 出 问 
题 的 解答 . 

例 1 证 明 2 色 完全 图 k 中 必 存 在 2 个 同色 三 角形 . 

证 明 用 p,,p,,…,ps 表示 6 个 顶点 ,用 红 、 蓝 表示 两 种 颜色 . 设 从 p; 出 发 的 红 边 
有 x 条 ,于 是 从 p; 出 发 的 蓝 边 有 5- zx; 条 ,以 p; 为 顶点 两 边 不 同色 的 角 ( 异 色 角 ) 有 


| x(5 一 x)(i=1,2,…,6) 个 ,图 中 共有 C3 = 20 个 三 角形 ,假设 其 中 同色 三 角形 有 太 


个 , 非 同色 三 角形 有 gs 个 ,于 是 /+ be = 20. 因 图 中 共有 训 %(5 - x ) 个 异 色 角 ,而 每 一 
个 同色 三 角形 中 没有 异 色 角 ,每 个 非 同色 三 角形 中 恰 有 2 个 异 色 角 , 所 以 


28s = Dr(5—%). 
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因为 (5 一 入) <[ 加 二 人 = 各) 吕 -6 二 ,并 且 (5- 吉 ) 为 台数 ,所 以 


xi(5 一 x;)<6, 故 有 ge = 到 六 (5- Pe x6x6= 18,fs =20- gs 之 2, 可 见 必 存 
在 2 个 同色 三 角形 . 

例 2( 第 3 章 82-4 例 1) 一 个 社团 内 ,每 一 对 人 不 是 友好 的 ,就 是 敌对 的 ,这 个 
社团 中 共有 n 个 人 和 4 个 友好 对 子 , 并 且 任 何 3 人 中 必 有 两 人 是 敌对 的 .证 明 : 这 个 社 
团 至 少 存在 一 名 成 员 ,他 的 敌人 组 成 的 集合 中 ,友好 对 子 的 个 数 不 多 于 9(1- 4g/n?). 

分 析 本题 我 们 在 第 3 章 §2-4 例 1 中 给 出 了 一 个 证 明 , 下 面 再 用 染色 方法 给 出 
另 一 个 证 明 . 

证 明 用 nn 个 点 4,4,,…,4, 表示 社团 内 n 个 人 ,车 两 人 友好 , 则 对 应 点 的 连 线 
染 红 色 ; 若 两 人 敌对 , 则 对 应 点 的 连 线 染 蓝 色 ,得 到 一 个 2 色 完全 图 K, . 设 从 4 出 发 有 
di 条 红 边 ( 即 与 4 友好 的 人 有 di; 个 ) 和 n- 1- d 条 蓝 边 .于 是 

Bd =29g. (0 
设 两 边 蓝 ,一边 红 的 三 角形 个 数 为 4, 而 两 边 红 一边 蓝 的 三 角形 个 数 为 B, 依 题目 条 
件 ,不 存在 三 边 都 为 红色 的 三 角形 ,所 以 

B= 内 ( 当 di=0 和 1 时 ,C3 = 二 di(di 一 1)=0). @ 
以 41,…,4, 中 点 为 角 的 顶点 的 两 条 不 同色 的 边 组 成 的 角 称 为 异 色 角 . 一 方面 异 色 角 
有 六 di(n -1- di) 个 , 另 一 方面, 异 色 角 显然 有 2(4+ 8) 个 (因为 每 一 个 三 边 不 全 同色 
的 三 角形 内 恰 有 2 个 异 色 角 ), 所 以 

24+B)= Dd(n-1-d). ® 
由 @ 并 利用 D,@ 和 哥 西 不 等 式 得 

= 二 dm-1-d) -B= 去 dln-1-d) -Sdi(d -1) 


nv Y nv lv 
2 
dg 4g 
=nmg -i = ng(1-72). @ 


设 4; 的 敌人 集合 中 的 一 个 友好 对 子 为 B,B, ,于 是 全 4.B,B 是 一 个 两 边 蓝 一 边 红 
的 三 角形 ,将 所 有 红 边 对 的 顶点 为 4; 的 两 边 红 一 边 蓝 的 三 角形 个 数 记 为 *; ,于 是 x; 也 


是 4 的 敌人 集合 中 友好 对 于 的 个 数 .于 是 欠 x = 4, 由 @ 得 


放 吾 中 党 司 王 潍 济 加 汗 闭 O 
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故 存在 一 个 x; 满足 x; < gq(1 -和 名), 即 4; 的 敌人 集合 中 友好 对 手 的 个 数 不 小 于 


4(1- 扣 ). 

例 3 将 凸 多 面体 的 每 一 条 棱 染 成 红色 或 黄色 ,两 边 异 色 的 面 角 称 为 奇异 面 角 , 基 
顶点 4 处 的 奇异 面 角 数 称 为 该 顶点 的 奇异 度 , 并 记 为 5, .证 明 存 在 两 个 顶点 B 和 C， 
使 得 Se + Sc <4. 《1991 年 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 试题 ) 

证 明 “将 凸 面体 的 红色 棱 标 上 数 1 黄色 棱 标 上 数 0, 定 义 一 个 面 角 的 度数 等 于 该 
角 的 两 边 之 和 除 以 2 所 得 余数 0 或 者 1. 于 是 ,一 个 面 角 为 奇异 面 角 的 充 要 条 件 是 其 度 
数 为 1. 任 取 一 个 顶点 4 ,由 于 计算 4 处 所 有 面 角度 数 之 和 时 ,从 4 出 发 的 每 条 楼 的 标 
数 都 用 了 两 次 ,从 而 4 处 所 有 面 角度 数 之 和 为 偶数 ,于 是 顶点 4 处 的 奇异 度 5, 为 侦 
数 . 同 理 可 证 ,每 一 个 面 所 包含 奇异 面 角 的 个 数 也 是 偶数 ， 

设 是 多 面体 有 5 个 顶点 41,4,,…,4., 有 /个 面 MM ,Ms，…, My 和 。 条 楼 . 设 面 MM 
包含 有 。 条 楼 (i=1,2,…, 由 ,显然 久 6 =2e. 由 s >3, 有 村 上 所 含 奇 异 面 角 数 5 满 
足 $.<e,<2e -3, 并 且 由 5 为 偶数 知 这 个 不 等 式 可 加 强 为 

Si<2e -4. 

求 和 得 办 5 <2%e -4f=4(e—/). 

由 欧 拉 公式 。- /=v-2, 于 是 有 5;<40 - 8. 

但 显然 有 内 54 = 内 5 所 以 写 S <4o -8. 

又 因为 5 ,5,,,…, SA 均 为 偶数 , 故 41，…,4, 中 必 有 两 个 顶点 ( 记 为 B,C) ,使 

Ss <2, Sc <2. 

从 而 有 Ss + Sc<4( 否 则 Su ,Su ,…, 34 中 至 少 有 -1 个 不 小 于 4, 从 而 袜 su >4(?- 
1) ,这 与 总 Su <4 -8 矛盾 ). 
2. 组 合 分 析 方 法 


通过 对 染色 图 的 组 合 结构 进行 分 析 讨 论 ,从 而 达到 解决 问题 的 目的 ,这 就 是 组 合 
分 析 方法 .在 分 析 讨 论 中 ,除了 注意 图 的 有 关 概 念 和 性 质 外 ,还 要 注意 前 面 几 章 介绍 的 
各 种 解决 组 合 问题 的 方法 和 技巧 (如 分 类 讨论 ,奇偶 性 分 析 , 利 用 抽 层 原理 、 反 证 法 等 


等 ). 

例 1 红 蓝 2 色 Ks 中 若 不 存在 同色 三 角形 , 则 整个 图 形 必 可 分 解 为 一 红 一 蓝 两 个 
圈 ,每 个 圈 恰 由 5 边 组 成 . 

证 明 设 从 某 顶点 4 出 发 有 3 条 边 4 4 , 4,4: ,4,44 同色 ,不 妨 设 为 红色 .车 
和信 4:4344. 中 有 一 边 ( 比 如 4;4s 为 红色 ), 则 公 41434s 为 红色 三 角形 ,矛盾 . 故 
全 4:4344 为 蓝 色 三 角形 ,也 矛盾 .可 见 , 从 每 一 顶点 出 发 的 4 条 边 只 可 能 2 红 2 蓝 , 整 
个 图 中 恰 有 5 条 红 边 和 5 条 蓝 边 . 

光 看 红色 边 构 成 的 图 , 因 每 点 的 度数 均 为 2, 故 没有 眶 挂 点 ,从 而 全 部 构成 几 个 图 ， 
但 因为 一 共 只 有 5 个 点 ,只 能 构成 一 个 圈 . 同 理 5 条 蓝 色 边 也 构成 一 个 图 ， 

例 2 两 个 航空 公司 为 10 个 城市 通航 ,使 得 任何 两 个 城市 之 间 恰 有 一 个 公司 开设 
直达 航班 进行 往返 服务 . 试 证 至 少 有 一 个 公司 能 提供 两 个 不 相交 的 旅游 园 , 每 个 圈 可 
游览 奇数 个 城市 . (第 31 届 IMO 预选 题 ) 

证 明 我 们 用 10 个 点 表示 10 个 城市 ,并 将 两 个 航空 公司 的 航线 分 别 用 红色 边 和 
蓝 色 边 表示 ,问题 就 化 为 2 色 完 全 图 Kw 中 必 存 在 具有 相同 颜色 的 两 个 同色 奇 圈 , 且 二 
者 没有 公共 点 . 

首先 ,从 2 色 Ki 中 任 取 一 个 2 色 Ks ,由 拉 姆 塞 定理 知道 这 个 2 色 Ks 中 必 存 在 一 
个 同色 三 角形 414,4; ,去 掉 4 , 4s, 4;, 余 下 7 点 为 顶点 的 2 色 完 全 图 K; 中 又 存在 一 
个 同色 三 角形 B, Bs Be , 故 存 在 两 个 没有 公共 顶点 的 同色 三 角形 , 若 这 两 个 三 角形 也 同 
色 , 则 结论 成 立 .车 二 者 不 同色 ,不 妨 设 人 4,4,4 为 蓝 色 三 角形 , 人 BB; Bs 为 红色 三 
角形 ,考虑 9 条 线段 

AB(i=1,2,3,j=1,2,3). 
由 抽 层 原理 知 其 中 必 有 5 条 同色 ,不 妨 设 为 蓝 色 ,从 而 B,, B;, Bo 中 必 有 一 点 ,由 它 引 
向 4 ,4;,4s 的 3 条 线 中 有 2 条 为 蓝 色 , 不 妨 设 为 B,4: , B4 4s ,于 是 得 到 一 个 蓝 色 三 角 
形 B44;, 它 与 红色 三 角形 Bs Bs Be 恰 有 一 个 公共 顶点 B, ,去 掉 4, , 43 , Bs, Bs,B。 这 
5 个 点 , 剩 下 5 个 点 记 为 Cl, C:, Cs, Cs, Cs( 其 中 有 一 个 是 4,), 考 察 以 这 5 个 点 为 顶点 
的 2 色 完 全 图 K; .车 其 中 存在 一 个 同色 三 角形 , 则 不 论 红 蓝 ,显然 存在 具有 相同 颜色 的 
两 个 三 角形 , 且 它 们 没有 公共 顶点 .车 其 中 没有 同色 三 角形 , 则 由 例 1 知 它 可 分 解 为 一 
红 一 蓝 的 两 个 圈 , 每 个 圈 恰 有 5 条 边 , 因 此 ,这 时 既 存在 两 个 没有 公共 顶点 的 红色 奇 
圈 , 也 存在 两 个 没有 公共 点 的 蓝 色 奇 圈 . 证 毕 . 

例 3 将 正 九 边 形 的 5 个 顶点 涂 上 红色 , 问 最 少 存在 多 少 对 全 等 三 角形 ,它们 的 顶 


点 都 是 红 点 ? (1992 年 天 津 市 代表 队 测验 题 ) | 


解 以 5 个 红 点 为 顶点 的 三 角形 共有 C3 = 10 个 ,我 们 称 之 为 红色 三 角形 . 设 正 九 
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边 形 的 外 接 圆 的 周 长 为 9, 并 用 弦 对 的 弧 的 长 度 表示 弦 长 .在 正 九 边 形 中 ,以 它 的 9 个 
顶点 为 顶点 ,彼此 不 全 等 的 三 角形 只 有 7 种 ,其 3 条 边 长 为 (1,1,7), (1,2,6), (1,3,5)， 
(1,4,4),(2,2,5),(2,3,4), (3,3,3) .因此 ,由 抽 居 原理 知 至 少 有 3 对 全 等 的 红 三 角形 ， 
若 其 中 有 不 少 于 3 个 两 两 全 等 , 则 全 等 三 角形 对 至 少 有 4 对, 故 下 面 设 这 3 对 全 等 三 角 
形 不 同 对 之 间 互 不 全 等 . 

设 两 个 红色 三 角形 入 4, 424; 与 全 Bi B; B; 全 等 , 因 只 有 5 个 红色 顶点 , 故 这 两 个 
红色 三 角形 至 少 有 1 个 公共 点 ,至 多 有 2 个 公共 点 . 

(了 ) 设 两 个 红色 三 角形 个 414,4; 与 人 Bi B; Bi 恰 有 一 个 公共 顶点 ,不 妨 设 4 与 
Bi 重合 ( 记 为 4). 因 二 者 内 接 于 同一 圆 , 故 必 关 于 过 4 点 的 直径 对 称 ,这 时 4,, 4;， 
B,,B; 为 一 个 等 腰 梯 形 的 4 个 顶点 (4,B,// 43B;,424; = BB;), 易 知 ,这 时 至 少 有 4 
对 全 等 红色 三 角形 : 人 44,4, 与 人 4B,B;; 人 44;B， 与 人 4B,4;; 人 4;4;B， 与 
人 BB;A,; 人 4,h;B, 与 公 B,B,4;. 

(2) 设 两 个 红色 三 角形 信 4 4,4, 与 人 BB,B, 有 一 条 公共 边 , 不 妨 设 4, 与 B, 重 
合 ( 记 为 C),4; 与 8 重合 ( 记 为 D) ,这 时 41B1// CD .于 是 41B1DC 为 等 腰 梯形 ,可 得 
两 对 全 等 的 红色 三 角形 , 因 至 少 有 3 对 红色 三 角形 , 故 另外 还 有 一 对 红色 三 角形 ,从 这 
对 全 等 的 三 角形 出 发 (不 论 它们 恰 有 一 个 公共 顶点 或 恰 有 一 个 公共 边 ) 又 可 找到 另 一 
对 全 等 的 红色 三 角形 , 故 至 少 有 4 对 红色 三 角形 . 

另 一 方面 ,将 正 九 边 形 4 4:…4s 中 5 个 顶点 4 ,44,4;,46,4; 染 成 红色 时 恰 有 4 
对 红色 三 角形 : 人 4144hs 与 公 4141h46; 公 h41h444。 与 个 41414s; 人 Ashshs 与 
人 4146hs; 公 A444s4; 与 hhh,- 

综 上 可 知 ,所 求全 等 三 角形 最 小 对 数 为 4. 

例 4 将 100x 100 的 方 格子 的 上 沿 与 下 沿 相 粘 连 , 左 沿 与 右 沿 相 粘连 ,做 成 “ 轮 环 
状 ”( 形 如 轮胎 ), 问 能 否 在 其 上 选取 50 个 方 格 ,每 格 各 放 1 枚 棋子 ,而 棋子 有 红 、 蓝 、 绿 
三 色 , 使 得 每 枚 红 子 至 少 可 攻击 两 枚 蓝 子 ( 位 于 具有 公共 边 的 两 格 中 的 异 色 棋子 可 以 
互相 攻击 ) ,每 枚 蓝 子 至 少 可 攻击 两 枚 绿 子 ,每 枚 绿 子 至 少 可 攻击 两 枚 红 子 ? 

(1990 年 圣彼得堡 市 奥林匹克 试题 ) 

解 ”如 果 可 放置 50 枚 棋子 满足 题目 要 求 , 设 其 中 红 、 蓝 、 绿 的 棋子 数 分 别 为 ,5， 
c, 红 蓝 、 蓝 绿 , 绿 红 相 邻 棋子 对 的 个 数 分 别 为 x,y,z. 由 于 每 枚 红 子 可 攻击 两 枚 蓝 子 ， 
故 有 2a<x. 又 因 每 枚 蓝 子 可 攻击 两 枚 绿 子 , 故 每 枚 蓝 子 至 多 与 2 枚 红 子 相 邻 ,所 以 又 
有 x*x<25b. 同 理 有 

2asx<2b<y<2c<zss<2a. 
因此 得 a。= b=c, 但 a+ b+c=50 不 是 3 的 倍数 ,矛盾 .这 表明 题 中 要 求 是 不 能 实现 
的 . 
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例 5 将 正和 A4BC 每 边 n 等 分 ,过 分 点 作 边 的 平行 线 将 人 4BC 分 为 nw 个 全 等 的 小 
正三 角形 ,将 每 个 三 角形 的 顶点 任意 染 成 红 、 蓝 、 黄 3 色 之 一 , 且 BC 边 上 的 点 不 染 红 
色 , C4 边 上 的 点 不 染 蓝 色 , 4B 边 上 的 点 不 染 黄色 .证 明 : 必 存在 一 个 小 正三 角形 , 它 的 
3 个 顶点 的 颜色 互 不 相同 . 

证 明 ”如 果 一 个 小 正三 角形 一 边 的 两 端点 异 色 ,那么 就 称 此 边 为 异 色 边 . 设 第 


个 小 正三 角形 中 异 色 边 及 条 ,考虑 和 5 = 名 ， 

一 方面 ,如 果 小 正三 角形 的 一 边 不 在 公 ABC 的 任何 一 边 上 ,那么 它 必 是 两 个 小 正 
三 角形 的 公共 边 ,在 5 中 它 计 算 了 2 次 或 0 次 ,对 5 的 贡献 为 2 或 0. 而 依 题目 条 件 有 
A、B、C 三 点 分 别 被 染 成 红 , 蓝 、 黄 3 种 颜色 , 故 BC 、C4 、4B 上 的 异 色 边 数 都 应 为 奇数 ， 
所 以 S 应 为 奇数 . 

另 一 方面 ,如 果 不 存 在 三 顶点 异 色 的 小 正三 角形 ,那么 每 个 小 正三 角形 中 异 色 边 
数 为 0 或 2, 即 每 个 6 为 偶数 , 故 5 应 为 偶数 ,矛盾 .这 就 证 明了 题 中 结论 成 立 . 

例 6 已 知 五 棱柱 4, 4 4: 444s - Bi B; B; B4 Bs 的 各 楼 被 染 上 红色 或 蓝 色 , 且 每 一 
条 线段 4Bi(ij = 1,2,3,4,5) 也 被 染 上 红色 或 蓝 色 .如 果 以 棱柱 的 任何 3 个 顶点 为 顶 
点 ,上 述 染 了 色 的 线段 为 边 的 三 角形 都 不 构成 三 边 同色 的 三 角形 .证 明 :棱柱 两 个 底面 
的 10 条 边 必 同 染 一 种 颜色 . (第 21 届 IMO 试题 ) 

证 明 用 反 证 法 .如 图 7-6, 若 上 底面 4, 4243:444s 的 各 边 不 


全 同色 , 则 必 有 相 邻 两 边 不 同色 ,不 妨 设 4; 与 如, 不 同色 ,其 S 
中 414, 为 红色 , 4: 4; 为 蓝 色 . 于 是 ,线段 4:B:(i= 1,2,3,4,5) 中 4 4 
至 少 有 [25 1] +1 条 同色 ,不 妨 设 4, 8B, 4 Bj,42B, 同 为 红色 并 且 D> 
Bi,B,B, 中 必 有 2 点 相 邻 ,不 妨 设 B 与 为 相 邻 . 若 418;,41B， 二 | 
A1B 中 有 一 条 线段 为 红色 ,比如 4 Bi 为 红色 , 则 人 4 42 忆 为 红 

色 三 角形 ,这 与 已 知 条 件 矛 盾 , 故 4, B, ,4, Bi，4, Bi, 全 为 蓝 色 . 若 四 

BB 为 蓝 色 , 则 公 41B8) 为 蓝 色 , 矛盾 . 若 BB; 为 红色 , 则 图 7-6 
入 4; B.B 为 红色 三 角形 ,也 矛盾 .这 就 证 明了 上 底面 的 各 边 同色 , 同 理 可 证 下 底面 的 各 
边 同色 . 

如 果 上 底面 各 边 的 颜色 与 下 底面 各 边 的 颜色 不 同 ,不 妨 设 上 底面 各 边 为 红色 ,下 
底面 各 边 为 蓝 色 . 因 4, B;(i = 1,2,3,4,5) 中 必 有 3 条 线段 同色 ,不 妨 设 4, B: ,4 有， 
A1B 同色. 若 同 为 蓝 色 , 则 因 B,, B,, B, 中 必 有 两 点 相 邻 ,比如 说 8, 与 B 相 邻 ,于 是 
入 4, BiB) 为 蓝 色 三 角形 ,矛盾 , 故  B ,4 B, ,A418) 同 为 红色 .这 时 考虑 4 及 (! = 1,2， 


3,4,5), 其 中 必 有 3 条 同色 , 同 理 可 证 它们 只 可 能 同 为 红色 ,于 是 从 4 , 4: 出 发 的 6 条 
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线段 同 为 红色 ,而 另 一 端 只 能 为 Bi , Bi, Bs, Bs, Bs 这 5 点 , 故 必 有 2 条 的 另 一 端 具有 
公共 端点 B, ,于 是 入 4; 4; B, 为 红色 三 角形 ,又 导致 矛盾 . 故 上 、 下 底面 的 10 条 边 同 色 ， 
证 毕 . 

例 7 已 知 mn 个 人 的 任意 3 人 中 必 有 2 个 互相 认识 ,如 果 其 中 一 定 存 在 4 个 人 互 
相 都 认识 , 求 n 的 最 小 值 . 

解 用 个 点 表示 n 个 人 ,如 果 两 人 互相 认识 , 则 对 应 点 的 连 线 染 红色 ;如 果 两 人 
互相 不 认识 , 则 对 应 点 的 连 线 染 蓝 色 . 于 是 问题 转化 为 求 最 小 正 整数 n, 使 得 车 2 色 完 
全 图 中 不 存在 蓝 色 三 角形 , 则 必 存 在 红色 完全 图 K. 

首先 ,如 图 7-7,2 色 图 K。 中 既 不 存在 蓝 色 ( 粗 实 线 表示 蓝 色 线 ) 三 角形 ,也 不 存 
在 红色 ( 细 虚 线 表示 红色 线 ) 完 全 图 K, , 故 所 求 最 小 正 整数 n>9. 

其 次 , 设 2 色 Ks 中 不 存在 蓝 色 三 角形 ,考虑 从 某 一 个 顶点 


出 发 的 8 条 线段 ,分 为 下 列 三 种 情形 : 
(1) 若 存在 一 个 顶点 4, ,从 它 出 发 至 少 有 4 让 三 多，| 福光 [> 


芒 设 41 4, ,A414;,4144,414; 为 蓝 色 ,因为 不 存在 蓝 色 三 角形 ， 
故 以 和,4s,44,4; 为 项 点 的 K, 是 红色 的 完全 图 SS 
(2) 若 存在 一 点 4 ,从 它 出 发 ,至 多 有 2 条 蓝 色 线 眉 ,从 而 


至 少 有 6 条 红色 线段 ,不 妨 设 为 4 ,42 ,4 43， 4 44， 414;, Ah， 图 7-7 
414) ,考虑 以 4 ,4;,…,41 为 顶点 的 2 色 完全 图 K ,由 拉 姆 塞 


| 定理 知 其 中 必 存 在 同色 三 角形 .但 已 知 不 存在 蓝 色 三 角形 , 故 存在 红色 三 角形 .不 妨 设 


全 444 为 红色 三 角形 ,于 是 以 4,,4,,4,,44 为 顶点 的 K, 是 红色 的 完全 图 . 
(3) 若 从 每 点 出 发 都 从 有 3 条 蓝 色 线段 ,那么 图 中 蓝 色 线段 数 为 卫 x9x3= 13 二， 


不 是 整数 , 故 这 种 情形 不 可 能 出 现 
这 就 证 明了 2 色 K。 中 若 不 存在 蓝 色 三 角形 , 则 必 存 在 红色 天 . 
综 上 可 知 ,所 求 正 整数 n 的 最 小 值 等 于 9. 


3., 数学 归纳 法 ,构造 法 和 其 他 方法 


一 些 涉及 正 整 数 n 的 染色 方案 的 存在 性 问题 证 明 , 常 常 要 用 到 数学 归纳 法 .为 了 
证 明 符合 条 件 的 染色 方案 的 存在 , 既 可 用 数学 归纳 法 结合 一 些 存在 性 定理 (例如 抽 履 
原理 等 ) 去 进行 证 明 ,也 可 采取 归纳 构造 的 方法 去 证 明 , 此 外 也 可 采取 直接 构造 的 方法 
以 及 其 他 特殊 方法 去 证 明 符合 条 件 的 染色 方案 (不 一 定 与 正 整数 有 关 的 染色 方案 ) 的 
存在 . 


例 1 设 $ 是 2002 个 元 素 组 成 的 集合 , N 为 整数 ,满足 0<N<2™. 证 明 :可 将 5 
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的 所 有 子 集 染 成 黑色 或 白色 ,使 下 列 条 件 成 立 : 

(1) 任 何 两 个 白色 子 集 的 并 集 是 白色 ; 

(2) 任 何 两 个 黑色 子 集 的 并 集 是 黑色 ; 

(3) 恰 好 存在 NN 个 白色 子 集 . (2002 年 第 31 届 美 国 奥林匹克 试题 ) 

证 明 考虑 $= 5, 中 有 n 个 元 素 的 一 般 情 形 ,这 时 N 为 满足 0< N<2" 的 整数 ， 
并 且 设 5, = to ,ao ，…aoj ,对 n 用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 n=1 时 ,车 和 N=0, 则 将 多 及 |a,1 都 染 成 黑色 ,符合 题目 要 求 ;车 N=1, 则 将 多 
染 成 黑色 ,| ai} 染 成 白色 ,符合 题目 要 求 ; 若 入 =2, 则 将 多 ,| ,1 都 染 成 白色 ,符合 题目 
要 求 


考虑 n+1 元 集 5,,1 = 5S,Uia,1}. 

( 1) 车 0<N<2", 则 由 归纳 假设 ,存在 一 种 染色 方法 将 5, 的 所 有 子 集 染 成 黑色 
或 白色 使 得 满足 题目 条 件 (1),(2), (3), 这 时 再 将 5,,, 中 所 有 含 a,,1 的 子 集 全 染 成 黑 
色 , 于 是 仍 满足 题目 条 件 . 

(ii) 若 2 < Ng<2""*' ,不 妨 设 W=2 + k(k=1,2,…,2"), 则 由 归纳 假设 知 存在 5 
的 子 集 的 一 种 染色 方法 使 得 满足 题目 条 件 (1), (2) 且 恰 有 个 子 集 被 染 成 白色 ,再 将 
5,+1 中 包含 es, 的 所 有 子 集 ( 共 2* 个 ) 染 成 白色 ,于 是 题目 条 件 (1) ,(2) 仍 然 满 足 , 且 一 
共有 N=2" + 大 个 子 集 被 染 成 白色 , 即 条件 (3) 也 满足 ,于 是 对 5, 完成 了 归纳 证 明 . 特 
别 取 ”= 2002 便 知 题目 结论 成 立 . 

例 2 是 2n+1 边 形 的 每 一 个 顶点 被 染 成 3 种 颜色 之 一 ,使 得 任意 两 个 相 邻 顶点 
不 同色 .证 明 : 凸 2n + 1 边 形 可 被 不 在 形 内 相交 的 对 角 线 全 部 剖 分 成 三 角形 ,使 得 每 一 
个 三 角形 的 3 个 顶点 互 不 同色 . 

证 明 用 数字 1,2,3 代表 3 种 颜色 ， 

n=1 时 ,结论 显然 成 立 . 

设 对 凸 2n - 1 边 形 结论 成 立 ,考虑 2n + 1 边 形 4,4，… A421 的 情形 .首先 , 必 有 相 
邻 3 个 顶点 的 染色 是 3 种 不 同 颜色 .事实 上 , 若 不 然 , 则 任意 相 邻 3 个 顶点 都 不 可 能 染 
3 种 不 同 颜色 .又 已 知 任何 两 个 相 邻 顶点 不 同色 ,不妨 设 41,4; 染 1,2 色 , 则 4: ,4. 又 
只 能 染 1,2 色 , 如 此 继续 下 去 , 4, 42 ,43 ,44，,…, 42。-1,42, 的 染色 只 能 染 1,2,1,2,…， 
1,2 色 ,最 后 42,,1 只 能 染 3 色 ,矛盾 . 

其 次 ,不 妨 设 4 ,4 ,4; 分 别 染 了 1,2,3 色 . 将 42,41,44 纳入 , 则 hz,,1， 41, A,， 
4; ,44 的 染色 方法 只 有 4 种 可 能 :21231,31231,21232,31232( 图 7 -8). 

不 论 哪 种 情形 ,如 图 7-8, 可 用 两 条 对 角 线 去 掉 两 个 符合 条 件 的 三 角形 ,余下 的 凸 


设 对 n 元 集合 5, ,及 整数 0<N<2" ,存在 满足 题目 条 件 (1),(2) , (3) 的 染色 方法 ，| 


冷 瑟 中 上 监 格 萎 性 还 泪 同 站 交 D 


痪 五 史 上 监 要 丘 性 泛 油 悚 水 汝 0 


2n - ! 边 形 中 任意 相 邻 顶点 仍 不 同色 , 故 由 归纳 假设 知 ,我 们 可 用 在 形 内 不 相交 的 对 角 
线 将 它 剖 分 为 三 角形 ,使 得 每 一 个 三 角形 的 3 个 顶点 不 同色 .这 就 完成 了 归纳 证 明 , 于 
是 题 中 结论 成 立 . 
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图 7-8 

例 3 在 坐标 平面 上 , 纵 、 横 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 , 试 设 计 一 种 将 所 有 整 点 
染色 的 方法 ,将 每 个 整 点 都 染 上 白色 .红色 或 黑色 中 的 一 种 颜色 ,使 得 : 

(1) 每 一 种 颜色 都 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 上 ; 

(2) 对 任意 白 点 4, 红 点 B8 及 黑 点 C ,总 可 以 找到 一 个 红 点 也 ,使 48CD 为 一 平行 
四 边 形 . 

证 明 你 设计 的 染色 法 符合 上 述 要 求 . (1986 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 

解法 一 ”将 整 点 (*,y) 按 下 列 方式 染色 : 当 x+y 为 偶数 时 , 染 红 色 ; 当 x 为 奇数 
而 y 为 偶数 时 , 染 白 色 ; 当 x 为 偶数 ,y 为 奇数 时 , 染 黑色 .显然 ,这 种 染色 方法 满足 条 
件 (1) ,下 面 证 明 这 一 染色 方法 也 满足 条 件 (2) . 

设 点 4(%1,y1) 为 白色 ,点 B(x, ,yi) 为 红色 ,点 C(xs,y) 为 黑色 

我 们 先 证 三 点 4, B,C 不 共 线 .注意 到 x, - x 与 y, - yy 的 奇偶 性 不 同 ,而 X3 一 Nl 
与 yy 的 奇偶 性 相同 ,都 为 奇数 , 便 知 (xs - zi)(7 - 7) 天 (7 一 y1) (zs ~ 1), 于 


是 ,当头 x 时 ,有 守 二 站 汉 轨 二 站, 这 意味 着 3 点 不 共 线 ; 当 x = zs 时 ,而 wi 源 %， 


和 2 一 Xl *%s 一 和 1 
故 3 点 也 不 共 线 . 
取 点 D(x4,y4) ,其 中 x4 = x3 (ti 一) ,yy4 = 3 + (yl 一 为 ) ,显然 D 为 整 点 .又 因 


4C，BD 的 中 点 都 是 ( 立 (xi + 各) ,去 (yi + 为 ), 所 以 4BCD 是 平行 四 边 形 .最 后 ,因为 | 


+ 4 = (x+7i+ 因 + 为 )- (x+ 为) 是 偶数 , 故 也 为 红 点 ,这 说 明了 染色 满足 条 件 
(2). 

解法 二 将 y 轴 上 纵 坐标 为 偶数 的 点 染 白色 , 纵 坐 标 为 奇数 的 点 染 黑 色 ,不 在 y 
轴 上 的 其 他 整 点 都 染 红色 ,显然 这 种 染色 方法 满足 条 件 (1) ,下 面 证 明 这 一 染色 法 也 满 


足 条 件 (2). 
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任 取 白 点 4(0,y1), 黑 点 C(0,y; ) 及 红 点 B(x3,y3), 于 是 y, 为 偶数 ,y, 为 奇数 ， 
x%3 ;7 均 为 整数 且 x; 才 0. 取 点 D(x4,Ys), 其 中 x= 一 %3,y4=71+yi -3 显然 DD 为 


整 点 , 且 4C 与 BC 的 中 点 都 是 (0, 半 地 时), 故 4BCD 为 平行 四 边 形 . 因 x, = -0， 


故 D(x4,y4) 为 红 点 .这 就 说 明了 染色 法 满足 条 件 (2). 

注 若 还 要 求 每 种 颜色 都 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 y 轴 的 直线 上 , 则 解法 一 仍然 有 
效 , 而 解法 二 不 满足 这 一 条 件 . 

例 4 已 知 8 个 单位 正方 体 的 48 个 表面 正方 形 中 有 任意 n 个 涂 上 黑色 ,其 余 的 面 
涂 上 白色 .用 8 个 单位 正方 体 总 可 以 砌 成 一 个 大 正方 体 ,使 其 表面 24 个 单位 正方 形 中 
黑白 两 色 的 正方 形 各 占 一 半 , 求 n 的 所 有 可 能 值 . 《1992 年 天 津 市 代表 队 测 验 题 ) 

解 首先 ,我 们 将 8 个 单位 正方 体 涂 色 如 下 :前 5 个 正方 体 上 有 2 个 白面 4 个 黑 面 
且 两 个 白面 相对 ;第 6 个 正方 体 涂 2 黑 4 白 且 两 个 黑 面相 对 ;后 两 个 正方 体 所 有 面 都 涂 
上 白色 .这 时 ,8 个 正方 体 的 48 个 表面 正方 形 中 有 22 个 黑 的 和 26 个 白 的 ,由 于 上 述 涂 
色 方 式 中 黑 面 与 黑 面相 对 ,白面 与 白面 相对 ,所 以 无 论 怎样 砌 成 大 正方 体 ,其 表面 上 总 
是 恰 有 11 个 黑色 正方 形 和 13 个 白色 正方 形 , 即 无 法 满足 要 求 , 可 见 n 宇 23. 同 理 可 证 
有 和 25( 只 要 将 上 述 染色 法 中 染 黑 改 为 染 白 , 染 白 改 为 染 黑 即 知 ) . 

下 面 证 明 , 当 23<n<25 时 ,总 可 以 砌 出 满足 要 求 的 大 正方 体 . 

先 以 某 种 方式 将 8 个 单位 正方 体 拼 成 大 正方 体 .显然 ,只 要 讨论 它们 满足 题 中 要 
求 的 情形 , 设 表面 上 黑色 正方 形 的 个 数 为 m, 不 妨 设 m<11( 若 mm>13, 则 只 要 将 黑白 
两 色 交 换 即 可 ). 

注意 到 ,将 任意 单位 正方 体 绕 通过 它 中 心 且 垂直 一 组 对 面 的 直线 旋转 90° 时 ,总 有 
原 大 正方 体 表面 单位 正方 形 转 人 内 部 ,而 与 这 个 面相 对 的 单位 正方 形 则 由 大 正方 体 的 
内 部 转 到 表面 上 来 ,所 以 每 操作 一 次 ,mm 值 可 能 变化 + 1,0 或 - 1. 又 因为 总 可 以 对 一 个 


单位 正方 体 进行 3 次 操作 ( 绕 3 个 不 同 的 轴 旋 转 90°) ,使 它 的 位 于 表面 的 3 个 单位 正方 | 


形 与 内 部 的 3 个 单位 正方 形 互 换 ,所 以 总 可 以 用 24 次 转动 而 将 24 个 表面 正方 形 与 内 
部 的 互 换 .这 时 表面 黑色 正方 形 的 个 数 为 m' = m- 严 =12, 若 m’ = 12, 则 问题 就 解决 
了 .以 下 设 史 >13, 设 转动 工 次 后 表面 黑色 正方 形 的 个 数 为 四 ,于 是 有 1m: - mil1< 
1 ,因为 me= 严 和 11,ma = m =n-m 之 13, 故 必 存 在 io(1<i。<23) 使 得 m。 = 12. 可 
见 ,经 过 io 次 转动 后 所 得 到 的 大 正方 体 满足 要 求 . 

综 上 可 知 ,n 所 有 可 能 值 为 23,24,25. 

注 此 例 第 一 部 分 是 构造 反例 ,第 二 部 分 证 明 则 用 到 第 三 章 $ 2.4 介绍 的 离散 介 
值 原理 . 
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8$ 4 典型 例题 解 题 分 析 


例 1 一 位 主人 准备 了 77 粒 糖 作为 礼物 ,将 这 些 糖 果 装 在 n 只 袋 中 ,使 得 不 论 孩 
子 来 的 是 7 个 或 11 个 ,每 个 孩子 都 能 得 到 整 袋 的 糖果 ,并且 每 个 孩子 得 到 的 糖果 数 相 
等 , 求 的 最 小 值 . 

解 设 "” 袋 糖果 可 分 为 7 份 ,每 份 11 粒 糖 , 用 7 个 点 x ,x,,…,x; 表示 . 设 糖 果 又 
分 为 11 份 ,每 份 7 粒 糖 ,用 11 个 点 yi ,和 ,yu 表示. 如 果 某 袋 糖 既 在 x, 又 在 y; 中 出 
现 , 则 x; 与 之 间 连 一 条 边 , 这 样 就 得 到 一 个 二 部 图 G. 

图 6 一定 连通 ,否则 我 们 可 取 C 的 一 个 最 大 连通 分 支 G'( 含 G 中 边 数 最 多 的 一 个 
连通 图 ), 设 GC 中 有 a 个 x;,b 个 y, 其 中 4a<7,b<11, 且 等 号 不 能 同时 成 立 , 则 这 a 个 
Xi 含有 1l1a 粒 糖 , 个 含有 75 粒 糖 ,由 G6’ 的 连通 性 知 114 =76. 又 (11,7) =1, 所 以 
71a,1118, 但 a<7,5<11, 故 a=7,b=11, 了 矛盾 (也 就 是 C' 只 可 能 是 C) .因为 G 是 连 
通 图 ,共有 7+11=18 个 顶点 , 故 G 至 少 有 18 - 1 = 17 条 边 , 因 每 条 边 表示 一 袋 糖 , 故 
有 17. 

另 一 方面 ,将 77 粒 糖 分 为 数目 如 下 的 17 袋 : 

7,7,7,7,7,7,7,4,4,4,4,3,3,3,1,1,1, 则 符合 要 求 , 即 所 求 ”的 最 小 值 为 17. 

例 2 某 天 晚上 ,21 个 人 之 间 互 通电 话 n 次 ,已 知 其 中 有 m 个 人 a ,a,,…, a。 使 
ai 与 gain 互通 了 电话 (i=1,2,…,m,an4wi = a1), 并 且 m 为 奇数 ,如 果 在 这 21 人 中 没有 
3 人 互通 了 电话 , 求 n 的 最 大 值 . 

解 用 21 个 点 表示 21 人 ,车 两 人 互通 电话 则 对 应 两 点 连 一 条 边 , 否 则 不 连 边 , 得 
到 一 个 图 6, 已 知 G 含有 一 个 奇 图 ,并 且 G 中 不 存在 三 角形 ,要 求 G 中 边 数 n 的 最 大 
值 . 

设 图 中 长 度 最 短 的 一 个 奇 圈 C 的 长 为 2k + 1, 因 为 G 中 没有 三 角形 , 故 k>>2. 设 
C 为 4 42…42t+14;. 则 对 任意 iJ(L<iJ<28+1 ,4 与 4(1zi+1l) 没 有 连 边 (4o = 
Ah24.2 = 4 ) 儿 和 则 存在 长 度 更 小 的 奇 圈 ,与 假设 矛盾 ) . 除 4 ,4 ，… 4 外 ,其 余 21- 


(24+ 1) =2(10 一 上 个 点 中 无 三 角形 .由 托 兰 定理 知 这 2(10 - ) 个 点 之 间 最 多 连 有 二 
(20-248》 =(10-k)? 条 边 .又 这 2(10-) 中 每 一 点 不 能 与 C 中 相 邻 两 顶点 连 有 边 
(否则 存在 三 角形 ,与 假设 矛盾 ) , 故 这 2(10 - 如 个 点 中 每 个 点 至 多 与 C 中 个 顶点 相 
邻 ,所 以 图 中 的 边 数 = 满足: 
na2k+1+(10-k)?+2(10-k):k=102- (Ek-1)<102- (2-1)*=101. 
另 一 方面 , 设 6 的 21 个 顶点 为 4,4s,…, hs，X = 14;,43,…,As| ,Y= 146, hs， 
A Amt,Z=|41,h49,An,…,An|.XX 中 4 与 41,, 连 有 边 (i=1,2,3,4) 且 hs 与 4 


连 有 边 ,Y 中 每 点 与 Z 中 每 点 连 有 边 ,Y 中 每 点 与 X 中 两 点 4 和 4, 连 有 边 ,2 中 每 点 
与 X 中 两 点 4。 和 A。 连 有 边 ,其 余 任意 两 点 不 连 边 , 则 6 中 的 边 数 为 : 
n=5+8x8+2x8x2= 101. 
且 5 中 存在 一 个 奇 团 4,4，…hs4 ,但 不 存在 三 角形 . 
综 上 所 述 ,所 求 n 的 最 大 值 为 101. 
例 3 有 位 游客 ,其 中 任意 3 人 中 必 有 2 人 互相 不 认识 ,并 且 把 这 n 个 人 任意 分 
为 两 组 来 坐 公共 汽车 ,至 少 有 一 辆 车 上 有 互相 认识 的 人 .证 明 : 存 在 一 位 游客 ,他 至 多 
认识 子 n 位 游客 . (2004 年 保加利亚 奥林匹克 试题 ) 


证 明 用 n 个 点 表示 n 位 游客 .车 两 人 互相 认识 , 则 对 应 两 点 连 一 条 边 , 否 则 不 连 
边 ,得 到 一 个 图 G. 由 已 知 条 件 知 图 6 中 不 存在 三 角形 ,并 且 C 不 是 二 部 图 .由 定理 4 
知 C 中 必 含 有 奇 圈 , 设 C = 414,…Ah1 为 6 中 长 度 最 短 的 奇 图. 由 于 图 G 中 不 存在 
三 角形 , 故 丰 >5, 由 奇 图 C 的 长 度 是 最 短 的 假设 知 不 在 轿 C 上 的 每 个 顶点 至 多 与 C 中 
2 个 顶点 相 邻 (否则 存在 更 短 的 奇 圈 ) ,并且 C 上 任意 不 相 邻 的 顶点 没有 连 边 ( 否 则 存 
在 更 短 的 奇 图) . 故 这 个 奇 圈 上 每 个 顶点 的 度数 之 和 <24 +2(n -k) =2n, 故 存在 一 个 
| 顶点 ,其 度数 < 名 < 分. 即 存在 一 位 游客 ,他 至 多 认识 其 他 子 n 位 游客 . 

例 4(Mantel 定理 ) 设 空间 给 定 n 个 点 ,其 中 任何 4 点 不 共 面 ,它们 之 间 连 有 9 条 
线段 , 则 这 些 线段 至 少 构成 4 (9 - 所 ) 个 不 同 的 三 角形 

证 明 一 ”如 果 图 中 没有 连 线 段 (9 = 0) ,结论 显然 成 立 .下 设 9> 1, 给 定 的 n 个 点 
为 4 ,4 4, ,并 设 从 出 发 的 线段 数 为 d ,于 是 只 di = 29 .将 图 中 所 连 线段 集合 记 
为 5, 设 图 中 有 个 以 所 连 线段 为 边 的 三 角形 ,这 些 三 角形 的 边 数 之 和 为 34. 另 一 广 
面 ,对 S 中 任意 线段 44) ,从 4;,4 向 其 余 m -2 个 点 引出 了 (d -1)+(d-1)=di+ 
必 -2 条 线段 , 故 这 n - 2 个 点 中 至 少 有 

dit+d-2-(n-2)=di+d-n 
个 点 与 机 和 A 都 连 有 线段 ,构成 以 4.4 为 一 边 的 三 角形 , 即 5 中 每 条 线段 4 至 少 
属于 di + dd- n 个 三 角形 , 故 图 中 各 三 角形 边 数 之 和 至 少 为 , 兴 ,(di+ dn), 所 以 

34> 朋 + 由), 站) 一 和 ® 

{1 (4h€ S) 
”1004 天 3) 


为 $ 中 每 条 线段 4.4 计算 了 两 次 ,注意 到 = 4 必 


, 则 ,如 。( 吧 + 四) = 立 归 福 (4 + 本 )%, 上 式 右 端 增加 系数 序 必 因 


,= 由 ,于 是 有 


部 也 中 浴 亚 扫尾 磷 尖 局 兴 症 O 


沉 瑟 路 和 监 荡 开 性 注油 由 站 症 O 


站 入 am = Sd) = 
同 理 ， Bod ns Be. 
所 以 ,由 外 并 利用 如 西 不 等 式 ,我 们 得 到 


k= ea + d)) x - 序 史 = 证 这 + 六 )- 二 


ee 
证 明 二 、 设 图 中 个 点 为 4,,4,,…, 4,, 若 4; 与 4 连 有 线段 , 则 将 该 线段 染 红 
色 ; 若 4 与 4 没有 连 线 , 则 将 4h, 与 4) 连 一 条 蓝 色 线段 .于 是 得 到 一 个 2 色 完 全 图 天 .| 
由 已 知 条 件 知 这 个 图 K, 有 49 条 红色 线段 ,问题 转化 为 要 证 明 图 中 至 少 有 组 (g - 乞 ) 
个 红色 三 角形 (三 边 均 为 红色 的 三 角形 ). 
设 从 4 出 发 有 4d; 条 红线 ,于 是 从 hi 出 发 有 n -1- di 条 蓝 线 (i=1,2,…,n), 并 
且 岂 4 =20. O 
设 图 中 有 a 个 红色 三 角形 , 8 个 两 边 红 、 一 边 蓝 的 三 角形 , y 个 两 边 蓝 .一边 红 的 


三 角形 ,并 且 称 从 一 点 出 发 的 两 条 红线 组 成 的 角 为 红色 角 , 从 一 点 出 发 的 一 条 红线 和 
一 条 蓝 线 组 成 的 角 为 异 色 角 .于 是 ,红色 角 的 个 数 为 


3a+B= 乌 C . @ 
异 色 角 的 个 数 为 2.8+ 7) = 内 di(n -1- di). @ 
由 @ 得 8<B+7= 示 凡 d(n-1- di). 
代入 @ 并 利用 哥 西 不 等 式 及 @ 得 


= 读 ( 加 6 -8)> 寺 [加 二 dd 一 DD -半生 4(n-1-d)] 


= 计 ( 咏 必 -县 号 4)> 本 [二 ( 凡 <- 生 六 ] 


1 4 后 | 
$[ i(29) 2 (2g9)]=34(9 -村 ). 
| 318 


即 图 中 至 少 有 各 (4 - 对) 个 红色 三 角形 .于 是 , 原 命题 得 证 。 

例 5 空间 任 给 2n(n>2) 个 点 ,其 中 任意 4 点 不 共 面 ,在 这 些 点 之 间 连 有 n? +1 
条 线段 .证 明 : 这 些 线段 至 少 构成 n 个 不 同 的 三 角形 . (1989 年 中 国 国家 队 训练 题 ) 

证 明 n=2 时 ,m+1=5, 这 4 个 点 4,B8,C,D 之 间 连 有 5 条 线段 ,只 有 Ci -5= 
1 对 点 之 间 没 有 连 线 ,不 妨 设 只 有 C 与 D 没有 连 线 ,于 是 存在 两 个 三 角形 : 公 4BC 与 
公 4BD ,结论 成 立 . 

设 n= 上 时 ,结论 成 立 . 当 n=k+1 时 ,我 们 先 证 明 至 少 有 一 个 三 角形 , 设 48 是 一 
条 已 连 线段 ,并 记 4,B 向 其 余 n -2=28 个 点 所 引线 段 数 分 别 为 a 和 

(1) 车 a+ 5 宇 2k+1, 则 其 余 2k 个 点 中 必 有 一 点 C 同时 向 4,B 连 有 线段 ,从 而 存 
在 和 4BC 

(2) 若 e+ 5 大 25, 则 去 掉 4,B 两 点 以 及 从 4,B 出 发 的 线段 (包括 48), 还 剩 2k 个 
点 ,它们 之 间 所 连 线段 数 至 少 为 (t+1)2+1- (2k+1) = 及 +1 条 线段 , 故 由 归纳 假设 
知道 必 存 在 一 个 三 角形 . 

设 人 4BC 是 所 连 线段 构成 的 一 个 三 角形 ,从 4,B,C 出 发 向 其 余 2 - 1 个 点 所 引 
线段 数 分 别 为 a ,8,Y. 

(1) 车 a+B+7Y>>3k 1, 则 其 余 2k -1 个 点 中 至 少 有 (3k 一 1)- ( 24-1) = 大 个 点 
同时 向 线段 48, BC, Ch 之 一 的 两 个 端点 都 连 有 线段, 至少 构成 个 三 角形 ,加 上 
全 ABC 至 少 一 共有 k +1 个 三 角形 . 

(2) 若 a+B+7Y<3k-2, 即 (a +B)+(B+7)+(Y+a)s6k-4, 则 a+B,B+Y, 
7Y+a 中 至 少 有 一 个 不 超过 24 -2. 不 妨 设 a+ Bp<2k -2, 这 时 去 掉 4、B 两 点 ,以 及 从 
4,B 出 发 的 线段 (包括 公 4BC 的 三 边 ), 则 剩 下 2k 个 点 ,它们 之 间 所 连 线段 数 至 少 有 


(E+1)?+1-[(2k-2)+3]= 有 如 +1 条 .于 是 由 归纳 假设 知道 至 少 有 个 以 所 连 线段 | 


为 边 的 三 角形 ,加 上 公 4BC ,至 少 一 共有 +1 个 三 角形 . 即 n =k+1 时 ,结论 成 立 ,这 
就 完成 了 归纳 证 明 . 

例 6 某 次 聚会 共 17 人 ,其 中 每 个 人 都 认识 另外 4 个 人 .求证 :存在 两 个 人 ,他 们 
彼此 不 认识 , 且 没 有 共同 认识 的 人 . (1992 年 第 26 届 独 联 体 奥林匹克 试题 ) 

证 明 用 17 个 点 41,4,,…,An 表 示 17 个 人 , 若 两 人 互相 认识 , 则 对 应 点 连 一 线 
段 ;否则 不 连 线段 . 若 两 人 互相 认识 或 两 人 有 共同 熟人 ( 即 对 应 两 点 连 有 线段 或 这 两 点 
同时 与 第 3 点 连 有 线段 ) , 则 称 这 两 点 是 关联 的 .问题 归结 为 已 知 每 点 出 发 都 愉 有 4 条 
线段 , 则 必 存 在 不 关联 的 两 点 . 

用 反 证 法 . 设 图 中 所 有 的 点 两 两 关联 , 即 任意 两 点 或 连 有 线段 或 张 有 角 ( 同 与 第 三 


点 连 有 线段) .因为 图 中 共有 方 x 17 x 4 = 34 条 线段, 张 角 总 数 为 17C? = 102, 并 且 
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102+ 34 = 136 = C5 , 俭 等 于 两 点 组 的 个 数 ,这 表明 图 中 任意 两 点 要 么 连 有 线段 ,要 么 没 
有 连 线 但 恰 张 有 一 个 角 , 故 图 中 不 存在 以 所 连 线段 为 边 的 三 角形 也 不 存在 四 边 形 ( 因 
为 若 存在 连 有 对 角 线 的 四 边 形 则 存在 三 角形 , 若 存在 没有 连 对 角 线 的 四 边 形 则 存在 两 
点 没有 连 线 但 张 有 2 个 角 ,都 导致 矛盾 ) . 

考察 图 中 一 个 点 下, 它 与 另外 4 点 4,B,C,D 连 有 线段 ,于 
是 4,B,C,D 之 间 没 有 连 线段 并 且 它 们 中 任意 两 点 不 同时 与 第 
3 点 连 有 线段 .从 4、B、C、D 出 发 , 除 X 外 ,各 自 还 与 3 个 不 同 
的 点 连 有 线段 (图 7- 9) .这样 一 共有 17 个 点 ,分 别 从 4,B,C,D 
引出 了 4 个 3 点 组 ,并 且 同 组 内 任意 两 点 没有 连 线 (否则 存在 三 
角形 ) ,这 时 图 中 还 要 连 34 - 16 = 18 条 线段 ,每 连 一 线段 , 便 形成 
一 个 含 点 的 5 点 图 (例如 图 中 X44, BB), 故 含 点 了 的 5 点 图 
有 18 个 .因为 《是 任意 的 , 故 每 一 点 都 包含 在 18 个 5 点 图 内 ， 


这 样 图 中 5 点 图 的 个 数 应 为 条 x 17 x 18 个 ,但 地 x17 x 18 不 是 


整数 ,矛盾 . 故 必 存 在 两 点 是 不 关联 的 ,也 就 是 存在 两 人 ,他 们 互相 不 认识 且 没 有 共同 
认识 的 人 . 
例 7 有 8 个 顶点 的 简单 图 中 ,没有 四 边 形 的 图 的 边 数 的 最 大 值 是 多 少 ? (简单 图 
是 指 任 一 点 没有 边 将 自己 与 自己 相连 ,而 且 任何 两 顶点 之 间 至 多 有 1 条 边 相 连 的 图 ) 
(1992 年 中 国 奥林匹克 (CMO) 试 题 ) 
解 如 图 7-10 所 示 , 图 有 8 个 顶点 和 11 条 边 ,其 中 没有 四 边 
形 , 故 所 求 边 数 的 最 大 值 不 小 于 11. 
下 面 我 们 证 明 如 果 图 中 有 12 条 边 ,那么 其 中 必 有 下边 形 . 
首先 ,指出 两 个 明显 的 事实 ， 
(1 ) 若 4 产妇 是 两 个 顶点 ,如 果 点 4 与 点 C1,C,,…, Ci 均 有 边 
相连 ,B 至 少 与 | C,, C,,…, Ce 中 两 点 分 别 有 边 相连 , 则 图 中 必 有 四 图 7-10 
边 形 . 
(ii ) 若 4 点 之 间 连 有 5 条 边 , 则 图 中 必 有 四 边 形 . 
设 8 个 顶点 ,12 条 边 的 图 中 没有 四 边 形 , 其 中 点 4 是 引出 线段 最 多 的 一 个 顶点 . 
(D 设 4 引出 了 m5 条 边 ,与 4 连 有 边 的 顶点 集合 记 为 下, 除了 4 及 M 中 的 顶点 


之 外 的 所 有 其 他 项 点 集合 为 7. 由 ( 1) (i 让) 知 必 中 点 之 间 的 连 线 数 不 超 过 [他]， 了 中 


的 点 间 连 线 数 至 多 为 Cir , M 与 了 之 间 的 连 线 数 至 多 为 171 =7- m. 因 而 ,图 中 连 线 数 
至 多 为 
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m+[ 旦 ]+ 171+ Cin =7+[ 肥 ]+ Cin. 


当 m=5,6,7 时 ,7=2,1,0, 上 式 之 值 都 为 10, 即 图 中 只 有 10 条 边 ,矛盾 . 

(2) 点 4 恰 引 出 4 条 边 :A4;(i=1,2,3,4). 设 另外 3 点 是 Bi , Bs,B,, 于 是 | 4,, 4,， 
43:,44| 之 间 至 多 连 有 两 条 线段 , | B, , B,, B,| 之 间 至 多 连 有 3 条 线段 , 旦 {B,, B,, Bs| 
与 i141,4,,4;,44| 之 间 至 多 连 有 3 条 线段 .因为 图 中 共有 12 条 边 , 故 知 这 3 组 中 的 边 
数 恰 分 别 为 2,3,3. 不 妨 设 第 3 组 的 3 条 线 为 4,B,(j =1,2,3), 因 为 第 一 组 中 有 2 条 边 
且 无 公共 端点 , 故 | 4, ,4,, 4;1 之 间 有 一 条 边 , 不 妨 设 为 4 4:, 于 是 414,B,B, 为 四 边 
形 ,矛盾 . 

(3) 点 4 恰 引 出 3 条 线段 ,因为 一 共有 12 条 边 ,从 而 每 点 都 引出 3 条 线 . 设 点 4 和 
B 之 间 没 有 连 线 , 两 点 各 引出 的 3 条 线 分 别 为 44j, BB,(j = 1,2,3) ,于 是 由 (ij ) 知 14， 
4,,431 与 1B1,B,,B;,| 个 至 多 有 一 个 公共 点 . 

如 果 两 者 没有 公共 点 ,它们 的 各 3 点 之 间 至 多 连 有 一 条 边 ,两 个 3 点 集 之 间 至 多 
连 有 3 条 线 ,从 而 图 中 连 线 总 数 至 多 为 3+3+3+1+1=11, 矛 盾 . 如 果 两 个 3 点 集 之 间 
恰 有 一 个 公共 点 , 则 考察 第 8 点 C. 由 抽 层 原理 知 ,从 它 引出 的 3 条 线 中 必 有 两 条 引 向 
同一 个 3 点 集 ,这 导致 形成 四 边 形 , 矛 盾 . 

综 上 ,我 们 证 明了 有 8 个 顶点 和 12 条 边 的 图 中 必 有 四 边 形 ,从 而 所 求 边 数 的 最 大 
值 为 11. 

例 8 凸 n 边 形 及 n -3 条 在 形 内 互 不 相交 的 对 角 线 组 成 的 图 形 称 为 一 个 剖 分 图 . 
求证 当 且 仅 当 31n 时 ,存在 一 个 前 分 图 是 一 个 可 以 一 笔画 的 图 ( 即 从 一 个 顶点 出 发 ,经 
过 图 中 各 线段 恰好 一 次 ,并 且 最 后 回 到 出 发 点 ) . 

(1990 年 第 5 届 中 国 奥林匹克 (CMO) 试 题 ) 

证 明 因为 n -3 条 在 形 内 不 相交 的 对 角 线 将 凸 n 边 形 分 成 n -2 个 内 部 互 不 相 
交 的 小 区 域 , 且 每 个 小 区 域 的 内 角 和 都 不 小 于 r, 并 且 所 有 小 区 域 的 内 角 总 和 等 于 凸 n 
边 形 的 内 角 和 (mn - 2)r, 故 每 个 小 区 域 的 内 角 和 都 是 r, 即 剖 分 图 中 每 个 小 区 域 都 是 三 
角形 . 

先 证 充分 性 .n = 3 时 命题 显然 成 立 . 设 n=3k 时 ,对 任何 是 3k 边 形 存在 一 个 剖 分 
图 是 可 以 一 笔画 的 图 , 则 对 任何 凸 3(k + 1) 边 形 | 4,, 4,，,…，, hs,31 ,连接 4,4。， 
A24s443，A4434+3 得 到 3 条 对 角 线 . 

对 于 凸 3k 边 形 1 44 4;… A34,31 ,由 归纳 假设 ,存在 一 个 前 分 图 是 可 以 一 笔画 的 图 . 
作出 此 前 分 图 , 现 从 4at:3 出 发 经 过 | 44 ,45，… 43ats3i 的 上 述 剖 分 图 中 各 线段 恰 一 次 
回 到 4h34,3 后 ,再 经 过 4 4 一 4 4 一 4243 一 4344 一 4442 一 424xk3 又 回 到 了 4， 
故 | 44 ,4 ，…，,43t+3| 的 剖 分 图 连同 42 4 ,42434,3,44h3443 组 成 凸 3k+ 3 边 形 4 42… 
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hs443 的 一 个 剖 分 图 , 且 它 是 可 以 一 笔画 的 图 .充分 性 得 证 . 

再 证 必要 性 .显然 可 以 一 笔画 的 图 中 从 每 个 顶点 引出 的 数 均 为 偶数 ,这 样 的 顶点 
称 为 偶 顶 点 .于 是 可 以 一 笔画 的 图 的 每 一 个 顶点 都 是 偶 顶 点 . 

当 nm=4 或 5 时 , 易 知 凸 四 边 形 和 凸 五 边 形 不 存在 每 个 顶点 都 是 偶 顶 点 的 前 分 图 . 
故 当 3<n<6 时 ,只 有 n=3 时 , 凸 三 边 形 才 存在 剖 分 图 是 可 以 一 笔画 的 图 . 

假设 3<n<3k(k>2) 时 ,如 果 同 n 边 形 存在 每 个 顶点 都 是 偶 顶 点 的 剖 分 图 , 则 31 
n, 当 3k<n<3k+3 时 ,考虑 山 n 边 形 |4, ,4,,…,4,1, 设 其 有 一 个 每 个 顶点 都 是 偶 顶 
点 的 剖 分 图 ,并 且 不 妨 设 4, 4; 是 剖 分 图 上 一 条 对 角 线 .显然 ,除去 人 41hs 4 外 , A143 
还 是 前 分 图 中 另 一 个 人 A4, 4;4, 的 一 边 , 因 {41,4,,…,4,1 的 每 一 顶点 都 是 偶 顶 点 , 故 
izx4,izn( 耕 则 i=4 时 ,4; 是 奇 顶 点 ;i =n 时 , 4, 是 奇 顶 点 ), 故 4< i<n. 于 是 由 此 
剖 分 图 分 别 给 出 了 凸 i -2 边 形 | 4 ,44,…,4;1 和 凸 n -i+2 边 形 | 4;,4;,1,…, 4,， 
411 的 剖 分 图 , 且 该 2 个 剖 分 图 中 的 每 个 顶点 仍 为 偶 顶 点 ,由 归纳 假设 得 31(i -2)， 
31(n 一 +2), 所 以 31[(i -2)+ (ni+2)], 即 31in. 必 要 性 得 证 . 

例 9 求 一 切 正 整 数 n>>5, 使 至 多 可 用 6 种 颜色 将 一 个 n 边 形 的 顶点 染色 {每 个 
顶点 恰 染 一 种 颜色 ) ,并 且 满 足 任意 连续 5 个 顶点 互 不 同色 . 

(2000 年 澳大利亚 -波兰 奥林匹克 试题 ) 

解 设 6 种 颜色 是 a,b,c,d,e,f. 记 5,=|a,b,c,d,el,S,=|a,b,c,d,e,f| 表 
示 两 个 颜色 序列 . 若 n 可 表示 成 5x + 6y(*=0,y>0 为 整数 , 且 至 少 有 一 个 为 正 ) 的 形式 ， 
则 只 要 把 ” 边 形 的 顶点 依次 染 成 x 个 5, 序列 和 y 个 5, 序列 ,就 知道 这 时 n 满足 题目 
所 述 条 件 .在 5x +6y 中 令 y = 0,1,2,3,4, 我 们 可 得 到 形 如 5x,5x + 6,5x + 12,5x + 18， 
5x+24 的 数 , 即 n 等 于 形 如 5xz(z =1,2,3,…),5x+1(x=1,2,3,…),5x+2(0z=2，| 
3,…),5x +3(%=3,4,…),5x +4(x=4,5,…) 的 数 ,而 不 小 于 5 且 不 属于 上 述 范围 内 
的 数 只 有 7,8,9,13,14 和 19 等 6 个 数 .下 面 我 们 证 明 这 6 个 数 中 任何 一 个 都 不 满足 题 
目 要 求 . 

假设 n=7,8,9,13,14 和 19 之 一 时 ,有 满足 题目 要 求 的 染色 方法 ,那么 存在 正 整 数 


使 6k < n< 6(k+1). 由 抽 慑 原理 ,n 边 形 的 顶点 中 ,至 少 有 [31]+1=k+1 个 顶点 


同色 .因为 连续 5 个 顶点 互 不 同色 , 故 这 +1 个 同色 顶点 中 任意 2 个 顶点 之 间 至 少 有 
其 他 4 个 不 同 的 项 点 .因此 ,至 少 有 5k+5 个 顶点 , 故 n5k +5. 然 而 易 检验 为 n =7， 
8,9,13,14 和 19 时 ,不 等 式 n>5hk+5 与 6k<n<6(k+1) 不 能 同时 成 立 . 

综 上 可 知 ,对 不 小 于 5 并 且 不 等 于 7,8,9,13,14 和 19 中 任何 一 个 的 正 整 数 n, 满 
足 题目 要 求 的 染色 方法 是 存在 的 . 


例 10 求 最 小 正 整数 n, 使 在 任何 二 染色 的 n 个 顶点 完全 图 K, 中 ,总 存在 m 条 
| 322 


同色 线段 ,它们 两 两 之 间 没 有 公共 端点 . (1991 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 

解 显然 m=1 时 n=2;m=2 时 ,n=5. 事 实 上 ,如 图 
7-11 所 示 的 2 色 K, 中 ,任何 两 条 同色 线段 都 有 公共 端点 (图 
中 实 线 表 红色 ,虚线 表 蓝 色 ) ,但 在 2 色 Ks 中 , 若 所 有 线段 都 
同色 , 则 当然 有 两 条 同色 线段 没有 公共 端点 ,否则 必 有 一 条 
红色 线段 与 一 条 蓝 色 线 段 有 公共 端点 ,不 妨 设 4 4, 为 红 ， 
Ah24; 为 蓝 .可 见 ,无 论 444s 为 何 种 颜色 ,都 有 同色 的 两 条 线 
段 没有 公共 端点 ,这 就 证 明了 m =2 时 ,所 求 最 小 正 整 数 n=5. 

下 面 我 们 用 归纳 法 来 证 明 , 对 所 有 正 整 数 m, 都 有 n=3m 1. 

上 面 已 证 m = 1,2 时 命题 成 立 . 设 对 m = r 时 命题 成 立 . 当 m= r+1 时 ,车 和 ?的 
所 有 边 同色 ,当然 有 r+ 1 条 同色 线段 ,其 中 任何 两 条 没有 公共 端点 ;否则 , 必 有 一 个 顶 
点 是 一 条 红 边 和 一 条 蓝 边 的 公共 端点 ,去 掉 这 两 边 的 3 个 端点 ,还 剩 3r - 1 个 顶点 .由 
归纳 假设 知 ,以 这 3r -1 个 点 为 顶点 的 ,1 中 ,存在 同色 的 r 条 线段 ,两 两 没有 公共 端 
点 ,再 加 上 前 2 条 中 与 之 同色 的 一 条 线段 , 便 得 到 r+ 1 条 同色 线段 ,两 两 无 公共 端点 . 

另 一 方面 ,将 h,,1 的 顶点 分 为 两 组 :4 组 有 7 个 顶点 ,B 组 2r+1 个 顶点 ,将 B 
组 顶点 间 的 线段 染 红 色 , 其 他 线段 均 染 蓝 色 .于 是 ,无 论 r+ 1 条 线段 是 红线 段 还 是 蓝 
线段 ,其 中 总 有 两 条 线段 有 一 个 公共 端点 ,这 就 表明 所 求 最 小 正 整数 n=3r +2. 于 是 ， 
我 们 完成 了 归纳 证 明 . 

例 11 求 最 小 正 整 数 n, 使 当 以 任意 方式 将 K, 二 染色 时 ,总 存在 两 个 单 色 三 角 
形 , 二 者 恰 有 一 条 公共 边 . (1993 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 

解 如 图 7-12(a)(b) 中 ,为 了 清楚 起 见 ， 
我 们 把 蓝 线 和 红线 分 别 画 在 两 个 图 中 , 易 见 图 
中 有 6 蓝 6 红 共 12 个 单 色 三 角形 ,图 中 36 条 
边 , 恰 好 每 边 都 是 一 个 单 色 三 角形 的 一 条 边 , 任 
何 两 个 单 色 三 角形 都 没有 公共 边 ,可 见 所 求 最 
小 正 整 数 > 10. 9 

另 一 方面 ,在 2 色 Ko 中 假设 单 色 三 角形 有 图 7- 12 
Pp 个 , 非 单 色 三 角形 有 4 个 , 则 p + 9 = Ch .再 设 从 第 i 个 顶点 p; 出 发 有 zx; 条 红 边 ,9 - 


和 条 蓝 边 (i=1,2,…,10) ,于 是 图 中 共有 总 «(9 - x ) 个 两 边 不 同色 的 异 色 角 . 而 单 色 
三 角形 内 没有 异 色 角 ,每 个 非 音色 三 角形 内 恰 有 2 个 异 色 角 , 所 以 29 = 总 (9 一 4)， 
因为 (9 各 )<( 畔 + 各 = 下 -20 二 , 且 和 (9 各) 为 台数 ,所 以 (94) <20， 
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故 4 = 去 凡 x(9-“)< 二 x 10x20= 100, 于 是 p= C% - 9>120- 100=20. 即 图 中 至 
少 有 20 个 单 色 三 角形 ,每 个 三 角形 有 3 条 边 , 一 共 至 少 有 60 条 边 ,但 Ko 中 只 有 C% = 
45 条 线段 , 故 必 有 两 个 单 色 三 角形 恰 有 一 条 公共 边 . 

综 上 可 知 ,所 求 最 小 正 整数 n = 10. 

例 12 求 最 小 正 整 数 ,使 得 有 10 个 顶点 ,n 条 边 的 二 染色 简单 图 中 ,总 存在 单 色 


三 角形 或 单 色 四 边 形 ( 即 含 4 条 线段 的 圈 ). (1996 年 中 国 国家 集训 队 测 验 题 ) 
解 图 7-13 中 有 10 个 顶点 和 30 条 边 ,其 中 红 边 ( 实 线 ) 

和 蓝 边 (虚线 ) 各 15 条 ,图 中 既 无 单 色 三 角形 也 无 单 色 四 边 

形 , 故 所 求 最 小 正 整 数 n>>31. 
下 面 证 明 当 n = 31 时 ,图 中 必 存 在 单 色 三 角形 或 单 色 四 NA 


边 形 .由 抽 居 原理 ,图 中 必 有 [并 了 1] + 1= 16 条 边 同色 ,于 是 < 
只 须 证 明 在 10 个 顶点 16 条 边 的 简单 图 中 必 存 在 三 角形 或 四 
边 形 . 

由 于 16 条 边 有 32 个 端点 , 故 必 有 一 个 顶点 至 多 引出 3 条 
线 .不 妨 设 4 至 多 引出 3 条 线 .于 是 , 除 4w 外 其 他 9 个 顶点 至 少 引出 16 - 3 = 13 条 线 
段 ,13 条 线段 只 有 26 个 端点 (多 余 的 线段 删 去 ,不 影响 后 面 的 证 明 ), 于 是 必 有 一个 顶 
点 至 多 引出 2 条 线 ,不 妨 设 4 引出 2 条 线 ,于 是 8 个 顶点 14,，4。,…, 4s| 个 顶点 的 子 
图 中 有 11 条 边 ,11 条 有 22 个 端点 , 故 其 中 必 有 一 个 顶点 至 多 引出 2 条 线 ,不 妨 设 A。 
引出 2 条 线 ,于 是 以 |4,,…,4,1 为 顶点 的 子 图 中 有 9 条 边 .类 似 地 ,以 |4,,…,4。1 为 顶 
点 的 子 图 中 必 有 7 条 边 .因为 7> 6- 1, 故 这 个 简单 图 不 是 树 ,其 中 必 有 圈 . 若 边 数 最 多 
的 图 有 6 条 边 , 册 第 7 条 边 无 论 怎样 连接 , 那 两 点 总 会 形成 三 角形 和 四 边 形 ; 若 边 数 最 
多 的 圈 有 5 条 边 , 则 另外 两 条 边 或 者 在 立 外 有 -个 公共 端点 ,或 者 其 中 至 少 有 一 条 是 
连接 圈 上 的 两 点 ,无 论 哪 种 情形 都 导致 形成 三 角形 或 四 边 形 ; 若 边 数 最 多 的 边 至 多 有 4 
条 边 ,结论 显然 成 立 . | 

综 上 可 知 ,所 求 最 小 正 整数 n= 31. 

例 13 设 有 空间 中 若干 个 点 ,其 中 任意 4 点 不 共 面 , 某 些 点 对 间 有 线段 相连 , 这样 
构成 一 个 图 ,如 果 最 少 要 用 ”种 颜色 给 这 些 点 染色 ,使 每 点 都 染 上 nn 种 颜色 之 一 ,才能 
使 任何 两 个 同色 之 间 都 没有 线段 相连 , 则 称 这 个 图 是 ” 色 图 .求证 对 于 任意 nEN, 者 
存在 一 个 不 含 三 角形 的 n 色 图 . (1993 年 国家 集训 队 选 拔 考试 试题 ) 

证 明 一 ”对 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 n= 1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 n= 时 结论 
成 立 ,相应 的 n 色 图 为 G,C 的 顶点 个 数 为 mm. 作 个 与 6 相同 的 图 G1,G,，,…, Gi, 从 


图 7-13 


G1 Gs，… ,Gs 中 各 取 一 点 组 成 一 个 天 点 图 ,共有 mt 种 取 法 ,在 G1,G,,…, G4 的 顶点 
之 外 另 选 m: 个 不 同 的 点 ,使 所 有 点 中 任何 4 点 不 共 面 ,规定 这 me* 个 点 与 前 面 的 大 点 
组 一 一 对 应 ,并 且 每 点 都 与 它 所 对 应 的 点 组 中 的 上 个 点 各 连 一 条 线段 ,于 是 得 到 一 
个 图 6" . 

下 面 证 明 6G“ 是 hk+1 色 图 .首先 将 G,, G6,,…, Gs 都 按 6 的 染色 方式 染色 共用 
种 不 同 颜色 ,然后 将 取 的 mt 个 点 都 染 上 第 上 + 1 种 颜色 .显然 图 中 没有 三 角形 且 每 条 
边 的 两 个 端点 都 不 同色 且 图 中 共用 了 k + 1 种 颜色 . 

其 次 证 明 G' 不 可 能 是 色 图 .因为 6,,G,,…, Gi 是 k 色 图 ,所 以 不 论 怎样 给 它 
们 染色 ,总 可 以 从 这 个 图 中 各 取 一 点 ,使 所 取 的 个 点 互 不 同色 .由 构造 过 程 知 这 个 
点 组 对 应 一 点 4, 且 4 与 这 上 个 点 有 线段 相连 ,于 是 点 4 只 能 染 上 与 后 全 有 
种 颜色 不 同 的 另 一 种 颜色 ,这 表明 G' 不 能 是 大 色 图 . 

综 上 可 知 ,G' 是 +1 色 图 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

证 明 二 ”对 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 n = 1,2 时 结论 显然 成 立 . 设 存在 不 含 三 角 
形 的 下 色 图 Ce ,k>>2, 我 们 来 构造 不 含 三 角形 的 +1 色 图 G,,. 

设 Ge 有 m 个 顶点 41,4，,…, 4 ,再 取 m+1 个 新 点 Bi,B,,…,B。 和 P, 使 2m+1 
点 中 任意 4 点 不 共 面 ,对 于 每 个 i(1<i<m), Bi 仅 与 G6 中 与 4; 连 有 线 的 各 点 连 有 线 
段 ,而 了 仅 与 B,,B,,…,B。 连 有 线段 ,这 样 得 到 的 图 记 为 G,. 

首先 证 明 G,, 中 不 含 三 角形 .事实 上 ,因为 G 中 不 含 三 角形 ,并 且 构造 G,,; 时 ， 
没有 在 G 的 任何 两 点 之 间 添 加 线段 ,所 以 G,, 中 不 含 3 个 顶点 都 在 G; 中 的 三 角形 . 
又 因为 B,,B,，,…,B。,P 中 任 一 点 的 两 个 邻 点 间 没 有 连 线 ,所 以 6G,,1 中 不 含 至 少 有 一 
个 顶点 属于 | B,,…,B。 ,P| 的 三 角形 ,可 见 , G,, 中 不 含 任何 三 角形 . 


其 次 ,因为 G, 是 上 色 图 , 故 可 用 种 不 同 颜色 为 G 的 顶点 染色 满足 题 中 要 求 . 然 | 


后 对 每 个 B.(1<i< m) 都 染 上 与 4; 相同 的 颜色 .最 后 ,将 P 染 上 第 k+ 1 种 颜色 ,这 样 
Ger 中 共有 +1 种 颜色 ,并 且 任 何 两 个 同色 点 之 间 无 线段 相连 . 


如 果 Gi 是 上 色 图 , 则 因为 P 与 8,,B,,…, B, 都 有 线段 相连 , 故 B,, B,,…, B。| 
至 多 染 -1 种 颜色 ,但 G, 上 恰 用 大 种 颜色 , 故 G, 上 至 少 有 一 种 颜色 a 与 Bi,B,,…，) 


B, 上 的 颜色 都 不 相同 ,将 Ge 中 颜色 为 a 的 所 有 顶点 4; 都 改变 为 B; 的 颜色 , 则 G 的 
新 染色 法 仅 用 了 k - 1 种 颜色 且 仍 满足 题 中 要 求 ,此 与 G6; 为 大 色 图 矛盾 . 
综 上 可 知 , Gi,1 为 k+1 色 图 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 


例 14 平面 内 任 给 个 点 p,,ps，…, Pps, 其 中 任意 3 点 不 共 线 ,将 每 个 点 p,(1< | 


ign) 任 染 红 蓝 两 色 之 一 . 设 $ 是 顶点 集合 为 1p ,p;,… ,pi 的 三 角形 的 集合 , 且 具 有 
性 质 : 对 任意 两 条 线段 pip; 及 pwp,,S 中 以 pip) 为 边 的 三 角形 个 数 与 以 pup, 为 边 的 三 角 


寅 互 中 监 亚 女性 潍 洒 加 并 症 O 


半生 中 上 演 辟 也 性 溢 测 同 讶 交 O 


形 个 数 相同 . 试 求 最 小 的 n, 使 得 5 中 总 有 两 个 三 角形 ,每 个 三 角形 的 顶点 有 相同 的 颜 
色 . (第 48 届 MO 中 国 国家 集训 队 测试 题 ) 

解 设 $ 中 以 pp 为 边 的 三 角形 的 个 数 是 上 , 则 是正 整数 且 与 i,j 无 关 . 因 pip 
共有 C 条 , 故 共 有 hk* C? 个 三 角形 (包括 重复 计数 ) ,而 每 个 三 角形 有 三 条 边 ,在 上 述 


计数 中 每 个 三 角形 计算 了 3 次 , 故 151= 本 . 设 5 中 顶点 同色 的 三 角形 有 x 个 , 则 $ 


中 顶点 不 全 同色 的 三 角形 的 个 数 是 于 kC2 ~*. 同 时 每 个 顶点 不 全 同色 的 三 角形 产生 两 


条 端点 异 色 的 边 (简称 异 色 边 ) , 故 5 中 共有 2( 于 kC2 ~ *) 条 蜡 色 边 . 


另 一 方面 , 设 pi ,ps，,…,ps 中 有 mi 个 红 点 ,m 个 蓝 点 ,nl + ns = n, 由 假设 知 每 条 
异 色 边 在 5 的 三 角形 中 出 现 k 次 , 故 异 色 边 共 有 各 ,mw 条 ,因此 


2($ 4C: -x) = im 
可 解 得 
ky ra 下， 2 
=6(2C， -3nminz) =6(7 —-n-3nn) 


>[m -nn- 3( 玫 才 吕 )?] = 各 和 En( 时 -1)= 才 n(n-4). 


故 当 n>8 时 ,因为 k=1, 故 有 


x 之 匣 (n 一 -4)>9%4= 和 >1. 


即 *>>2, 所 以 n=8. 

当 n=7 时 ,结论 不 一 定 对 .例如 将 1,2,4 三 点 染 红色 ,3,5,6,7 四 点 染 蓝 色 , 则 三 
角形 集合 11,2,41 , 12,3,51 ,13,4,6} ,14,5,7} ,15,6,1} ,16,7,21,17,1,31 符 合 要 求 (每 
条 边 上 出 现 一 个 三 角形 ) ,但 其 中 只 有 一 个 同色 三 角形 |1,2,4} . 

故 所 求 最 小 正 整数 n = 8. 

例 15 同 n 边 形 p 中 每 条 边 和 每 条 对 角 线 都 被 染 为 n 种 颜色 中 的 一 种 颜色 . 问 : 
对 怎样 的 n, 存 在 一 种 染色 方式 ,使 得 对 于 这 ”种 颜色 中 任何 3 种 不 同 颜色 ,都 能 找到 
一 个 三 角形 ,其 顶点 为 多 边 形 p 的 顶点 , 且 它 的 三 条 边 分 别 被 染 为 这 3 种 颜色 ? 

(2009 年 CMO 试题 ) 

解 当 n>3 为 奇数 时 ,存在 合乎 要 求 的 染 法 ; 当 n 二 4 为 偶数 时 ,不 存在 所 述 染 
法 . 

每 3 个 顶点 形成 一 个 三 角形 
GQ? 种 .所 以 本 题 相当 于 要 求 不 同 


一 共 形 成 C3 个 三 角形 ,而 颜色 的 三 三 搭配 也 刚好 有 


三 角形 对 应 于 不 同 的 颜色 组 合 , 即 形成 一 一 对 应 . 


我 们 将 凸 多 边 形 的 边 与 对 角 线 称 为 线段 ,对 于 每 一 种 颜色 ,其 余 颜色 形成 C; -种 
搭配 ,每 种 颜色 的 线段 ( 边 或 对 角 线 ) 都 应 出 现在 C?., 个 三 角形 中 ,这 表明 符合 要 求 的 
染色 法 中 ,各 种 颜色 的 线段 的 条 数 相等 ,所 以 每 种 颜色 的 线段 都 应 当 有 工 C3 = 二 (mn 
1) 条 . 

当 n 为 偶数 时 ,六 (mn - 10) 不 是 整数 ,所 以 不 存在 合乎 条 件 的 染 法 .下 设 n=2m +1 
为 奇数 ,我们 来 给 出 一 种 染 法 ,并 证 明 它 满足 题目 的 条 件 . 从 某 个 项 点 开始 ,将 四 2m + 
1 边 形 的 顶点 , 按 顺 时 针 方向 依次 记 为 4 ,42，…, 4zmw1, 且 当 i=j(mod2m +1) 时 ,4， 
与 4 视 为 同一 顶点 ,再 将 2m + 1 种 颜色 分 别 记 为 1,2,…,2m +1. 

将 边 4.4,,, 染 为 颜色 i(i = 1,2,…,2m +1), 再 对 每 个 i=1,2,…,2m + 1, 将 线段 
(对 角 线 ) 4;_ ,4i,1.4 染 为 颜色 i, 其 中 k=1,2,…,m -1. 于 是 每 种 颜色 的 线段 都 刚好 是 
m 条 .注意 ,在 我 们 的 染色 法 下 ,线段 hi 4h; 与 4 如 同色 当 且 仅 当 

i +i=i+j(mod2m + 1). (Oy) 

因此 ,对 任何 i 半 j(mod2m +1) ,任何 上 兰 0C(mod2m +1), 44 与 41,44j,4 都 不 同色 ， 
如 果 

-i=is -ji(mod2m+1), © 
则 线段 4; 4; 与 4 刀 都 不 同色 . 

任 取 两 个 不 同 的 三 角形 公 4; 4, hs 与 全 4. 4 hi ,如 果 它 们 之 间 至 多 有 一 条 边 同 
色 , 当 然 它们 不 对 应 相同 的 颜色 组 合 .如 果 它们 之 间 有 2 条 边 分 别 同色 ,我 们 来 证 明 第 
3 条 边 必 不 同色 .为 确定 起 见 ,不妨 设 4 4; 与 4 ,同色 . 

情形 1: 如 果 4 4 与 忆 4 同色 , 则 由 @D 知 

+ 人 ai+j(mod2m+1),j + k=j + k(mod2m + 1), 

二 式 相 减 得 也 一 后 = 产 -入 (mod2m+1), 故 由 四 知 4 hi 与 刀 4 不 同色 . 
情形 2: 如 果 4 44 与 4 4 同色 , 则 由 @ 知 
tii=i+j(mod2m+1),i + k= i+ k(mod2m+1), 
二 式 相 减 得 放生 = 所 一 上 (mod2m+1), 由 @ 知 4 4 与 4 4 不 同色 . 
， 总 之 ,人 4 和 h, 与 公 h;, 444 对 应 不 同 的 颜色 组 合 .这 就 证 明了 我 们 给 出 的 结 
论 . 
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【模拟 实战 七 】 


习题 A 


1. 已 知 平面 上 有 mm 个 点 ,将 其 中 某 些 点 间 连 线段 ,使 得 每 点 都 与 ! 个 点 连 有 线段 , 问 / 
可 取 怎 样 的 值 ? (第 23 届 莫 斯 科 市 奥林匹克 试题 ) | 

2. 设 pl ,Pa ，…P, 为 平面 上 个 点 ,其 中 任何 3 点 不 共 线 ,在 它们 之 间 连 接 m 条 线段 ， 
使 得 任何 4 点 中 均 有 3 点 构成 一 个 三 角形 , 即 这 3 点 中 每 两 点 之 间 连 有 线段 , 求 m 
的 最 小 值 . (第 28 届 IMO 预选 题 ) 

3. 试 证 :2 色 完 全 图 K; 中 必 存 在 4 个 同色 三 角形 . 

4. 怎样 用 最 少数 量 的 航空 线路 连接 50 个 城市 ,才能 使 得 从 一 个 城市 到 另 一 个 城市 的 
旅行 都 至 多 需 乘 两 次 ( 换 乘 一 次 ) 飞 机 ? (第 31 届 莫 斯 科 市 奥林匹克 试题 ) 

5. 某国 建立 了 这 样 的 航空 网 :任何 一 个 城市 至 多 与 另外 3 个 有 航线 , 且 从 任意 城市 到 
另外 任 一 城市 至 多 需 换 乘 一 次 . 问 这 个 国家 最 多 有 多 少 个 城市 ? 


《第 3 届 全 苏 奥林匹克 试题 ) 
6. 设 ”个 新 生 中 ,任意 3 个 人 中 有 两 个 人 互相 认识 ,任意 4 个 人 中 必 有 两 个 人 互相 不 
认识 . 试 求 n 的 最 大 值 . 《第 5 届 中 国 西部 奥林匹克 试题 ) 


7. 已 知 某 议 会 共有 30 位 议员 ,其 中 每 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 政敌 ,每 位 议员 恰 有 6 
个 政敌 ,每 3 位 委员 组 成 一 个 3 人 委员 会 .如 果 一 个 委员 会 里 3 个 人 两 两 都 是 朋友 | 
或 两 两 都 是 敌人 , 则 称 之 为 “好 委员 会 ”, 求 所 有 好 委员 会 的 个 数 . 

(第 24 届 全 苏 奥林匹克 试题 ) 

8. 在 平面 上 给 定 7 点 , 间 最 少 要 在 它们 之 间 连 接 多 少 条 线段 ,才能 使 得 任意 3 点 之 中 
都 有 两 点 间 连 有 一 条 线 ? 试 给 出 一 个 符合 要 求 的 连 线 图 . (第 30 届 IMO 预选 题 ) 

9. 已 知 一 群 人 中 至 少 有 两 人 是 朋友 ,求证 可 以 把 他 们 分 成 两 组 ,使 同 组 的 朋友 对 数 小 
于 异 组 间 的 朋友 对 数 . (第 52 届 莫 斯 科 市 奥林匹克 试题 ) 

10. 一 次 大 型 会 议 有 500 名 代表 参加 , 如果 每 名 代表 认识 的 人 数 为 400 名 (约定 : 甲 认 

识 乙 , 则 乙 也 认识 甲 ) ,是 否 一 定 能 选 出 6 名 代表 ,他 们 中 每 两 名 互相 认识 ? 

11. 在 正 6n+ 1 边 形 中 ,将 大 个 顶点 涂 成 红色 ,而 将 其 余 顶 点 涂 成 蓝 色 .求证 三 个 顶点 

同色 的 等 腰 三 角形 个 数 与 顶点 的 涂 色 状 态 无 关 . (第 20 届 全 俄 奥林匹克 试题 ) 

12. 某国 有 N(>3) 个 城市 ,每 两 个 城市 之 间或 者 有 公路 ,或 者 有 铁路 相连 .一 个 旅行 者 

希望 到 达 每 个 城市 恰好 一 次 ,并 且 最 终 回 到 他 出 发 的 城市 .证 明 :该 旅行 者 可 以 选 


择 一 个 城市 作为 出 发 点 ,不 但 能 够 实现 他 的 说 望 ,而 且 中 途 至 多 变换 一 次 交通 工具 
328 
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的 种 类 . (第 29 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 

. 坐标 平面 上 的 每 个 整数 点 都 被 染 上 三 种 颜色 之 一 ,并 且 三 种 颜色 的 点 都 有 .证 明 : 
可 以 找到 一 个 直角 三 角形 , 它 的 三 个 顶点 是 三 种 不 同 颜色 的 点 . 

(第 30 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 


习题 B 


. 希腊 神话 中 的 “多 头 蛇 " 神 由 一 些 头 和 颈 子 组 成 ,每 一 条 颈 子 连接 两 个 头 ,每 砍 一 


剑 , 可 以 轿 断 由 某 一 个 头 4 所 连 出 的 所 有 颈 子 , 但 是 由 头 4 立即 长 出 一 些 新 的 颈 
子 连 向 所 有 原来 不 与 它 相连 的 头 (每 个 头 只 连 一 条 颈 子 ) ,只 有 把 “多 头 蛇 " 斩 为 两 
个 互 不 连通 的 部 分 , 才 算 战 胜 它 . 找 出 最 小 的 正 整数 NN, 使 得 任何 长 有 100 个 颈 子 
的 “多 头 蛇 " 神 , 至 多 只 要 砍 不 多 于 NN 剑 , 就 可 以 战胜 它 . 

(第 28 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 


. 设 某国 有 若干 城市 , 某 些 城市 之 间 有 道路 相连 ,由 每 个 城市 至 少 连 出 3 条 道路 .证 


明 : 存 在 一 个 由 道路 形成 的 圈 , 它 的 长 度 不 能 被 3 整除 . 


(第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) | 
. 空间 给 定 9 个 点 ,其 中 任何 4 点 不 共 面 , 在 9 点 间 连 接 若干 条 线段 ,使 图 中 不 存在 | 
四 面体 , 问 图 中 最 多 有 多 少 个 三 角形 ? (1994 年 中 国 国家 队 测 验 题 ) | 


.一 个 图 的 每 条 边 都 被 染 为 4 种 颜色 之 一 ,使 得 每 一 条 由 三 条 边 组 成 的 路 径 上 的 第 
一 条 和 第 三 条 边 的 颜色 不 同 (路 径 的 起 点 和 终点 可 以 重合 ) .证 明 可 以 用 4 种 颜色 | 


为 这 个 图 的 所 有 顶点 染色 ,使 得 任何 两 个 有 边 相连 的 顶点 的 颜色 都 不 相同 . 
(第 46 届 IMO 中 国 国家 队 培训 测试 题 ) 


. 某国 有 若干 个 城市 ,和 上 不 个 同 的 航空 公司 . 某 些 城市 对 之 间或 者 有 一 条 属于 某 个 


航空 公司 的 双向 的 直 飞 航线 连接 ,或 者 没有 航线 相连 . 现 知 ,任何 两 条 同一 公司 的 
航线 都 有 公共 的 端点 ,证 明 : 可 以 将 所 有 城市 分 为 上 + 2 个 组 ,使 得 任何 两 个 属于 同 
一 组 的 城市 之 间 都 没有 航线 连接 . (第 30 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 


. 求 最 小 正 整数 n, 使 在 任何 2 色 K, 中 ,都 存在 有 相同 颜色 但 没有 公共 边 的 两 个 单 


色 三 角形 . (1991 年 中 国 国家 集训 队 训练 题 ) 


.已 知 平面 上 10 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 ,每 两 点 连 一 线段 ,每 条 线段 被 染 上 上 种 


颜色 之 一 , 且 满足 :对 于 10 个 点 中 任意 个 点 ,两 两 所 连 线段 被 染 上 所 有 种 颜 
色 . 求 所 有 可 能 满足 条 件 的 正 整数 ,其 中 1 < 和 <10. (第 39 届 IMO 预选 题 ) 


. 一 个 9x9 的 方 格 表 的 每 一 个 小 方 格 被 染 成 黑白 两 种 颜色 ,使 得 与 每 个 白 格 相 邻 的 


答 瑟 路 监 相 甘心 洗 涟 加 并 症 O 


黑 格 数目 多 于 白 格 数目 ,与 每 个 黑 格 相 邻 的 白 格 数目 多 于 黑 格 数目 (有 一 条 公共 边 
329 


2. 


这 瑟 中 监 否 丘 账 注 涟 由 并 妆 O 
B 


26. 


的 两 格 称 为 相 邻 格 ) , 求 如 此 染色 法 中 黑白 格 数目 之 差 的 最 大 值 . 


(第 53 届 白 俄罗斯 奥林匹克 试题 ) 

求 具有 如 下 性 质 的 最 小 正 整 数 n: 把 正 n 边 形 5 的 任何 5 个 顶点 涂 成 红色 时 ,总 有 
5 的 一 条 对 称 轴 14, 使 每 个 红 点 关于 的 对 称 点 都 不 是 红 点 . 
(1994 年 中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ) 


. 某 城市 有 1000 栋 独 家 住宅 ,其 中 每 栋 住 有 一 人 .在 一 个 好 天 气 的 日 子 里 ,每 个 人 将 


自己 的 家 搬迁 了 一 次 (搬迁 之 后 ,每 栋 都 住 有 1 人 ,只 是 调换 了 住宅 ) . 试 证 在 搬迁 
之 后 ,可 以 将 1000 栋 住 宅 分 别 漆 上 蓝 色 、 绿 色 和 红色 ,使 得 对 每 一 个 主人 来 说 ,他 
的 新 居 和 旧居 的 颜色 不 一 样 . (第 33 届 莫 斯 科 市 奥林匹克 试题 ) 
能 否 将 长 方形 方 格 纸 的 每 个 格子 染 上 黑色 或 白色 ,使 黑 格 和 白 格 各 占 一 半 并 且 每 


行 及 每 列 中 同色 的 格子 多 于 地? 


. 求 具有 下 列 性 质 的 最 小 正 整数 n: 将 正 n 边 形 的 每 一 顶点 任意 染 上 红 、 黄 、 蓝 三 种 


颜色 之 一 ,那么 ,在 n 个 顶点 中 一 定 存在 四 个 同色 点 ,它们 是 一 个 等 腰 梯 形 的 顶点 
(两 条 边 平行 ,. 另 两 条 边 不 平行 且 相等 的 凸 四 边 形 为 等 腰 梯形 ) . 

《2008 年 CMO 试题 ) 
一 些 少先队 员 来 到 营地 ,其 中 每 个 少先队 员 认识 50 到 100 个 其 他 少先队 员 证明: 
可 以 给 每 个 少先队 员 发 一 顶 某 种 颜色 的 帽子 , 且 所 有 帽子 的 颜色 不 超过 1331 种 ， 
使 得 对 每 个 少先队 员 而 言 ,他 所 认识 的 所 有 人 中 一 共 至 少 拥有 20 种 不 同 颜色 的 幅 
了 于; (第 32 届 俄 罗斯 奥林匹克 试题 ) 


参考 解答 


模拟 实战 一 
习题 A 


1.3 个 数 的 和 为 偶数 ,只 有 2 种 可 能 :3 个 数 都 为 偶数 时 ,有 G3 种 取 法 ;3 个 数 中 有 1 个 为 偶数 ， 


另 2 个 为 奇数 时 ,有 Cs C3 种 取 法 .而 取出 的 3 数 之 和 为 小 于 10 的 偶数 有 以 下 9 种 :(0,1,3),(0,1， 
5),(0,1,7),(0,2,4),(0,2,6),(0,3,5),(1,2,3),(1,2,5),(1,3,4), 故 符合 条 件 的 不 同 取 法 有 C3 + 
GG-9=51 种 . 

2. 设 共有 n 名 选手 ,该 3 名 选手 之 间 比 赛 的 场 数 为 >, 则 50= C3 + (3x2-7), 即 (n-3)(n- 
4) = 88 + 2r, 经 检验 仅 当 r= 1 时 ,nm= 13 为 正 整 数 , 故 该 3 名 选手 之 间 的 比赛 场 数 为 1. 


3. 设 倾斜 角 为 6, 则 tang = - 至 >0, 由 a,6 取 值 集合 的 对 称 性 ,不 失 一 般 性 可 设 a > 0,5 < 0. 


(1) 当 。=0 时 ,a 有 C3 种 取 法 ,5b 有 C3 种 取 法 ,排除 2 个 重复 ( 因 *-y=0,2x -27=0,3x-3y=0 表 
示 同 一 直线 ) , 故 这 样 的 直线 有 C3C; -2=7 条 .(2)cz0 时 ,a 有 C3 种 取 法 ,5 有 CC; 种 取 法 ,C 有 CC 
种 取 法 , 故 这 样 的 直线 有 C3 C3 C = 36 条 ,从 而 符合 条 件 的 直线 共有 7+36=43 条 . 

4. 如 图 :4 与 8 内 栽种 植物 的 方法 有 及 种 , 若 C 与 B 内 载 种 同一 种 植物 , 则 C 与 D 内 栽种 植物 
的 方法 有 C 种 ;车 C 与 B 内 栽种 不 同 的 植物 , 则 C 与 D 内 栽种 植物 的 方法 有 C4 C! 种 . 故 C 与 D 内 
栽种 植物 的 方法 有 Cs + C4 C! 种 , 同 理 & 与 F 内 栽种 植物 的 方法 有 C4 + Ci Ci 种 , 故 符合 要 求 的 不 
同 栽种 方法 共有 亚 ( CI + C1 Cl)? = 13230 种 . 


AlcC 
号 | 也 
(第 4 题 ) 

5. 设 首 项 为 a, 公 比 为 9, 则 g>2 且 9? <ag’ <500, 所 以 2< gs<7. 当 公 比 为 g 时 ,a 的 取 值 有 
[ 稳 ] 个 , 故 所 求 的 等 比 数列 共有 总 [309] =%% 个 ， 

6. 先 考虑 甲 获胜 的 比赛 过 程 . 设 甲 队 第 i 号 队员 获胜 了 x 场 (i= 1,2,…,7), 于 是 an + 各 二 二 
%+ 为 + 台 + 为 =7, 且 甲 队 获 胜 的 比赛 过 程 与 不 定 方程 x + 和 + … + 和 =7 的 非 负 整数 解 组 (z，， 
六) 成 一 一 对 应 , 故 甲 队 获 胜 的 不 同比 赛 过 程 的 数目 等 于 不 定 方程 mn + x + …+ =7 的 非 


负 整数 解 组 的 数目 Ct . 同 理 , 乙 队 获 胜 的 比赛 过 程 的 数目 也 为 C$ . 故 不 同 的 比赛 过 程 共有 2C8 = | 


3432 种 . 
7. abcd 中 恰 有 2 个 不 同 数字 时 ,能 组 成 C =6 个 不 同 的 四 位 数 ,abed 恰 有 3 个 数字 不 同时 ,能 组 


向 瑟 几 监 杰 扫 性 还 油 加 小 交 0 


渍 百 字 监 否 匡 性 泛 洪 局 涉 交 9 


成 GCiCl+ Cl Gi = 16 个 不 同 的 四 位 数 ,alcd 恰 有 4 个 不 同 数字 时 ,能 组 成 户 = 6 个 不 同 四 位 数 ,所 
以 符合 要 求 的 四 位 数 共有 6+ 16+6= 28 个 . 

8. 用 [a a,… a ], 表示 位 p 进 制 数 ,将 集合 M 中 每 个 数 乘 以 了 得 入 = {atP 了 + aT 了 + a 
Trala ET,i=1,2,3,4} = [a arayarj la ET,i=1,2,3,4|,M' 中 最 大 数 为 [6666], = [2400]o， 
从 2400 起 从 大 到 小 排列 的 第 2005 个 数 是 2400 - 2004 = 396, 而 [396]w = [1104]; ,将 此 数 除 以 7 便 得 


所 求 的 数 为 专 + 支 + 岛 + 却 . 

9. 因 方 程 x + x +… + td. = m 的 非 负 整数 解 的 个 数 为 Ca,e-， ,而 使 1,z 0(2<i< 且 的 
非 负 整数 的 个 数 为 0% , 设 取 m =7, 可 得 位 “吉祥 数 "的 个 数 为 p(k) = C$,s . 因 2005 是 形 如 
2abe 的 数 中 最 小 的 一 个 “吉祥 数 ", 且 p(1) = C = 1,p(2) = C$ =7,p(3) = CS =28, 对 于 四 位 “吉祥 数 ” 
Tabe, 其 个 数 是 不 定 方程 a+ b+ c =6 的 解 的 个 数 , 即 C$,, = 28. 故 2005 是 第 1+7+28+28+1=65 
个 “吉祥 数 ". 即 aa = 2005. 从 而 n=65,5n = 325. 又 P(4) = C$ =84,p(5) = C% =210, 而 训 p(k) = 
330, 从 大 到 小 最 后 六 个 五 位 “吉祥 数 "是 am = 70000, ov = 61000, aws = 60100, axm = 60010, ax = 
60001, aws = 52000. 故 as。 = aws = 52000. 

10. 每 校 至 少 有 1 个 名 额 的 方法 数 等 于 不 定 方程 x, + x + xs = 24 的 正 整数 解 的 个 数 , 即 C% = 
253. 但 其 中 至 少 有 两 个 学 校 的 名 额 相同 的 分 配方 法 有 31 种 . 故 满足 条 件 的 分 配方 法 共有 253 - 31 = 
222 种 . 

1 设 和 +amz +…+ G1x+a,=0 的 nn 个 实 根 为 zi ,za ,zu . 则 一 方面 ,由 韦 达 定理 x? + 


有 4+ 台 =( 凡 4 -2 总.25= 中 20s. 另 一 方面 ,由 算术 -几何 平均 值 不 等 式 及 韦 达 定理 有 
失当 且 仅 当 台 = 用 =…= 民 时 取 等 号 , 故 有 a? -2 > 
n(@2)*. 用 a= +1 代 人 得 n<1z2, 即 n<3. 根 据 上 面 的 论证 ,不 难得 出 符合 要 求 的 全 体 多 项 式 为 
x—1,x+l,s+r—l1,2 -sl 2 + x1,x x r+l, 


12. 一 方面 ,hk 天 末 所 有 选手 得 分 的 总 和 为 kl1+2+… + n) = 去 如 (n+ 1) . 另 一 方面 因 上 天 末 每 


两 名 选手 的 总 分 之 和 均 为 22 分 , 故 上 天 未 所 有 选手 得 分 的 总 和 又 等 于 二 C3 .52 = 26n, 于 是 于 各。 


(n+1)=26n, 妈 kn+1)=52, 从 而 (n,k) =(51,1),(25,2),(12,4),(3,13). 不 难 检验 ,其 中 只 有 
(51,1) 这 一 对 数 不 是 问题 的 解 , 故 所 求 的 数 对 (n,k) 只 有 3 对 :(25,2), (12,4),(3,13). 

13. 因 3,4,5 的 最 小 公 倍 数 为 60, 记 5= 11,2,…,601,4 = |k1kE S 且 上 被 i 整除 | (i =3,4,5)， 
则 $ 中 没有 被 划 去 的 数组 成 的 集合 为 (4, 门 4, 门 4;)U 4 ,由 容 斥 原理 可 算出 1( 和 由 站 4s)U 
hs1=36. 记 P=|a ,oaxs|, 其 次 可 以 证 明 数列 | oj 中 的 项 由 且 仅 由 形 如 kt*"60+ r( 大 为 非 负 整 
数 ,rE P) 的 数组 成 .又 2003 = 36 x 55 + 23, 所 以 amm = 60 x 55 + am ,而 ax = 60,oxs = 59,ayx = 58， 
an =55,an =53,ay =50,an =49,ao =47,an =46,an =45,ax =43, ax = ,ax = 40,an =38, 故 
azo = 60 x 55 + 38 = 3338. 

14. 设 5 表示 对 夫妻 一 共 能 产生 的 不 同 全 排列 组 成 的 集合 , 4; 表示 其 中 第 i 对 夫妻 相 邻 的 全 


排列 集合 , 则 由 容 斥 原理 可 算出 所 求 排列 的 总 数 为 14 门人 2 门 … 门 41= (2n)! - Cv 2(2n 一 1)1 + 
人 2.(2n-2)1 -et 1):C2 (2n ok)! + +( 一 DC 2 en!. 

15. 本 题 等 价 于 将 8 只 不 同 的 球 放 入 6 个 不 同 的 盒子 , 恰 有 2 个 盒子 空 着 的 放 法 数 .从 6 个 盒子 
取 2 个 盒子 的 方法 数 为 C4 ,将 8 个 不 同 的 球 放 和 人 剩 下 4 个 不 同 的 盒子 (没有 空 盒 ) 的 方法 数 为 /(8， 
4) , 则 总 的 方法 数 为 GJ(8,4) ,其 中 [8,4) 可 利用 $2- 5 中 例 2(1) 的 结论 得 /8,4) = 各 - C43 + 
Ci - Ci + C4*0F = 40828. 故 所 求 方法 数 为 C3/(8,4) = 612360. 

16. 设 5, 的 奇 子 集 集合 为 4, , 偶 子 集 集 合 为 B, ,所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 为 X, ,所 有 偶 子 集 的 容 
量 之 和 为 Y, ,并 记 14.1 = a,,18B,1= 6b .(1) 对 任意 4E 4,, 若 1E 4, 则 令 4 与 B 中 的 B=A\ 1 对 
应 ; 若 1 锋 4, 则 令 4 与 B 中 的 8=4U11!{ 对 应 ,这 个 对 应 是 4, 与 B, 间 的 一 一 对 应 ,所 以 a, = 
14,1=1B,1= 如 .(2)n=3 时 , 奇 子 集 有 4 个 ;| ,131,11,2} ,12,3}, 偶 子 集 也 有 4 个 :名 ,12},11， 
34, 和 1,2,31, 所 以 1 和 XU1=1%1=12., 当 n>4 时 ,车 n 为 偶数 , 则 5, 的 奇 子 集 分 为 两 类 :一 类 为 5 ,中 
奇 子 集 , 另 一 类 为 S,-, 中 的 奇 子 集 与 1mj 的 并 集 , 所 以 砚 = 了 -+ (总 -+ nen-1) =2X -1+ na- (n 
为 偶数 ) ,这 时 5, 的 偶 子 集 也 有 2 类 :一 类 为 5.- 1 的 偶 子 集 , 另 一 类 为 S,-, 的 偶 子 集 与 1mj 的 并 集 , 所 


以 路 = 也- + (Xi + 肋 -) =28-， + mi (nm 为 偶数 ). 当 为 奇数 时 ,类 似 可 得 马 = 和 + | 


(总 -+ 助 -1) =2 各 -i+ nb。1 及 =2Y,-1+ nan-1. 最 后 用 归纳 法 证 明 X= 攻 (n 这 3). 因 为 和 = 
广 , 设 轧 = (hk>3), 由 (了 D 已 知 oi = 及, 故 当 大 + 1 为 偶数 时 ,入 1 = 2 + nas =2Y, + nb = Yins 
当 大 + 1 为 奇数 时 ,到 ,= 2 + mb =28 + nat = ,4. 故 对 一 切 n>3, 知 = Y,.(3) 因 5, 中 每 个 数 
出 现在 5, 的 2 一 个 子 集 之 中 ,所 以 生 + 六 =2 142+4…+n)=2 ?n(n+1). 又 知 = ,所 以 
= 二) n+l), 

17. 记 a,=6b-c, 其 中 b=2" ec = 下 ,于 是 名 =8'2 一 2 = 六 (mod7),c = (n+7) = 
下 =e(mod7) ,所 以 wa = bwa 一 crn =b 一 c= ar(mod7). 又 a1,as,…,an 中 仅 有 6 项 :a, =0， 
ad =0,as =7,a6 =28,a =924,a1s =32543 被 7 整除 ,又 9999=476x21+3 且 a,a;,as 中 仅 有 a, 一 
项 被 7 整除 ,所 以 小 于 10' 的 正 整 数 n 中 使 a. =2" - n? 被 7 整除 的 n 的 个 数 为 476x6+1=2857. 

18. 令 Yi =2x 一 1(i=1,2,…,2n),B 表示 不 定 方程 y+ y+… + yzs=0 满 足 约束 条 件 :y+ 
tgjs2n- 1) 及 -1<%<1(1<j<2n) 的 整数 解 (y,,y,,…,y2, ) 的 全 体 , 则 141= 1B1. 
令 B=y+y+ tlgjs2n), 因 -1<b<1 且 5b <0, 所 以 b= -1. 因 6b, = bz + y2, =0, 
-1<ym<<1 且 by,-) = 一 zr <0, 所 以 82,-1 = -1, 从 而 y=1. 在 直角 平面 上 自 左 向 右 依次 连接 下 
列 格 点 (1,61),(2,6,),…,(2n -1,52。-1) 得 到 一 条 折线 ,这 条 折线 与 x 轴 不 相交 , 记 具 有 这 种 性 质 的 
折线 的 全 体 为 D, 则 141=181= 1D1. 由 $2-6 中 定理 的 推论 得 141=181= 1D1= Ca - C23= 


了 Ga 

19. 以 2n -1 元 有 序 组 (ao , al ,…,， an) 表示 取 球 方法 ,其 中 m = 0. 当 第 人 上 次 取出 白 球 时 wm = 
1, 当 第 次 取出 黑 球 时 , a4 = -1. 令 名 =at+o+…+aw(k=0,1…,2n-2), 则 有 加 =0,b := 
0, b>0. 仿 照 上 题 可 得 取 法 种 数 为 C733 - Ca = 二 C354 


痪 互 宁 监 要 开心 淤 油 同 并 症 O 


窒 瑟 只 监 否 捷 性 炎 油 加 并 将 O | 


20. 按 乒乓 球 新 规则 , 打 完 第 16 球 时 ,比分 应 是 10:6, 因 此 甲 一 直 领先 的 比分 序列 个 数 等 于 以 
(1,D,(16,4) 为 端点 且 与 = 轴 不 相交 的 折线 的 条 数 , 即 cb - C= 筷 c 、 


21.(1) 如 图 , N = 11,2,3,4,5,6| ,置换 群 G 中 的 置换 分 为 4 

类 : 
第 一 类 是 恒 等 置 换 ,只 有 一 个 , 即 P, = 1 = (1)(2)(3)(4)(5) 

(6). 

第 二 类 是 以 对 项 连 线 为 轴 逆 时 针 方 向 分 别 旋转 90?, 180° ,270? 
的 置换 ,这 类 置换 共有 3x3=9 个 .例如 以 过 顶点 1,6 的 直线 wz 
逆 时 针 方向 分 别 旋转 90?,180?,270? 的 置换 分 别 为 

P,; = (1)(2345)(6), P, = (1)(24)(35)(6)， 

忆 = (1)(5432)(6) . 

第 三 类 是 以 对 楼 连 线 为 轴 旋 转 180? 的 置换 ,这 类 置换 有 6 个 . 
例如 以 v1v', 为 轴 旋 转 180? 的 置换 为 Pi = (16)(23)(45). (第 21 题 ) 

第 四 类 是 以 对 面 中 心 连 线 为 轴 逆 时 针 方向 分 别 旋转 120?,240* 


”的 置换 ,这 类 置换 有 4x2=8 个 .例如 以 ww 为 轴 逆 时 针 方向 分 别 旋转 130?,240? 的 置换 为 


Pr = (123)(456), Pa = (321)(654) . 
故 G 中 共 由 1+9+6+8=24 个 置换 .由 定理 1 得 不 同 的 染色 方案 数 为 


4 = 盐 电 meo = 击 (上 +6m +3m: +6m +8m2) 
= 击 ( 杰 +3 + 12m +8mz). 
(2) 类 似 可 得 染色 方案 数 为 二 (me + 17me +6m?). 


习题 B 

22. 对 任意 一 个 排列 , 设 它 的 第 ; 行 ,第 j 列 处 的 元 素 为 m . 若 取出 的 2n 个 数 中 有 两 个 数 a, ,au 
同时 被 取出 两 次 , 即 它们 既是 所 在 列 的 最 大 数 又 是 所 在 行 的 最 小 数 . 因 每 列 只 有 一 个 最 大 数 ,每 行 只 
有 一 个 最 小 数 ,所 以 oy 与 as 既 不 同行 ,又 不 同 列 , 于 是 mw > ay > ms 且 m < ay < au ,矛盾 . 故 对 任意 
一 个 排列 至 多 只 有 一 个 数 被 取出 两 次 , 即 对 任意 排列 至 少 取出 了 2n - 1 个 不 同 的 数 . 设 恰好 取出 
2n - 1 个 数 的 任意 一 个 排列 是 p, 这 个 排列 中 被 取出 两 次 的 数 为 ,于 是 ,x 所 在 行 和 列 共有 2n - 1 个 
不 同 的 数 ,与 * 同行 的 = - 1 个 数 都 大 于 x, 而 与 < 同 列 的 a-1 个 数 都 小 于 x. 从 辟 个 数 中 取 2n -1 
个 数 有 C8 乔 到 法 ,这 2n - 1 个 数 中 大 小 居中 的 设 为 *, 将 x 放 人 nx n 数 表 中 有 mw 种 方法 ,将 比 x 
大 的 n- 1 个 数 放 入 x 所 在 的 行 中 有 (n - 1)! 种 方法 ,将 比 x 小 的 n - 1 个 数 放 人 x 所 在 列 中 有 
(n- 01! 种 方法 , 剩 下 rw -2n+1 个 数 任意 放 入 剩 下 的 中 -2n+1 位 置 有 ( 避 一 2n+1)! 种 方法 , 故 
恰好 取出 2n - 1 个 数 的 排列 有 C3 天 -Cn 一 ])! (n 一 D1 (太一 2n+1)! 个 .又 mxm 数 表 的 排列 
共有 ( 王 )! 个 , 故 恰 取 出 2n 个 数 的 排列 有 (2)! - Cn-DI (nD! (大 -2n+1)1 个 . 


23. 当 n=2m+1 为 奇数 时 , 因 正 2m + 1 边 形 任意 两 顶点 的 连 线 或 是 正 2m + 1 边 形 的 一 条 边 或 


与 正 2m+1 边 形 的 一 边 平行 , 且 正 2m + 1 边 形 的 任意 四 个 顶点 不 是 一 个 矩形 的 四 个 顶点 , 故 符合 条 
件 的 梯形 必 有 一 底 边 与 正 2m + 1 边 形 的 边 平行 ,而 有 一 底 边 与 正 2m + 1 边 形 的 一 边 平行 的 梯形 有 
G2 个 . 故 ”为 奇数 时 ,符合 条 件 的 梯形 有 (2m + 1) C3 = nC 计 1 个 ; 当 n=2m 为 偶数 时 , 设 以 正 2m 边 
形 的 顶点 为 顶点 的 矩形 和 梯形 组 成 的 集合 为 $, 则 $ 中 的 四 边 形 可 分 为 两 类 :(1) 有 一 组 对 边 与 正 2m 
边 形 的 一 边 平行 或 重合 ,这 样 的 四 边 形 有 mCs 个 ;(2) 有 一 组 对 边 与 正 2m 边 形 的 直径 ( 即 最 长 的 对 
角 线 ) 垂 直 , 这 样 的 四 边 形 有 mCz -, 个 ,两 类 四 边 形 共有 mC% + mC*., 个 四 边 形 ,而 5S 中 的 每 个 矩形 
由 正 2m 边 形 的 两 条 直径 ( 即 矩形 的 两 条 对 角 线 ) 确 定 , 故 $ 中 的 矩形 共有 C2 个 .而 前 述 计数 中 每 个 
和 矩形 被 计算 了 两 次 ( 因 每 个 矩形 的 两 组 对 边 都 平行 ), 因 此 当 n=2m 为 偶数 时 ,满足 条 件 的 梯形 个 数 
为 m(Cs + C1) -2C% =m(m- 1)(m-2)=6C, =6C3. 

24. 对 m,pE4, 若 由 +PE 及 , 则 称 m 与 p 相关 , 易 知 与 1 相关 的 数 仅 为 2n 与 4n+ 2; 与 2 和 
4n+2 相关 的 数 是 1 和 2n +3; 与 2n+3 相关 的 数 是 2n 和 4n+2, 故 1,2n+3,2n,4n+2 分 为 两 组 {1， 
2n+3|,12n,4n+ 2| ,组 成 一 个 无 序 对 (11,2n+ 3| ,12n,4n+2|). 同 样 可 划分 其 他 各 组 :(12,2n +4|， 
{2n -1,4n+11),(13,2n+51,12n -2,4n1),, (fn,3n+2), fn+1,3n+3|),(|2n+ 1|, 2n+2}), 


一 共有 2n+2 组 ,组 成 n+1 个 无 序 对 (最 后 一 对 的 每 组 中 仅 一 个 数 ) ,由 于 任意 数 与 且 只 与 其 同一 对 | 


中 另 一 组 的 数 相关 ,所 以 任何 一 对 中 一 组 在 4 中 , 另 一 组 必 在 4 中 .反之 亦 然 , 且 4 与 4, 中 分 别 
都 不 再 有 相关 的 数 , 故 4 的 MM- 划分 的 个 数 为 2"*! . 
25.(1) 考 虑 任意 一 个 由 3 个 依次 有 公共 边 的 最 小 正三 角形 组 成 并 

的 梯形 ,如 图 中 414; 44 4; , 设 4, 为 414s 的 中 点 ,在 4; 上 放置 的 数 
为 m(i=12,3,4,5), 则 oa +a=a+a oa+a=a+o, 故 oa 一 
oa = qz - as ,上 式 说 明 同一 直线 上 三 个 相 邻 结 点 4 ,4,, 4s 上 放置 
的 3 个 数 成 等 差 数列 .由 于 这 样 的 梯形 是 任 取 的 , 故 位 于 同一 直线 上 
的 结 点 上 所 放置 的 数 依次 组 成 等 差 数 列 .不妨 设 a< b< c, 分 四 种 
情形 :( i ) 当 a= 56=c 时 , 则 所 有 结 点 上 放置 的 数 均 相等 ,所 以 + = 


A 7 
RA 
0;(i) 当 a<6<c 时 , 除 4、C 外 设 任意 一 结 点 放置 的 数 为 x, 则 a 


<x<e, 所 以 r= AC=1;( 用 ) 当 a<5=c 时 ,车 为 偶数 , 则 BC 的 (第 攻 题 ) 
中 点 万 为 结 点 , 且 刀 上 放置 的 数 为 寺 (6 + c) = ,其 余 结 点 上 放置 的 数 均 大 于 a 小 于 b, 故 r= 如 


= 剖 ; 当 为 厅 数 时 ,BC 的 中 点 加 不 是 结 点 ,与 D 距离 最 近 的 结 点 到 的 距离 为 小, 且 以 上 放 | 


置 的 数 为 6= c, 故 r= 4 = VAD7+ DM = 冰 V38+1;(IV) 当 a=b<c 时 ,由 对 称 性 可 得 与 (市) 
相同 的 结论 .综合 以 上 讨论 得 : 当 a。=56=c 时 ,r=0; 当 a<b<c 时 ,r=1; 当 a<b=c 或 a=5<c 且 
为 介 数 时 ,r= 剖 ; 当 a< b=。 或 a= 5b<。 且 为 用 数 时 ,r= 二 /38771 


(2) 由 (1) 中 证 明 不 难看 出 ,车 4、B8、C 三 点 上 分 别 放置 b,c,a 或 c,a,b, 且 保持 题目 对 各 结 点 放 
置 数 的 要 求 (ii ), 则 所 有 结 点 上 放置 数 的 总 和 仍 为 5. 把 上 述 三 种 放 法 在 同一 结 点 上 放置 的 三 个 数 
加 起 来 则 得 到 一 种 新 的 放 法 ,该 放 法 仍 满足 题目 要 求 (i ), 且 4,B, C 上 放置 的 数 都 为 4+ b+c. 由 | 


离 互 中 上 监 要 攻心 泛 酒 同 涉 症 O 
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《1 中 证 明知 此 时 各 结 点 上 放置 的 数 都 为 a+ b+ c, 故 3S= (a+6+c) x ( 结 点 个 数 ) = (a+ b+ ec) 
到 an+1), 所 以 S= 二 mnt+D(a+6+o)。 


26. 设 满足 要 求 的 a, 个 = 位 正 整数 中 ,个 位 数字 是 1 或 2 的 有 如 个 ,个 位 数字 是 0,3,4 或 5 的 
有 o 个 .于 是 易 得 o = b+c ,bi=b +2c 四 ,ci=4a， 团 ,从 0,@,@ 可 得 a,,, =50, 


2 4a 4 
+40w1(n>2). 又 41=5,q2=5x6-2=28, 由 外 晤 一 时 =5= 半生 二 得 nwz0n -40% = 41 一 


danrt ats 所 以 gor2an - ain = -doa a)=. =(-4)" (oa -8)=(-4)"'[(5x28 
+4x5)x5-28]=(-4)" .再 用 as =5a.,,+4a, 代 人 上 式 ,整理 得 a?,, -5a,,1a, -4az = 
-(-4) 7 图 ,所 以 41oi +(-4) =(2o -5a,)*(nEN, ) 是 完全 平方 数 , 且 由 @@ 可 得 (wk + 


2 (Cast+2a)(as -2a)+(-4) 令 


2a) (ai - 2a) = Sa mo -(- 4), 即 a, So 


, 解 出 or = w+ ,所 以 a = 


qn 20, =20, 5S(u, + vo,) 
ws1=5a, + 4 -1, 用 数学 归纳 法 不 难 证 明 n>2 时 a, 是 递增 的 偶数 列 , 故 w ,mw 均 为 正 整 数列 . 

27. 设 12k 人 为 4 ,4:，…4nk ,并 设 对 任意 两 人 , 同 这 两 人 都 认识 的 人 数 都 为 m. 车 4 同 4: 及 

(i 站) 都 认识 , 则 将 (4%; 4,4) 组 成 三 元 组 ,用 两 种 方法 计算 这 种 三 元 组 的 个 数 得 12kC3,,。 = 


12kC3ise _ (3k+6)(3k+5) 9F +33k+30 36k* + 132k + 120 
mCbr, 于 是 m= OE Tl Ths 12k-1 


人 es = 4g ~ (=4)"] ~(-4"](, en, ), 由 a=5,a = 28, 


=3k+l1l+ 


,4m = 


怠 半 下 . 若 24- 1> 38+ 131, 即 4> 15, 则 结 世 3 不 为 整数 ,矛盾 .所 以 1< < 14. 经 检验 ,在 1< 


ks14 中 只 有 大 =3 使 引 二 131 = 4 为 整数 ,这 时 124= 36,34+6= 15, 几 = 6. 下 面 例子 说 明 12k=36 可 


以 实现 .将 36 人 排 成 一 个 6x6 的 方 阵 ,并 且 将 每 人 按 下 列表 格 分 别 染 上 1,2,3,4,5,6 这 6 种 颜色 之 
一 ,并 规定 每 个 人 与 他 同行 或 同 列 或 同色 的 其 他 15 人 互相 认识 . 


2 4|5|6|: 


ws|lulal— 
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3 
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上 we 一 blw 
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于 是 对 任意 2 人 已 和 0@:(1) 当 P、Q 同行 时 ,与 P 和 0 都 认识 的 6 人 为 与 P、Q 同行 的 其 他 4 人 ,与 
也 同色 且 与 @ 同 列 的 1 人 以 及 与 8 同色 且 与 P 同 列 的 1 人 ;(2) 当 P、Q 同 列 时 , 同 (1) 类 似 可 知 同 
P、@ 都 认识 的 有 6 人 ;(3) 当 P、Q 既 不 同行 又 不 同 列 且 不 同色 时 , 同 P、.Q 都 认识 的 6 人 为 与 同色 
且 与 @ 同行 或 同 列 的 2 人 ,与 @ 同色 且 与 P 同行 或 同 列 的 2 人 ,以 及 与 同行 且 与 0 同 列 的 1 人 ， 
与 @ 同行 目 与 P 同 列 的 1 人 ;(4) 当 P、8 既 不 同行 ,也 不 同 列 但 同色 时 , 同 P、Q 都 认识 的 6 人 为 与 
P、Q 都 同色 的 其 他 4 人 ,与 已 同行 且 与 Q 同 列 的 1 人 以 及 与 8 同行 且 与 P 同 列 的 1 人 . 综 上 所 述 ， 


可 得 参加 会 议 的 人 数 为 36 人 . 

28. 假设 共有 5, 个 满 数列 ,用 枚 举 法 可 得 S, = 1, 9 = 2, 5; = 6. 于 是 我 们 猜想 5, = n! .为 证 明 
这 一 结论 成 立 ,我 们 只 须 证明 {1,2,… ,ni 的 所 有 满 数 列 构成 的 集合 总 与 11,2,…, ni 的 所 有 全 排列 
构成 的 集合 7 成 一 一 对 应 . 设 ci, as ，……a 是 一 个 满 数列 ,r = maxi a , as,…,a,| ,于 是 从 1 到 7 的 
正 整数 都 在 这 个 数列 中 出 现 . 记 5, = jila = ki(1<k<7) 为 在 此 数列 中 出 现 位 置 所 在 的 项 的 项 
数组 成 的 集合 ,于 是 St 非 空 , 且 [1,2,…,n|= 5S1U SU…S,,SiNnS=G(1<i<js<r), 并 且 当 2< 


6<r 时 54-1 中 最 小 数 小 于 5; 中 最 大 数 .我 们 先 将 Si 中 元 素 按 递 碱 顺 序 写 下 来 ,接着 将 ,中 元 素 按 | 


递减 顺序 写 下 来 ，…, 最 后 将 5, 的 元 素 按 递减 顺序 写 下 来 便 得 到 11,2,… ,nj 的 一 个 排列 b, ,5b ,…， 
如, 令 am ,oa 与 b1 ,62,…,b, 对 应 ,就 得 到 -个 从 六 到 Y 的 映射 /. 因 为 不 同 的 满 数列 对 应 的 
子 集 5S,(1<k<7) 不 全 相同 ,所 以 是 单 射 , 反 过 来 ,对 {1,2,…, n} 的 任意 排列 5 , 5,,…,b, 存在 正 
整数 列 nn < np <… < n=n 使 b> b>…> bs 但 < brs ban > bo +2 >…> bn, 但 6 < 
brs bs o> bo 2 > > bs (m=n) ic Se 
1). 当 jE 5,, 令 @ = 有 (1<k<7). 则 数列 ol ,a,,…,a, 为 满 数 列 , 且 在 作用 下 a ,a,,…,a, 对 应 到 
,42，,…,b . 故 f 为 满 射 ,从 而 为 双 射 ,所 以 5S, = 1 和 %1=1Y,1=n!. 

29. 首先 证 明 : 有 鸟 最 多 的 贺 上 至 少 有 5 只 鸟 .因为 每 个 共 圆 4 鸟 组 含 于 C; =6 个 5 鸟 组 之 中 ， 
设 总 共有 X 个 共 圆 4 乌 组 , 则 总 共 含 于 6X 个 5 乌 组 之 中 ( 某 些 5 岛 组 可 能 被 重复 计数 ), 这 6X 个 5 
鸟 组 包括 了 一 切 可 能 的 5 鸟 组 ( 因 任意 5 只 鸟 中 必 有 4 只 共 圆 ) , 故 6X> Cj = 252, 所 以 X= 各 .再 考 
察 3 鸟 组 ,10 只 鸟 一 共 可 组 成 Co = 120 个 3 鸟 组 ,但 4 个 共 圆 4 鸟 组 可 形成 42Ci = 168 个 3 鸟 组 ,这 
说 明 至 少 有 2 个 共 圆 4 鸟 组 含有 同一 个 3 鸟 组 , 故 至 少 有 5 只 鸟 在 同一 圆 上 .其 次 设 $ 是 有 鸟 最 多 的 
一 个 圆周 , 则 S 上 至 少 有 5 只 鸟 4, B,C,D,E. 假 设 有 两 只 鸟 U 与 VY 不 在 S 上 , 则 4, B,C 中 有 2 只 
( 设 为 4 和 B) 与 U 及 V 有 同一 圆周 S, 上 ,并 且 C,D,E 中 有 2 只 ( 设 为 C,D) 与 0 及 V 在 同一 圆周 
5， 上 ,再 考察 4.C、E、U、V 这 5 只 鸟 ,其 中 必 有 4 只 鸟 在 同一 圆周 上 ,但 U,V 不 在 4.C、E 确定 的 贺 
S 上 , 故 4、C、E 中 必 有 2 只 鸟 与 U,V 在 同一 加 上 ; 若 4、C, U,V 在 同一 圆周 S$, 上 , 则 5, 与 5, 都 与 
5 重合 ,从 而 $1,5,, 5; 都 与 5 重合 ,导致 U,V 都 在 S 上 ,矛盾 ;车 4( 或 C),E,U,V 同 在 一 圆周 5。 
上 , 则 8 与 5,( 或 5,) 都 与 5 重合 ,从 而 5,( 或 5,) 与 5 重合 ,也 导致 U,V 都 在 8S 上 ,矛盾 .上 述 矛 盾 
说 明 : 不 在 S$ 上 的 鸟 至 多 只 有 1 只 . 综 上 所 述 ,我 们 得 到 结论 :有 鸟 最 多 的 圆周 上 至 少 有 9 只 鸟 . 

30. 同 §3 中 例 4 分 析 可 知 4 中 只 含 /的 映射 圈 , 并 各 映射 图 中 的 元 素 个 数 的 最 小 公 倍数 等 于 
15, 各 映射 圈 中 的 元 素 个 数 之 和 等 于 11. 注 意 到 15=1x3x5 以 及 11=5+3+3, 且 5,3,3 的 最 小 公信 
数 为 15 或 11=5+3+1+1+1 且 5,3,1,1,1 的 最 小 公 倍 数 为 15. 便 知 /只 有 下 列 2 类 :(1)4 中 含有 
一 个 由 5 个 元 素 组 成 的 映射 图 及 两 个 由 3 个 元 素 组 成 的 映射 圈 , 这 样 的 映射 上 有 Ci C3 C3 .41 (21)? = 


声 个 ;(2)4 中 含有 一 个 由 5 个 元 素 组 成 的 映射 圈 及 一 个 含 由 3 个 元 素 组 成 的 的 映射 圈 , 而 其 余 3 个 


本 2 11! El 
元 来 为 /的 不 动 点 ,这 样 的 /有 Ch G4! "21 = 如 个 . 故 所 求 /共有 ,45 + 而 = 3 个 


31. 从 中 任 取 上 个 数 构成 值 城 4=.f( 2). 于 是 对 于 任意 yxE 4, 存 在 xE 2Z, 使 /(x) = yE 4, 故 
7) = f(A(x)) = 所 xz)=y, 从 而 对 任意 zi ,x2 EE 4, x) 关 x2,，f(x1) = zi 尖 %z = f(x), 而 由 已 知 条 件 


闭 豆 中 演 导 五 性 洋洋 汶 闭 O 


离 互 中 监 属 堪 性 活 洪 加 涉 交 oO 


(省) 知 Z- 4 中 -上 个 元 素 各 自 对 应 于 4 中 一 个 象 (不 同 的 元 素 对 应 不 同 的 象 ) , 故 所 求 映射 的 个 数 


1 
为 CA (El 


32. 记 这 样 数组 的 个 数 为 /(r,n) .将 每 个 符合 条 件 的 数组 x , x,,… ,x, 中 等 于 n 的 数 删 去 , 若 n 
的 个 数 为 +-&, 则 得 到 的 是 上 元 数组 , 且 仍 然 满 足 其 中 至 多 有 i- 1 个 数 <i(i=1,2,…,n-1) 的 条 
件 , 故 这 样 的 数组 有 f(k,n 1) 个 (约定 (0,n 一 1)=1). 删 去 的 +- 上 数 在 x ,x,,…,zx, 中 的 位 置 有 


G7 种 ,散失 75n)= 避 G7 和 Ck,n -1)= 澡 CY(k,n 1). 下 面 用 归纳 法 证 明 :f(r,n) = (n- 
nr !. 对 于 n=1, 有 /(0,1) =1,f(1,1) =0, 命 题 显然 成 立 . 设 fr,n)=(n-r)"n' 对 n=t,r 为 任意 
数 成 立 , 则 f(r,t+ D)= Ck,t) = — k) ee-! = -hci =(t+1)"- ey 
对 n=t+1,7 为 任意 数 
成 立 . 故 对 任意 7,n,fr,n) =(n--7)*r' 成 立 , 故 所 求 + 元 数组 有 (n 一 r)"n 个 . 

33. 令 p(n) 表示 n 的 所 有 不 同 划 分 的 个 数 , 并 规定 p(0) = 1, 我 们 考察 下 面 这 个 量 : 5 = 
p(k). 

首先 ,在 n 的 划分 中 ,第 1 个 数 为 1 的 有 p(n-1) 种 ,前 2 个 数 都 是 1 的 有 p(n-2) 种 ,…, 前 
n 一 1 个 数 都 是 1 的 有 p(1) 种 ,前 ”个 数字 为 1 的 有 P(0) 种 .可 见 在 5= 加 p(k) 中 ,分 划 x 在 p(n- 
1) ,p(n-2),…,p(n- 4(r)) 中 都 计算 了 1 次 ,共计 算 了 4(r) 次 , 故 S= 癌 4(x). 而 男 一 方面 ,出 现 


数字 i(1< i<n) 的 分 划 共有 p(n- i) 种 ,因此 在 5= 品 p(8)= 兴 p(n 一 让 中 ,分 划 x 有 几 个 不 同 数 
字 , 便 被 计算 了 几 次 ,也 就 是 每 个 计算 了 B(x) 次 . 故 又 有 5= B(x), 所 以 允 A(x)= 允 B(x). 

34. 以 4x4x4 的 正方 体 的 底面 为 基准 面 ,将 大 正方 体 划分 为 平行 基准 面 的 四 层 (每 层 为 4x 4x 
1 长方体 ) ,依次 用 1,2,3,4 给 各 层 编号 .将 各 个 红 正方 体 投影 到 基准 面 上 ,并 在 基准 面 的 投影 方 格 内 
填 上 该 红色 正方 体 所 在 的 层 号 ,这 样 得 到 一 个 4x 4 的 方 格 表 ,每 格 内 填 11,2,3,4} 中 一 个 数 , 填 同样 
数 的 方 格 既 不 在 同一 行 也 不 在 同一 列 ,这 立 一 个 4x 4 的 方 格 表 被 称 为 一 个 4 阶 拉丁 方 .反之 ,每 一 
个 4 阶 拉丁 方 唯一 决定 了 符合 题目 要 求 的 一 种 涂 色 法 .因此 ,题目 转化 为 确定 :总 共有 多 少 不 同 的 4 
阶 拉丁 方 ? 用 w (ij = 1,2,3,4) 表 示 4x4 方 格 表 内 第 i 行 第 j 列 处 小 方 格 内 填 人 的 数 ,对 11,2,3,4| 
的 任意 排列 lo,b,c,d| , 先 考虑 ou = avan = al = bap = ol = cyau = ah = d( 如 图 ) 时 的 拉丁 方 的 
个 数 . 因 oz 可 等 于 ia,c,dj 中 任何 一 个 数 , 故 分 3 种 情形 ;(1) oz = a 时 , 则 aw 与 ce 只 能 等 于 d, ax 
与 ao 只 能 为 ,然后 on 可 以 等 于 a 或 5, 当 om 选 定 后 , 剩 下 au ,aa ,au 的 值 是 唯一 的 .因此 ,对 应 此 
情形 的 拉丁 方 恰 有 2 个 .(2) az = “ 时 ,am 与 ao 只 能 等 于 ,从 而 aw 与 co 只 能 等 于 d, 然 后 ax 与 
ae 只 能 等 于 5,au 只 能 等 于 c,aw 只 能 等 于 a, 因 此 ,对 应 此 情形 的 拉丁 方 恰 有 1 个.(3) on = d 时 ， 
ax 与 ae 只 能 等 于 ,从 而 a 与 cz 只 能 等 于 ,然后 ,ov 与 ce 只 能 等 于 4, 最 后 ,an 只 能 等 于 dan 
只 能 等 于 a, 因 此 ,对 应 于 此 情形 的 拉丁 方 也 恰 有 1 个 . 综 上 知 如 图 所 示 的 拉丁 方 恰 有 4 个 . 因 |1 a,6， 
cd} 这 种 排列 共有 41! 个 , 当 ia,5,c,dj 取 定 后 ,如 图 所 示 拉丁 方 通过 交换 第 2,3,4 行 的 置换 一 共 可 
形成 3! 个 不 同 的 拉丁 方 .所 以 4 阶 拉丁 方 的 总 数 为 41 “31 “4= (4!)” = 576. 所 以 题目 所 述 16 个 红 
色 单位 立方 体 的 取 法 总 共有 (41) = 576 种 . 


注 考虑 更 一 般 的 问题 :在 nx nx n 的 大 立方 体 中 选取 mw 个 单位 立方 体 涂 成 红色 ,要 求 任何 一 
个 由 n 个 单位 立方 体 组 成 的 1x 1 x n 的 长 方 体 中 恰 有 一 个 涂 红 的 单位 立方 体 , 问 满足 上 述 朗 求 的 
开 个 涂 红 单 位 正方 体 有 多 少 种 不 同 的 选取 方法 ? 

仿照 前 面 的 解答 ,可 将 问题 转化 为 求 不 同 的 = 阶 拉丁 方 的 数目 ,通常 将 第 1 行 和 第 1 列 是 标 
准 排列 |1,2,…,n| 的 n 阶 拉丁 方 数目 记 为 4, ,于 是 有 = n!《(n 一 1)!1)4. 随 着 n 的 增 大 ,4 与 
急速 增 大 . 现 已 有 的 结果 为 =1,l, =1,l=1,1,=4,1ls=56,1s =9408,14; =16942080,…, 对 于 n>5 


的 情形 ,要 分 很 多 种 情形 ,才能 不 重 不 漏 地 算出 /. ,这 不 可 能 在 短 时 间 内 做 到 .因此 ,作为 试题 选择 | 


n=4 是 恰当 的 . 

35. 设 n=4E, 若 存在 某 个 j, 使 5(j) = 让 则 ao-'(j)=j, 从 而 n+1=o(j)+o '(j)=2j, 因 为 41 
n, 这 是 不 可 能 的 . 故 对 任意 i,o( 让 头 计 假设 o(a)=6, 则 o "(a)=n+1-6, 即 ol(n+1-b)=a. 又 
ao(b)=n+1-o (b=n+1- qo (n+1- a)=6, 所 以 oe(n+1-a)=n+l-o (n+l-a) 
=n+1- 45, 于 是 我 们 得 到 一 个 周期 为 4 的 循环 较 (a,b,n+1- a,n+1- 45), 并且 易 证 这 4 个 数 互 不 


相同 .所 以 任意 一 个 这 样 的 排列 是 由 上 述 类 型 的 入 = 上 上 个 周期 为 4 的 循环 图 组 成 ,注意 到 其 中 


与 n+1- 4 可 以 交换 ,从 而 可 得 另 一 个 周期 为 4 的 循环 圈 (a,n+1-b,n+1-a,b). 将 n=4k 个 数 
分 成 2k 个 数 对 |j,n+1- 刘 (1<j<2k) 只 有 1 种 分 法 .再 将 2k 个 数 对 每 2 对 组 成 一 个 四 元 双 数 对 ， 


共有 站 Ge GG = 人 种 方法 .这 里 除 以 刀 是 因为 不 用 考虑 选 出 四 元 双 数 对 的 顺序 ,而 每 个 


四 元 双 数 对 都 对 应 着 2 个 排列 , 且 共 有 & 个 四 元 双 数 时 , 故 所 求 排列 的 个 数 为 2: = 名 直上 


模拟 实战 二 

习题 A 
1 左边 = 襄 ( 一 DhC= 训 (一 DenCh2 =n(1-1)”1=0= 有 边 . 
2. 利用 CtC% = CC 得 多 CiC? = GB: A 


3. 一 方面 (1 - 2)" (1 -x) "= (名 (- 1)*Cix* ) ， ( 品 cz) 中 允 的 系数 为 


] [4] 
忆 (- DCtClo-ap = 总 (一 DCiC3,-a4- 另 一 方面 (1 一)" (1 一 x) (+z) (1 x) = 
(加 Ct (总 中 必 的 系数 为 名 C= (1+1)" =2, 故 等 式 成 立 . 


高 本 中 兴 相 二 性 洒 让 四 站 关 O 
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4. 一 方面 (1 一 ro 下 Ci 中略 的 系数 为 Ci 40osm = Git?"'. 另 
一 方面 (1 一 Cr ) 中 地 和 ”的 系数 为 


ee Gre GE 故 训 CCL ,= CE 
De (De Ww ty 2 We 
5. 证 法 一 这 = GD = RHT[-1+ C+ 


-DCD) + 


证 法 二 Dd da fC JH- a) Jd | 


和 
6. 设 = 二名 二 + 有 
有 | 
oi a C+ C+ lat + Ch + + GD [e+ et]+ 
5 on 
n-l ep 二 。 RE | | 
m+n m+3 9， 而 % = mt+l ”mm+2 一 tr "hmta+l)l = 
了 7. 令 mm 让 全 = ee ,于 是 第 6 题 结论 可 写成 为 总 ( -1)*Cta, = 6 . 故 由 组 


合 互 公式 得 沪 ( 1Gih = 0 即 电 起 -= 
8. 证 法 一 设 fz)= 襄 (-DD 和 二- 和], 则 /0)=0, 且 (4)= 写 (- Dc 
(Cb er er Ji- 于 过 -14c+ + 
所 以 ,f(z)= Jr(Ddt= A 
证 法 二 记 4= 记 (DC 二 [1- (1- x)*], 利 用 Ct= CE + Ci 及 士 Ci-4 = 二 Ci, 得 
oD + sr 1) + DI)"] = + 


BD 


sot 


ek 2 a 


xz 所 以 ,au=a+ 岂 (oa -a 1)=x+ 站 和 =x+ 当 请 


大 


Er 


9. 令 ao=bo=0,a=- 二 [1- (1x) ], 和 =x+ 壹 和 + 各 ey) 则 由 第 8 题 有 
ee 
-1[1-(1-*)"]. 


I0.m=1 时 ,左边 = C2 - C= -C4-1 = 右边 . 设 六 (- 1D)*cs = (一 1)"C? 1, 那么 对 m+1, 有 
-Dct=(- Dc C+-D" =-1)"" [CC]=( -1D)"" CT 

11. 设 41UhsU…UAh=16b1,b2,…, bm , 且 b; 属于 41 ,4,,…,4, 中 个 集合 (i=1,2,…,m). 
则 写 14.1= 访 rn 区间 4n41= 呈 14n4m41= 咏 c . 于 是 原 不 等 式 号 (二 + 


eid he 
n(n-l)(r-2) 2r(n-l) 
nm-3) -n(n-1) )>0. 我 们 只 要 证 对 任意 i€ 和 1,2,…,m| 有 + 


2 人 >0 DMD- Da-D+ nD-D -2n Dn-2)200(b -b(n 


-1)]>=0e>b<n-1 或 b>>n 四 ,而 @ 显 然 成 立 , 故 原 不 等 式 成 立 , 
12. 因 =” 个 市 民 可 以 组 成 C* = 去 n(n - 1) 个 不 同 的 二 人 组 合 ,因此 ,一 定 存在 某 个 市 民 , 兽 经 议 


ri(r -1)(r -2) 
n(n-lD)(n-2) 


论 过 他 的 二 人 组 合 的 个 数 m>- 上 C3 = 二 (n- D) .再 设 有 上 个 市 民 参加 了 这 m 个 二 人 组 合 ,于 是 地 上 


(k-1)= G>m>z 1， 因此 尼 >#kE- 1)+1>m. 即 一 定 存在 一 个 市 民 , 共 有 5(>Vm) 个 其 他 市 
民 议 论 过 他 . 

13. 设 第 一 行 填 人 的 n 个 数 为 a , a,，,…, a, ,第 二 行 填 人 的 n 个 数 为 b, ,6,,…,b, .不 妨 设 a < 
< <o. (1D) 车 qi+ or+…+a,< 全!, 则 只 要 删 去 第 二 行 中 所 有 的 数 就 可 满足 题目 要 求 ; 
(2) 若 ol + oa + + a > 1 , 设 上 是 使 gl + …+ as > 21 的 最 小 下 标 ,于 是 + oa + 


全 > 生生 > 天 .这 时 我 们 出 去 第 一 行 中 ay a,.1，,…, a 及 第 二 行 中 心包 


5b-1 .只 须 证明 如 bt + <<. 事实 上 ,bu +bw1 +++ 术 =(1-@)+(1- ao)+…+ 


(Qo) kt) een 


Qt Sn +l)- 2 (p+ 1. 证 毕 . 


14. 记 了 = {pi ,psa，…,p, 1 为 已 知 n 个 点 组 成 的 集合 , 设 了 中 距离 为 单位 长 的 点 对 数 为 已. 以 p 
为 中 心 , 单 位 长 为 半径 作 p; ,并 设 @P 上 有 /中 ;个 点 (i=1,2,…,n), 于 是 el + e+*…+el=2E. 


洒 吾 中 泪 侣 也 站 潍 济 同 这 壮 OC 


次 五 中 滥 亚 王 尾 泣 直 四 站 状 O 


我 们 称 以 了 中 点 为 端点 的 线段 为 好 线段 .一 方面 好 线段 共有 C* 条 . 另 一 方面 ,@m 上 有 (53 条 弦 是 好 
线段 ,n 个 圆 共有 疡 C: 条 弦 为 好 线段 ,但 其 中 有 些 公共 弦 被 重复 计数 了 ,但 ”个 圆 的 公共 蓄 至 多 有 


C2 条 , 故 不 同 的 好 线段 至 少 有 凡 C - C 条 ,所 以 六 - C < CI. 由 哥 西 不 等 式 得 2Ct > 阅 C = 
4 ,2 -nk 1D<0, 所 以 下 < 


nyv8n-7 ntnVv8n_n,l 0 
4 4 


15, 设 第 ; 行 的 男生 数 为 a , 则 女生 数 为 75 - o,. 依 题 意 可 知 总 (C2 + C5_。) <11%. 即 钨 (局 


-75a) < -30525 改 吕 (2 - 5) < 1650. 由 柯 丁 不等式 得 [器 (2 - 75) 了 <22 六 (2 -757 < 


36300. 因 此 怠 (264 -75)<191, 从 而 号 w < +5X2 <921 <928. 
16. 记 7 = 14 ,4;,…, 4aa | 为 已 知 点 组 成 的 集合 , 设 从 4; 出 发 的 线段 有 条 (i = 1,2,… ,381)， 
于 是 吕 a =21. 如 果 结 论 不 成 立 ,那么 1> 3810. 我 们 来 证 明 图 中 必 存 在 四 边 形 ,导致 蔬 盾 .事实 上 , 若 


| P.Q 都 与 4 连 有 线段 , 则 称 (P,Q) 是 属于 4; 的 点 对 ,于 是 分 别 属于 4 , 4; ,… ee 


为 总 = 证 ( 澡 -时 0) 二 [于 入 7- 于] = -381:21] = 二 2D) (21- 


21 
381) > 3581 x2x 3810(2x 3810- 381) = 红头 各 19 -3 .而 /中 的 点 一 共 只 能 形成 C 和 个 点 对 ， 
可 见 至 少 有 一 个 点 对 (B、D) 同 时 属于 中 不 同 的 两 点 4 和 C, 即 4 与 B,B8 与 C,C 与 D,D 与 4 都 连 
有 线段 .这 与 已 知 条 件 矛盾 ,所 以 1<3810. 

习题 B 


.Gt 全 [二 + 


R= 二 [G+ ci 是 二 [Gy+ an-4+ (1+ 


了 = 南 (1+ x) 全 (1424) 中 民 的 系数 ,从 而 它 也 是 二 [x(14 #)]"- 人 (1+2x) 中 -1 的 


但 ] 
系数 ,所 以 S。 二 >( (= DG 二 应 是 号 CD 工 南 [x(1+ sz)] (1+2x) 中 x 一 的 系数 .而 


源 [时 ]+ 1<4sm-1 时 ,[z(1+ J 和 i1424) 中 不 会 宫 "' 的 项 ,于 5 是 Jz)- 全 上 入 ( 1) 


[xQ+ #2)]"-1(1+2x) 中 的 系数 .而 /(#)= CD 一 (1 +2x) BI- =(1+ xz] 和 = 


《=-D”…,.(1+2x)11-[-x(L-x)]"| ,只 有 (一 D 1+2x 中 含 in-: 的 项 . 令 由 1 ,3; 
3 = -十 


m l+x(l+x) m 1l+x+x Ey 


m 1l+x+x m ll-w 1-wx 


则 吕 = -到 -最 -11+o+wz=0, 于 是 二 D 1+2 (Dw tg] 


et 


CD B+) Do] = [+o) or - we1] 中 加 -! 的 系数 为 


CD oon jj CD [(- we) wm"? or] = CL (on + up ) ,所 以 5 = 
2 
(-D" .2(3lm 时 )， 
Sev te +o 


(-D" 二 (3hm 时). 

18. 因 CR- 和 为 (1+ 刀 )" 沁 中 sw 的 系数 ,从 而 它 也 是 21(1+ 习 )"*- 中 zr 的 系数 ， 
施 - 全 各 CC 是 由 Carolaaea0y are 中 :的 系数 .而 号 Ca。 
(1+ 2)" -中 全 部 为 x 的 个 次 守 项 ,不 含 "的 项 , 故 % 是 各 G6,42W(1+ 必 )"*-! 中 "的 
系数 .而 ，。 2 Carvin2x (1+ 委 ) 中 无 oo 的 项 , 故 5S, 是 f(x)= (22) (1+ 2 )"* = 
etl = DC Gh2 = Cs. 

19. 因为 Co 2- = C352 和 是 二 (1+ xz)2 和 全 中居- 的 系数 ,所 以 5, = Dc, Cin-2t-! 

[二] Rd 
是 总 (- D 和 CaG+ x 中! 的 系数 ,而 加 〈《- D4C (1+ "4! 中 无 wr-! 的 


| 


| 顶 ,所 以 5 是/(4) = 室 (- D4C 让 (L441 中 -1 的 系数 .而 (x) = my 


(1) 
x i | 
i 
(P+ a + 1 = P+ + 
t= rh + Gt Gt tt C+ 


*)"] 中 只 有 es 4 避 ( 一 ]) 氏 中 会 1 的 项 , 且 其 中 z*-! 的 系数 为 C1 所以， 


i 1 
= DC Ca = Gan+). 

20. 证 法 一 “一 方面 m 位 男生 n 位 女 生 从 左 到 右 排 成 一 排 有 (mm + n)! 种 方法 , 另 一 方面 将 所 
有 排 法 分 为 m+1 类 ,其 中 第 k(0<k< m) 类 的 排 法 为 左 起 连续 有 位 男生 ,第 k+ 1 位 为 女生 ,其 他 
位 置 任意 排 的 方法 ,这 样 的 排列 个 数 为 Gk! Cs(m+n-k-D! = CinCm+n-D! /C1(k= 
0,1,2,…,m), 放 共有 加 Con(m+n-1)1 /CL,。, 种 方法 ,所 以 名 Cin(m+n-D! /C1 =Cm+t 
中 现 边 除 以 nn+ m1D 1, 即 和 要 证 和 式 . 


一 光 (m+n-1)! _mt+ ® (m+n-k-1)! 
证 法 二 原 恒等式 os RTE (1 1 


Ch = Ca- 


(m+ n)! 
ml n! 


一 方面 /(#) = 成 (+ x)"*"! 中 -1! 的 系数 是 襄 Ci41, 另 一 方面 f(x) = 
(1+ x) (1+x)" (1+x)"*" ~ (1+%)" 


Ht = 一 中! 的 系数 应 为 (1+ x)"" 中 必 的 系数 C2，, ,所 


科 吾 中 尝 辟 卫 届 潍 测 同 讲 并 O 


次 百 宁 淮 否 丘 心 注油 加 涉 交 Oo 


以 ,加 Cr- = Ch.，, 故 原 恒等式 成 立 


21. 解 法 一 令 妨 = 等, 则 =0, 操 = 二 ,后 = 十, 且 多 = 寺 (b+ ba)+ (1)" 十 (1- 


吕 ) 亿 -40-D" 直 = 一 二 [6 一 2 一 D051]- 令 出 = 如 一 如-1-《-1)" 十， 


则 届 = 一 二 di 而 而 = 妇 抽 -《(-1 直 =0, 册 = 一 十 册 =0,…,d =0, 即 bb， = 


(-D" 十 .全权 = 看, 则 可 = sn nie 
二 -党 六 让 和 -入 让 二 和 
corr er 十 = 训 55 所 + 已 三- 所 坊 ! 页 = 
-DC + eat ly- “C5，. 因 为 加 ( - DG:=01-D)"=0,( -1 1 (1-1) ”= 
0, 所 以 &.-&= -十 -mL-(+Dl-UDT-UT 而 2= 帮 -于 [w+ 
2Go]- 支 人 -人 + 吕 ( -6 = 二 + 号 [EDT-URDTD -去 + 十 + 直 -TDT- 


=2- 呈 .所 以 人 =n! B=2n! - (n+1). 
解法 二 首先 ,我 们 证 明 a, 就 是 第 一 章 82- 5 例 1 中 错位 排列 数 D, .事实 上 , a, - na- - 
(=D" = 一 季 [@ (nD 一 (DD. 令 b= -nos 一 (DD)", 则 b= 一 于 bi 而 如 = 0 一 


了 
nl 


2 一 《1 =0,. 刀 = 一 记 如 =0,…,b=0, 故 6 - na,1=(-1)" 且 a =0,a =1. 这 与 第 一 章 


§2-6 例 1 中 错位 排列 数 D, 的 逆 推 关系 完全 相同 , 故 a,。= D, .其 次 ”个 不 同 元 素 的 全 排列 共有 ml 
个 ,它们 可 分 为 n+1 类 ,其 中 第 个 为 恰 有 个 元 素 错 位 ,其 余 n -个 元 保持 不 动 的 排列 ,这 类 排 


列 有 CtD, = Ctas 个 (k=0,1,2,…,n)， 所 以 名 Cas = = ml, 这 里 Do = ae = 1 表示 没有 元 素 错位 的 排列 
数 ,所 以 宫 Cias = nl - 1. 利用 MKCS= nc 得 大 = w+2Cla +3Cio 2 ++ Cn-1) Co + 
nC a=(Ca, + Ca++ Ca)+ (Ca +2Ca 2 ++ (Rn-2)0 0+(n-1)C'a) 
= (Ca + Co + + Cat Ca)+n(a+ Cot + Cia + C3 oa) = to, + 
nc an! -D+nl(n-D! -1]=2n! -(n+D. 

pd Bi,B;,B;,Bs,L 上 存在 4 点 C1 ,Ci,C;,Cs 使 Bi; 到 CC 
的 距离 < 一 二 (= 1， 2,3,4) .在 沿 工 从 4o 到 4. 时 ,不妨 设 先 经 过 C, ,并 且 在 C: ,Cs 中 先 出 现 的 是 C: ， 


考虑 边 Bl Bs .对 B B。 上 每 一 点 已, 工 上 总 有 一 点 Q, 使 PO < 本. 现 将 BB， 上 的 点 分 为 两 类 :车 Q 


在 和 Ci 这 一 段 , 则 P 在 第 一 类 ;车 0 在 C4, 上 , 则 尸 属 于 第 二 类 .显然 , B, 在 第 一 类 , B 在 第 二 
类 ,所 以 两 类 都 是 非 空 的 ,这 两 类 可 以 有 公共 点 A 4o Cr、Ci4, 上 各 有 点 01, 0; 满 


足 :PoQ1< 寺 ,PQs< 汉 ,从 而 QQ;<PoQi+ PoQ1= 寺 + 二 =1. 另 一 方面 ,从 Q 沿 到 0 必须 


经 过 点 G4, 而 0 到 Gs 的 长 = 0 C> 羽 肪 -下 0 -局 Gy>100- 上 二- 汪 =9( 因 为 BBB<PB< 


PoQ1+ QCz+ C2B,). 同 理 0: 到 C, 的 长 也 >%9. 所 以 沿 L, 0, 与 0, 的 距离 不 小 于 198, 故 0, ,0， 
就 是 要 求 的 点 下 .了 

最 后 说 明 上 述 定义 的 两 个 类 的 公共 点 Po 是 存在 的 . 设 在 边 B, Bs 沿 从 Bi 到 B 的 方向 上 ,第 一 
类 点 最 远 能 达到 点 Po ,而 从 B 到 B 的 方向 上 第 二 类 点 最 远 能 达到 Po. 若 P, 在 Po 与 B, 之 间 ， 
则 区 季 ( Po,P。) 内 任何 一 点 都 不 满足 条 件 , 从 而 Po 务必 在 Bo PI 上 . 同 理 P 务必 在 BP。 上 ,从 
而 只 有 Po 与 Po 重合 , 即 Po 必 是 两 类 公共 点 . 


23. 着 所 有 直线 互相 平行 , 则 一 共有 n+1 个 区 域 ,其 中 涂 色 区 域 数 <[ 3 +1<n< 汪 n(2+ 


Dan +1)= 到 人 + m) ,结论 成 立 . 下 设 并 非 所 有 直线 都 互相 平行 . 设 区 域 的 边界 (线段 或 身 


线 ) 数 为 i 的 涂 色 区 域 有 m 个 (i= 2,3,…,#) ,其 中 ms 为 边界 数 最 多 的 涂 色 区 域 的 个 数 .首先 证 明 
ma 大 mn, 因为 n 条 直线 上 至 多 有 2n 条 射线 ， ed 2 的 涂 色 区 域 由 2 条 射线 确定 ,并 且 每 


条 射线 只 能 是 一 个 涂 色 区 域 的 边界 ,所 以 ms 四 = n. 其 次 每 条 直线 至 多 被 其 余 n - ! 条 直线 分 成 n 
段 (线段 或 射线 ),n 条 直线 至 多 被 分 成 下 段 ,并 且 每 段 只 能 是 一 个 涂 色 区 域 的 边界 ,所 以 2m, + 
3ms + …+ hm < ,于 是 涂 色 区 域 的 个 数 ma + ma + …+ m < 让 m + 于 (2m +3m +…+ hn)e 


到 n+ 村 严 = 于 (+ 站 

24. 因 F* (FF ) 表 示 严 内 所 有 正 ( 负 ) 整 数组 成 的 集合 , 则 P= F* UF-. 若 F- =B, 则 =F* 
且 R= F'* 必 有 一 个 最 小 正 整数 , 它 不 可 能 是 严 内 两 个 正 整数 之 和 ,矛盾 .所 以 , 严 - 夫妇 . 同 理 F* 天 
多 . 设 1F* 1 = 5, 在 平面 内 取 5 个 点 ,其 中 任意 3 点 不 共 线 ,每 点 对 应 于 一 个 严 * 内 正 整 数 . 若 *E 
有 , 则 在 平面 内 的 对 应 点 用 4. 表示 .对 任意 yE F* ,存在 xz,zE F, 使 y= x+z, 因 为 y>0, 故 xz 
中 至 少 有 一 个 为 正 ,不 妨 设 x > 0. 从 4 到 4, 连 一 向 量 丰富, 又 因 xE F, 故 存在 wbE F, 使 x*=u+ 
v, 并 且 由 x*>0 知 u,v 中 至 少 有 一 个 大 于 0, 不妨 设 wu>0. 类 似 地 作 向 量 克 他 ,这 样 一 直 作 下 去 ,由 于 
平面 内 只 有 5 个 点 , 故 一 定 有 若干 向 景 组 成 的 封闭 折线 图 , 记 为 A A ,A A ,A AA 


于 是 Fr 的 正 整数 至 少 有 个 ( 因 x ,mm 和 这 大 个 正 整数 全 在 严 内 ) .现在 ,我 们 有 x = x + = 
《这 里 EF(1<j<h). 于 是 + 如 +…+ 有 =0, 由 
题目 条 件 得 k=n+1, 即 1F* 1>m+1. 同 理 可 证 1F |>>n+1. 所 以 | Fl=1F* 1+1F- 1>2n+2. 
25. 由 (2), 对 任意 4E FBE F,Az#B, 有 14 门 B1<1, 故 1= 11,2,…,n| 的 每 个 二 元 子 集 硅 多 包 
含 于 FF 中 一 个 元 素 内 .由 (1) 知 FF 中 每 个 元 包含 {1,2,…, nj 中 C3 个 二 元 子 集 ,而 1= 41,2,…,n| 一 


壬 也 中洲 导 卫 帐 溢 泛 隔 诉 奖 O 


离 瑟 中 监 下 妖 心 玫 沿 同 芳 症 O 


共有 CG 个 二 元 子 集 ,所 以 1F1< 孜 = 二 (下 一 由) 对 一 切 F 成 立 , 表 < 者 (下). 另 一 方面 对 


(a+b)( 当 a+b<n 时 ) 
hm 中 一 类 三 元 子 集 4= 1a,b,el, 其 中 = {时 ) "此 时 杰 即 b= 


n-(a+c)( 当 a+c<n 时 ) et a 
人 2 人， 6)( 当 4 cn 时 )" 庙 尼 此 条 件 的 任意 两 个 不 同 的 三 元 子 集 至 多 只 有 一 个 公共 元 (者 有 
两 个 公共 元 ,由 条 件 知 第 三 个 元 由 前 两 元 决定 ,所 以 第 三 元 亦 必 相 等 , 即 这 两 个 三 元 集 相同 ), 于 是 此 
类 子 集 组 成 的 集合 满足 条 件 (1) 和 (2). 因 a 有 n 种 选择 ,又 a,b,c 两 两 不 等 ,于 是 b 不 等 于 a,n 
2a,2 了 2 ,2 于 ,2n- 2a 中 任何 一 个 , 且 当 < 号 时 ,2n- 2a > n,2n -2a 儿 1; 当 4a 过 号 时 ,n - 
2a<0,n -2a 科 1, 故 对 每 个 a,b 至 少 可 取 n 一 tt 而 此 时 。 由 a,6 唯一 确定 , 且 每 个 4={a,b， 


< 的 取 法 至 多 重复 让 请 次 ,所 以 1P1> 中 和 有 =- 卫 an(n-4), 所 以 7n)=maxlPl> 二 nn-4)， 


1. 人 1 列 、Cw， 


六 -| 向 > 全 -iT .对 于 每 个 4E .可 产生 Ci! 个 r- 1 元 子 集 , 且 
这 些 子 集 必 属于 ,多 而 对 每 个 BE. 允 至 多 存在 .8g 中 -r+1 个 + 元 子 集 包含 B, 所 以 (n+1) 
1.%1 


上 列 >rl. 即 汉 > Ee: 

27. 设 mn 个 点 为 4 ,hi，…,4, ,1 条 线段 为 e1 ,e，…,e,. 记 从 A 出 发 的 线段 数 为 d; (i = 1,2,…， 
中 .于 是 名 dd =21. 且 对 任意 一 条 线段 6, 它 的 两 端点 4 ,4 向 其 他 mn-2 个 点 引出 了 十 + 由 -2 
条 线段 . 若 di + 由 > n, 这 n-2 个 点 中 至 少 有 由 + 由 -2-(n-2)= di + di 一 nn 个 点 同时 与 4; ， 


4 都 连 有 线段 . 着 岂 + 由-n>0 令 及 = 由 + 四 -mi 车 丰 + 丰 -ms0, 令 大 =] 则 可 以 知道 以 


e 为 公共 边 的 三 角形 对 不 少 于 C (约定 C? = 0), 从 而 7> 3 = og 尼 - 天) > 


二 
2 


到 [二 (入 站] = 和 AP), 其 中 p= 办 kf) = 邦和 攻 ,显然 届 > 太 + 二. 所 以 p 


sk 

21 

>3a, + -= + 由 ) - 向. 因为 这 个 和 中 对 每 一 点 多， 共有 di 条 线段 进行 了 计算 . 故 

Ah 对 (a + di ) 的 “贡献 "为 gd= 条， 所 以 由 (d + 由 Bad)s 外 ,所 以 p= Sh 
4 


> 外 -n= 外 全 .当量 <1e 人 时 , 攻 人 -下 站 = 厨 <0, 则 7>0 显 然 成 立 . 当 1> 


7 pn 
于 时 ,由 于 p= 凡生 全 = 汪 [41- 帮 ]> 莱 [4( 人 诗人 ) 下 ]=1> 汪 .又 二 次 卫 数 /x)= 


王 = 妈 在 [十 ，+ m] 上 单调 递增 , 故 Tz1(p) >/[ 444 2)] - 1(4l- rn )(41 一 严 -7) 


2n 
28. 在 圆周 上 任 取 一 点 4, 我 们 称 以 4 为 中 点 的 半圆 弧 (包括 弧 的 端点 ) 为 4 - 半圆 .首先 证 明 : 


在 圆周 C 上 任 给 的 n 个 点 中 必 存 在 一 点 尸 使 得 已- 半圆 至 少 覆 盖 已 知 ”个 点 中 [ 对 2] 个 点 . 设 4 


为 已 知 点 中 一 点 ,4B 与 好 是 互相 垂直 的 直径 ,如 果 侈 或 俏 内 无 已 知 点 ,不 妨 设 参 内 无 已 知 点 ,路 
内 有 一 个 已 知 点 C, 则 4 -半圆 及 C - 半圆 的 并 覆盖 所 有 n 个 已 知 点 . 取 为 4 和 C 中 某 点 必 满 足 


题目 要 求 . 若 仿 和 命 内 都 有 已 知 点 ,分 别 设 C 为 从 内 已 知 点 ,D 为 成 内 已 知 点 , 则 4 - 半圆 , C - 半 


加 以 及 万 - 半圆 三 个 的 并 覆盖 整个 四周 ,其 中 必 有 一 个 至 少 覆 盖 [ 2 了 1] + 1 = [2 二?] 个 已 知 点 . 
下 面 我 们 证 明 g<[ 本] . 当 n=1 时 ,g = 9, 结论 成 立 . 设 n= 时 结论 成 立 , 当 n= 和 +1 时 ,由 前 面 
证 明知 存在 一 个 已 知 点 已 使 已- 半圆 至 少 覆 盖 [ 上 +j+2] = [ 专 ] + 1 个 已 知 点 ,这 些 点 到 P 的 距 
离 <V5. 故 已 知 4+ 1 个 点 中 到 己 的 距离 大 了 /5 的 点 的 个 数 不 超 过 t+I- ( [ 专 ] +1) i []. 
去 掉 点 ,由 归纳 假设 剩 下 点 中 距离 大 于 /3 的 点 对 数 g < [ 与 ] .于 是 +1 个 点 中 距离 大 于 /3 的 | 


点 对 数 g<g +h-[ 专 ] = [ 生 ] + 上 [去 ] = [ 亿 寺 习 ] (最 后 一 个 等 号 可 对 h=3m,3m+1,3m | 


+2 三 种 情 分 别 进行 讨论 而 得 到 ), 故 对 一 切 EN, ,9< [ 筷 ] ,从 而 3g<3[ 宇 ] = 


注 读者 可 举例 说 明 a=[ 至] 可 以 成 立 . 即 9 的 最 大 值 为 [ 号 ] .进一步 ,我 们 可 以 证 明 下 列 一 
般 性 的 结论 : 设 圆 C 的 半径 为 R,0< 1<2R, 此 时 存在 唯一 正 整 数 加 ,使 cu <1< au ,其 中 oa = 
2R, 而 (+>3) 为 加 C 的 内 接 正七 边 形 的 边 长 . 

定理 在 半径 为 尺 的 图 周 上 任 给 = 个 不 同 的 点 组 成 集合 M1, 设 ! 是 满足 oa ,1 < 1< au 的 正 实 
数 ,k( < 所) 为 正 整 数 , 设 以 Mr 内 的 点 为 顶点 且 边 长 都 大 于 ! 的 西 上 边 形 的 个 数 为 5(n), 则 St(m) 的 
最 大 值 为 maxSt(n) = 内 C44Cimt! ,其 中 ,n= mko + r(m,r 为 非 负 整数 ,0< rs - 1) .并且 约 定西 


二 边 形 为 线段 ,其 边 攻 就 是 线段 的 长 ,特别 k=2 时 ,结论 可 写 为 maxs(n) = [ 二]. 


在 上 述 习题 中 , a =Y2 <V3 = oa ,io =3. 故 习题 中 的 结论 可 改进 为 证 明 4 的 最 大 值 为 [ 全] 4 


利用 上 述 定 理 还 可 得 到 下 列 问 题 的 结论 :在 半径 为 10 的 圆周 上 任 给 63 个 点 , 设 以 这 些 点 为 顶点 
且 三 边 长 都 大 于 9 的 三 角形 个 数 为 5, 求 5 的 最 大 值 (第 48 届 IMO 中 国 国家 队 选 氢 考 试 试题 ) .在 这 


个 问题 中 , 尺 = 10,n= 的 ,1=9, 因 为 m<10x 笃 <10x2x315=9<10= os, 所 以 各 =6,69=6x 10 


+3, m= 10,r =3. 由 定理 得 5 的 最 大 值 为 maxS; (63)= Ci x10 + CCx1F+CCGx10+C= 
23121. 

关于 上 述 定理 的 证 明 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 : 张 杠 .一 道 试题 的 来 源 和 推广 .中 等 数学 ,2007 年 第 
10 期 第 9~ 12 页 . 
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迪 吾 中 党 加 上 卫 帐 溢 江 同 六 净 O 


痪 要 中 淮 东 于 性 灵 注 所 涉 妆 0 


习题 A 
1.(1) 将 加 划分 为 11 个 全 等 的 遍 形 ,于 是 必 有 一 个 扇形 内 至 少 有 [ 209 天 ] + 1 = 10 个 点 ,也 有 一 


个 遍 形 内 至 多 有 [ 各 ] = 9 个 点 ,如 果 某 个 硼 形 内 丛 有 10 个 点 ,那么 问题 已 获 证 .故我 们 假定 在 菜 个 


扇形 内 至 少 有 11 个 点 , 且 在 某 个 扇形 内 至 多 有 9 个 点 .我 们 将 一 个 扇形 绕 着 圆心 旋转 ,在 旋转 的 每 
一 时 刻 该 扇形 内 的 点 数 的 变化 不 多 于 1( 因 为 没有 两 点 在 同一 半径 上 ), 故 由 离散 介 值 原理 知 必 在 某 


-时 刻 , 落 在 该 扇形 内 的 点 数 恰 为 10.(2) 将 圆 分 为 10 个 圆心 角 各 为 答 的 遍 形 和 10 个 加 心 角 各 为 妈 
的 遍 形 , 且 使 每 个 小 扇形 都 夹 在 两 个 大 扇形 之 间 . 然 后 在 每 个 小 扇形 内 各 放 10 个 点 ,显然 ,在 任何 时 
刻 ,圆心 角 为 个 的 扇形 都 不 含 11 个 给 定 的 点 . 

2. 为 了 说 话 方便 ,将 “在 内 部 或 在 周 界 上 "统称 为 “在 …… 中 ” .用 反 
证 法 ,假设 结论 不 成 立 , 我 们 考虑 结论 不 成 立 的 具有 最 小 面积 5 的 凸 五 
边 形 4BCDE( 由 于 整 点 多 边 形 的 面积 的 2 倍 是 正 整 数 , 故 存在 面积 最 小 AR 
的 ), 并 称 图 中 4, Bi CDIB 为 4BCDE 的 “内 "五 边 形 .首先 证 明 4 祥 
人 和 AC D, 中 所 有 交点, 除 4 外 ,只 可 能 在 边 Ci D 上 .事实 上 ,如 果 在 A 
A 人 4CiD; 中 除 4 外 ,还 有 整 点 不 在 CD 上 ,那么 凸 五 边 形 KBCDE VPR 
的 “内 "五 边 形 在 五 边 形 4, Bi C1 D1E 之 中 更 没有 整 点 ,这 与 5 的 最 小 C 
性 假设 矛盾 .从 人 4BC, 公 BCD, 公 CDE, 公 DEA, 公 4B 中选 出 面积 最 小 (第 2 题 ) 
的 一 个 , 设 为 人 4BC. 于 是 4 到 BC 的 距离 不 大 于 D 到 BC 的 距离 , C 到 4B 的 距离 不 大 于 E 到 48 的 距 
离 .考察 使 48CO 为 平行 四 边 形 的 点 0, 则 0 位 于 入 4B, C 之 中 , 且 由 4、B8、C 为 整 点 知 0 为 整 点 .而 
由 前 面 的 证 明知 0 不 在 人 4C, D, 的 内 部 ,也 不 在 人 CA 局 的 内 部 , 即 整 点 0 在 4, BCD, EE 中 ,这 
与 假设 矛盾 . 

3. 令 C=1XIXCSS 且 XSAX)|, 于 是 BEC( 因 BS S 且 BSAG)), 可 见 Cz# 多 . 设 C 中 一 
切 元 素 之 并 集 为 4, 下 证 (4) = 4. 事 实 上 , 设 YE C, 则 XS/(X) 且 XS4, 由 f 的 定义 有 f(X) 癸 


凡 4), 故 XX 与 儿 4), 于 是 4= 电光 三 几 4).@D 另 一 方面 ,再 由 了 定义 得 K4)S JJ(4)), 故 由 C 的 | 


定义 有 /4)E C, 所 以 儿 4) 全 WX=4.@ 由 及 @ 得 帮 4) = 4( 注 :此 处 4 是 满足 X 三 A(X) 的 一 
切 X 中 的 最 大 子 集 ). 

4. 将 每 个 单位 正方 形 用 一 个 有 序 对 (7,, s) 来 表示 ,其 中 1< r<200 表示 该 方 格 所 在 的 行 数 (从 
上 到 下 ),1<s<200 表示 该 方 格 所 在 的 列 数 (从 左 到 右 ) .显然 下 列 命 题 成 立 :假设 一 个 2x2 的 正方 
形 中 左上 角 的 编号 为 (i,j) 且 它 包含 偶数 个 白 方 格 .那么 (i,j) 与 (i+1,j) 同 色 , 当 且 仅 当 (i,j+1) 与 
(i+1,j+ 了 1) 同 色 .假设 题 中 结论 不 成 立 , 那 么 每 个 2x2 正 方形 内 都 含 偶数 个 白 格 , 也 都 含 偶 数 个 黑 
格 .假设 第 一 行 中 有 6 个 黑 格 和 w 个 白 格 ,于 是 b+ w=200. 由 此 可 知 15- wl =2m( <200) 是 一 个 偶 
数 .现在 考虑 第 二 行 ,如 果 在 这 一 行 最 左边 一 格 与 它 上 方 的 一 格 同色 (或 者 异 色 ) ,那么 利用 前 述 命题 
知 第 二 行 每 一 格 都 同 它 上 方 一 格 司 色 ( 或 者 异 数 ) .重复 这 个 推理 得 到 表 中 每 一 行 的 着 色 都 与 第 一 行 


相同 (或 者 相反 ) .假设 其 中 有 * 行 与 第 一 行 着 色相 同 (包括 第 一 行 ),y 行 与 第 一 行 着 色相 反 , 则 x+ 
y=n, 由 此 可 知 1x - y1 = 2n(<200) 是 一 个 偶数 .于 是 表 中 黑 格 数 与 白 格 数 之 差 的 绝对 值 等 于 
15- ul1xz-yl=4mn=404, 即 mn =101, 故 m,n 中 有 一 个 等 于 101, 这 是 不 可 能 的 .因为 2m 和 2n 
都 至 多 等 于 200, 于 是 原 题 结论 得 证 . 

5. 因 2000=3x666+2, 故 考虑 圆周 上 有 3n +2(nEN, ) 个 点 的 一 般 情形 .其 中 标 - 1 的 点 最 多 
有 个 ,要 证 明 圆周 上 至 少 有 一 个 好 点 .n= 1 时 ,圆周 上 有 5 个 点 (依次 记 为 4,B8,C,D,E), 其 中 至 
多 只 有 一 点 (例如 4) 标 - 1, 其 余 4 点 标 1. 这 时 , C、D 两 点 均 为 好 点 ,结论 成 立 . 设 n= 上 时 结论 成 
立 ,那么 n=k+1 时 ,圆周 上 共有 3k+5 个 点 ,其 中 标 -1 的 点 至 多 有 k+1 个 . 任 取 一 个 标 -1 的 点 
4, 再 在 4 的 两 侧 各 取 一 个 到 4 的 距离 最 近 且 标 1 的 点 B 和 C, 去 掉 4,B,C 三 点 ,圆周 上 还 有 3k+2 
个 点 ,其 中 标 - I 的 点 至 多 有 上 个 ,于 是 由 归纳 假设 知 其 中 至 少 有 一 个 好 点 P. 由 好 点 定义 知 P 上 标 


的 数 为 1, 再 将 4,B, C 放 回 去 , 则 从 己 出 发 沿 圆周 的 任意 方向 前 进 时 ,必定 先 遇 到 1 的 点 8 或 C 后 | 


才能 遇 到 标 -1 的 4. 故 已 仍 为 好 点 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 .特别 n = 666 时 , 便 知 原 题 结论 成 立 . 
6. 用 4、B8、C.D 分 别 表示 4 种 颜色 ,我 们 称 位 于 同一 行 且 异 色 的 一 对 小 方 格 为 “ 异 色 对 ”, 则 每 


一 行 有 G3*25 = 6'25" 个 “ 异 色 对 ”, 于 是 各 行 一 共有 100"6'25 个 异 色 对 . 另 一 方面 ,每 行 中 每 对 " 异 | 


色 对 "位 于 一 对 不 同 的 列 中 , 因 共有 Ci = 多 - 匀 对 不 同 的 列 , 故 存在 一 对 列 ,其 中 至 少 有 [0 全 =] + 
1=76 对 “ 异 色 格 ”. 下 面 我 们 不 同 其 他 的 行 和 列 , 总 可 以 假定 在 76x 2 的 长 方形 表 中 每 个 小 方 格 被 染 
成 4 种 颜色 之 一 ,每 列 中 每 种 颜色 的 小 方 格 至 多 25 个 且 同 一 行 的 两 个 小 方 格 不 同色 . 若 14, B81 和 
1C, 了 1 每 一 对 颜色 分 别 出 现 在 2 行 中 , 则 结论 成 立 .类 似 地 , 若 i4, Ci ,|8, Di 或 14, Di,1B, Ci 分 别 
出 现在 2 行 中 则 结论 也 成 立 . 因 此 ,我 们 假设 这 三 组 中 ,每 组 至 多 有 一 对 分 别 出 现 在 某 行 中 ,不 妨 设 
含 颜色 4 的 对 出 现 最 多 ,这 本 质 上 只 有 两 种 情形 :D14,81,14,C114,D1O14,B 14, CH,1B， 
Ci .在 情形 OO 下 ,每 一 行 都 有 一 个 4 色 小 方 格 , 于 是 , 必 有 一 列 中 至 少 有 [26 寺 1] + 1= 38 个 4 色 方 
格 ,这 与 每 列 至 多 25 个 4 色 方 格 矛盾 .在 情形 @ 下 ,每 列 仅 含 4.B、C3 种 颜色 的 方 格 , 故 每 列 至 少 有 
[26 1] + 1 = 26 个 方 格 同 色 ,矛盾 .于 是 ,命题 得 证 . 

7. 如 果 结论 不 成 立 ,那么 存在 31 个 五 人 委员 会 满足 要 求 , 这 31 个 五 人 委员 会 共有 31x 5 = 155 
人 , 故 由 抽 必 原理 知 有 一 人 4 至 少 是 [ 5 了 +] + 1 = 7 个 委员 会 的 公共 成 员 .又 已 知 任何 两 个 委员 会 
至 多 有 一 个 公共 成 员 , 而 4 已 经 是 这 7 个 委员 会 的 公共 成 员 , 所 以 这 些 委员 会 的 其 他 成 员 两 两 不 同 ， 
这 样 不 同人 数 至 少 为 4x7+ 1= 29, 矛 盾 . 故 题目 结论 成 立 . 

8. 记 4= 1a yao 上 PP= pi,ps,…,pr| ,把 A 中 元 素 a 看 成 平面 内 的 点 ,4 中 元 素 对 ja ， 
| 看 成 连接 a, ,a 的 线段 ,于 是 问题 归结 为 证 明 4 中 每 一 点 从 是 已 中 两 条 线段 的 公共 端点 . 设 从 a 
出 发 恰 有 4d 条 线段 (i=1,2,…,n), 于 是 d+ 由 +…+ 册 =21P1=2n,D 若 4 中 点 ok 是 P 中 两 条 


线段 p, 与 的 公共 端点 , 则 将 1a ,pi,p| 组 成 三 元 组 ,这 种 三 元 组 的 个 数 设 为 5, 则 S= 内 . 另 一 
方面 ,因为 当 且 仅 当 a 与 wy 连 有 线段 时 , 与 p 有 公共 端点 oi, 组 成 一 个 三 元 组 ia, ,pi,p1 , 故 三 元 
组 的 个 数 5 又 等 于 所 连 线段 数 n, 即 $= n, 于 是 "= 轧 C = 去 [ 凡 四 -六 4]> 寺 [二 (人 袜 4- 


离 也 吵 商 要 开怀 亚 油 回 站 交 O 


小 五 吵 监 要 妖 性 涨 油 由 入 交 O 


蝇 4] = 去 [二 Cn -24]=n. 可 见 ,这 个 不 等 式 中 等 号 成 立 .由 术 丁 不等式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 


1 


得 di = d, =… = d, ,再 结合 得 di = d=… = d, =2, 即 4 中 每 点 恰 是 P 中 两 条 线段 的 公共 端点 .证 


毕 ， 

9. 作 从 11,2,…,al 到 4U4 U…U4, 的 一 切 满足 下 列 条 件 的 映射 fiDE h(i=1,2,…,n)， 
因为 /(i) 的 取 值 有 14: 1 种 可 能 , 故 这 样 的 映射 共有 1411"14,1.……14, 1 个 , 设 它们 组 成 的 集合 为 5. 
下 面 证 明 S 中 必 存 在 一 个 单 射 ,事实 上 ,对 任意 fE 5, 若 /不 是 单 射 , 则 存在 i,jE 和 1,2,…, ni ,izj， 
而 扎 方 = 成 六 ,这 时 f(i) =f()) 的 取 值 只 有 14, 门 4 1 个 , 且 当 zi,j 时 ,f() 的 取 值 友 144 1 个, 故 这 


样 的 只 有 1 得 1 站 11= 性 朋 全 | .站 4 个 ,可 见 $ 中 映射 的 个 数 至 多 为 ， 吕 | 全 站 和]。 
出 AT ee AT 


语 1441< 而 1441, 韦 盾 . 故 5 中 至 少 有 一 个 单 射 记 , 令 有 (让 = ai(i=1,2,…,n), 于 是 a= 用 (i)Eh 
(i=1,2,…,n), 且 当 iz#j 时 ,at =f(i)#f()) = a. 

10. 我 们 首先 用 归纳 法 证 明 下 列 命题 :在 正方 形 内 任意 放 入 n 个 点 (这 n 个 点 和 正方 形 4 个 顶点 
中 没有 3 点 共 线 ) ,那么 这 个 正方 形 可 分 成 2n+2 个 三 角形 且 每 个 三 角形 的 顶点 都 是 给 定 的 n 个 点 
或 正方 形 的 顶点 , 当 n= 1 时 ,显然 可 将 正方 形 分 成 4 个 三 角形 . 设 n = 上 > 1 时 ,结论 成 立 .那么 ,nm = 
+1 时 , 先 取 个 点 ,将 正方 形 分 成 2k+2 个 三 角形 ,使 每 个 三 角形 以 这 个 点 和 正方 形 的 顶点 为 
顶点 . 因 无 三 点 共 线 , 故 第 k+ 1 个 点 P 必 在 某 个 人 4BC 的 内 部 ,于 是 个 4BC 又 可 分 成 3 个 三 角形 ; 
公 P4B, 公 PBC, 人 PCAh, 增 加 了 2 个 三 角形 , 故 +1 个 点 一 共 可 分 成 24&+1) + 2 个 三 角形 ,于 是 命 
题 得 证 .特别 n=23 时 ,单位 正方 形 一 共 可 分 成 2x23+2=48 个 三 角形 ,其 中 面积 最 小 的 为 人 XYZ， 


其 面积 [XYZ]< 坊 . 


11. 存在 .我 们 用 归纳 法 来 构造 , 令 a, = 1, om = 2. 如 果 a ,aa ，…,ax 均 已 确定 ,使 其 中 两 两 元 素 
之 差 可 取 到 1,2,…,n 等 值 , 令 ao, = 2ax ,aa =2ax + b ,其 中 b 为 最 小 的 不 能 写成 wa - a(1< 
7<i<2n+1) 形 式 的 正 整 数 ,于 是 | oa ,oz ,…，,az+z| 中 两 两 元 素 之 差 互 不 相同 (事实 上 ,如 果 a, - mw = 
-gag, 且 p>qg>i>jp=2n+1 或 2n+2. 若 pP=2n+1l 则 mw-o=2oa-m>as>a-ai 若 
P=2n+2, 则 4 关 2n+ 1, 和 否则 ws - at = b= a ~ ,这 与 b 的 取 法 矛盾 .所 以 , a, - a = 
2024 + bs -a4 > 02s > as- g;, 矛 盾 ), 且 由 归纳 假设 和 6 的 最 小 性 知 | a , a,,…, a,, ,| 中 两 两 元 素 
之 差 可 取 到 1,2,…, n,n+1 等 值 .于 是 令 钱 =| al ,qs，…,azn_1,a2 ,|, 则 广 满 足 题目 要 求 . 

12. 存在 .因为 lz- yl>(x,y), 所 以 lz-yl=(x,y)e(x-y)1xz,2 和 3 即 满足 条 件 . 设 存 在 大 
个 数 a, , ao,…, ar EN, ,满足 对 任意 1<i<j<k, 有 1a; - al1| a .因此 可 选取 这 样 +1 个 数 :6, = 
qa2 a ba = a qa + a1s by = ra" + oa birt = ar a qr + oy. 于 是 对 任意 1<i<js< 
k+1,b ~ b= -1 ~ -1(ao =0). 因 为 @i, -ol a a a (at -wa 所 以 (ai -a1) 
15i, 故 (b&b ~ b)1bi. 因 此 存在 k+1 个 数 满足 要 求 ,这 就 证 明了 存在 任意 多 个 数 满足 要 求 ,2009 个 正 
整数 也 同样 可 以 找到 . 
习题 B 


13. 设 n 人 集合 为 5, 其 中 4 与 B 两 人 没有 通电 话 , 则 与 4, 没有 通话 的 至 少 有 n - 1- [号 2]> 


[了 号] 人 . 设 丸 与 BB,,…, Bi 和 1 没有 通电 话 , 同 理 可 设 B 与 4 ,4,，,…, hr31 没 有 通话 . 令 3 = 
14 ,hs A115 = Bi, Bs，…, Bis1|, 则 因 任何 3 人 中 必 有 2 人 通 了 电话 ,所 以 Si 站 5; = 5 且 
5.(i=1,2) 中 任何 两 人 互通 电话 . 若 n=24, 则 5S = 5,U 5; ,结论 成 立 ;车 n=2k+1, 则 S 中 除 S US: 
中 的 人 外 ,还 有 1 人 C.(1) 车 C 与 4 没有 互通 电话 , 则 由 已 知 条 件 知 C 与 5, 中 任何 B.(i=1,2,…， 


[ 呈 ]) 互 通 了 电话 , 令 5 = S,U {C1, 于 是 $ 可 分 成 两 个 不 相交 的 集合 5, 与 8; 且 每 一 个 集合 (5, 或 
S$:) 内 任意 两 人 互通 了 电话 ,结论 成 立 .(2) 若 C 与 及 没有 通话 , 则 同 理 可 证 结论 成 立 . (3) 若 C 与 
4 ，,B, 都 互通 电话 , 则 因为 与 C 没有 通电 话 的 至 少 有 [过 ] = 上 >3 人 , 设 5 中 有 kh 人 与 C 没有 互通 


电话 ,5, 中 有 ha 人 与 C 没有 互通 电话 , 则 + hk>3, 且 hk-1, 刀 <k-1. 不 妨 设 h 宇 hh, 于 
是 避 >1, 妨 >2. 不 妨 设 C 与 5, 中 Ah(2<isk) 没 有 互通 电话 ,上 且 C 与 5 中 妃 ,B,(2<hk<jgh) 没 
有 通电 话 , 因 与 4 没有 通话 的 至 少 有 上 人 ,它们 都 在 S,U iC} 中 ,而 1SU 1Cl1=k+1, 故 4 至 少 与 
Bi 、Bs 中 一 个 没有 互通 电话 . 设 h; 与 为 没有 互通 电话 ,于 是 C、4 、 有 8 中 任何 两 人 没有 互通 电话 ,这 
与 已 知 矛盾 .命题 得 证 . 

14.n=8 时 ,如 图 从 4 ,4; ,4; ,4h4 ,4s ,hs ,41 ,hs 出 发 的 线段 数 分 别 为 
4,5,6,6,6,7,7,7, 满 足 题目 条 件 .n=9 时 ,增加 一 点 4 ,将 te 与 h;, 4， 
hs ,hs ,41 ,As 各 连 一 线段 , 则 从 41 ,A; ,hs ,43 ,44 ,As ,hs ,41 ,As 出 发 的 线 
段 数 分 别 为 4,5,6,7,7,7,8,8,8 满足 题目 条 件 . 当 n> 10 时 , 若 存在 符合 条 4， 
件 的 m 点 图 ,使 从 4 ,4,，,…,A, 出 发 的 线段 数 依次 为 4,5,6,…,n -5,n- 
4,n-3,n-2,n-2,n-2,n-1,n-1,n-1. 去 掉 4,;,4,-1,4.3 点 还 剩 
n-3 个 点 ,从 它们 出 发 的 线段 数 依次 为 1,2,3,…,n -8,n-7,n-6,n- 
5,n-5,n-5. 记 M, = {41,42,A3|, M, = | 44,As,", As-e}, My = {A,-s, 
-4 , 因 nl10, 所 以 用 并 多 . 因 县 中 每 点 出 发 的 线段 数 都 为 n 一 (第 14 题 ) 
5, 故 用 中 每 点 仅 与 一 点 没有 连 线 . 若 4, 与 Ms 中 任何 一 点 没有 连 线 , 则 Ms 中 3 点 都 与 4 连 有 线 ， 
这 与 从 4, 出 发 的 线 只 有 2 条 矛盾 . 故 4, 至 少 与 MM 中 一 点 连 有 线 ,不 妨 设 4 与 4,_， 连 有 线 ,而 从 
4 出 发 只 有 一 条 线段 , 故 4 -4 4,-* 与 4, 都 没有 连 线 , 从 而 4,_。, 4.-s 与 4 外 的 其 余 各 点 都 连 有 
线 ,而 从 hs 出 发 只 有 2 条 线段 , 故 4, 只 与 4,-，,4,.s 连 有 线 ,而 与 4 没有 连 线 , 于 是 4 -与 4 外 
的 所 有 点 连 有 线 . 特 别 地 ,4,- 与 4 连 有 线 ,于 是 4, 仅 与 4。: ,4。-4,4。5* 连 有 线 ,而 与 M, 中 任何 点 
没有 连 线 .可 见 M, 中 任何 点 与 Wi 中 任何 点 没有 连 线 , 故 从 点 4,-6 出 发 的 线段 数 至 多 为 n -4 一 
3= nm -7, 这 与 已 知 从 4, -6 出 发 的 线段 数 为 n- 6, 矛盾. 故 n>10 时 ,满足 题目 条 件 的 n 个 点 不 存在 . 

15. 不 妨 设 周 界 多 边 形 的 顶点 都 是 红色 , 取 一 条 与 周 界 多 边 形 没有 交点 的 直线 1, 使 ! 与 给 定 2n 
个 点 中 任意 两 点 的 连 线 不 平行 . 作 一 条 与 ! 垂直 的 直线 为 x 轴 , 两 直线 的 交点 作为 坐标 原点 , 记 为 
0, 然 后 将 1 朝 点 集 的 方向 (作为 * 轴 的 正 向 ) 平 行 移动 , 当 1 与 x 轴 交 点 为 x 时 ,直线 左 侧 (原点 0 所 
在 一 侧 ) 红 点 个 数 与 蓝 点 个 数 之 差 记 为 /(x). 设 2n 个 点 在 x 轴 上 投影 的 坐标 依次 为 ai < a; <… < 
an( 因 任何 两 点 连 线 不 平行 1, 故 2n 个 投影 的 坐标 两 两 不 同 ) ,于 是 1f(ai,, -f(a))1=1(i=1,2, 


次 瑟 中 卜 导 生性 玫 让 加 并 半 o | 


次 也 中 监 否 征 心 炎 主 加 冻 症 O 


-2 _ 1) .又 因 周 界 点 全 为 红 点 ,所 以 几 m) = 1>0,f( oo,) = - 1<0, 故 由 离散 介 值 原理 知 , 必 存在 
和 ,2< 届 <2n, 使 as ) =0. 在 4 轴 取 坐标 大 于 a-1 且 小 于 a 的 点 R, 过 PP 作 平行 1 的 直线 44, 则 4 
两 侧 的 红 点 个 数 与 蓝 点 个 数 都 相等 . 
16.(a) 设 n>1 且 存在 n 阶 银 逢 阵 4, 由 于 5 中 2n - 1 个 元 都 在 矩阵 4 中 出 现 , 且 4 的 主 对 角 线 
上 只 有 个 元 素 , 所 以 至 少 有 一 个 x€ $ 不 在 4 的 主 对 角 线 上 . 取 定 这 样 一 个 x, 对 每 个 i=1,2,…， 
n, 记 4 的 第 i 行 和 第 列 中 所 有 元 素 合 起 来 的 集合 为 4 , 称 为 第 i 个 十 字 , 则 x 在 每 个 4 中 恰 出 现 
一 次 .假设 * 位 于 4 的 第 i 行 第 j 列 (ji 让 , 则 x 属于 4; 和 4 ,将 4, 与 4 配对 ,这 样 4 的 个 十 字 两 
两 配对 ,从 而 a 必 为 偶数 .而 1997 为 奇数 , 故 不 存在 n= 1997 阶 银 矩阵 
1256 
上 入 2 a 3 生生 时 
(对 于 n=2.4( 3 中 是 一 个 银 算 阵 .对 于 上 =4,4= | 4 6 1 2 | 是 一 个 银 答 阵 ,一般 地 ,假设 存在 
7431 


一 个 = 阶 银 拭 阵 4, 则 可 按 下 列 方式 构造 2n 阶 根 矩阵 D:D= ( 2 ,其 中 8 是 一 个 nx n 逢 阵 , 它 是 


通过 把 4 的 每 一 个 元 素 加 上 2n 得 到 的 .而 C 是 通过 把 B 的 主 对 角 元 素 全 部 换 成 2n 而 得 到 的 .为 了 
证 明 D 为 银 矩 阵 ,考察 第 i 个 十 字 架 ,不 妨 设 i< n. 这 时 ,第 i 个 十 字 架 由 4 的 第 i 个 十 字 架 以 及 8 
的 第 i 行 ,C 的 第 i 列 元 素 构成 .4 的 第 i 个 十 字 架 包含 元 素 和 1,2,…,2n -1 ,而 8 的 第 i 行 和 C 的 第 
i 列 包含 元 素 12n,2n +1,2n+2,…,4n 1, 所 以 D 确实 是 一 个 银 答 阵 . 故 可 用 这 样 方 法 对 任意 hE 
NN, ,构造 出 2 阶 银 矩阵 . 

注 可 以 证 明 ,对 任意 偶数 ,存在 n 阶 银 矩阵 . 

17. 设 平 面 内 所 有 有 理 点 组 成 的 集合 为 1, 则 所 求 的 4、8 满足 4U B= 71,4 门 B= 多 . 按 下面 方 法 


定义 4、B( 注 意 :以 下 有 理 数 均 用 既 约 分 数 表示 ):4 = i( 旺 , 扩 )1a,b,c,dEZ 且 bd#0,1ab1> 


1odl 8B=|( 生 ,各 )le,bc,dEZ 且 邮 z0,1o1<1odl| ,显然 4 站 B= 多 , 且 4U B=17. 此 外 ,对 


任意 平行 y 轴 的 直线 4:x = 4, 若 i 天 Q, 显 然 4N4=, 车 1EQ, 记 41= 于 , 则 LN4=1(4, 子 ) 


| ledl< 1mnl} ,显然 .站 4 只 有 有 限 个 元 素 . 同 理 对 于 每 一 条 平行 轴 的 直线 4:y= +,4 门 B 也 只 
有 有 限 个 元 素 .因此 ,所 构造 的 4,8 符合 要 求 , 原 命题 得 证 . 
18. 取 ou = 3i,b,=3i+1, 记 整数 x 除 以 3n 所 得 余数 为 x(0<x<3n- 1). 我 们 证 明 :集合 4= 


atanl,B= 1o+ bl, C= 16+ 61(i=1,2,…,n) 包 含 3n 个 不 相同 的 数 .事实 上 ,a; + as = 
{3i+3(i+1)} =6i+3=0(mod3), a + b=3i+3i+1=6i+1=1(mod3), b+ bi,s =3i+1+3(i+ 
k)+1=6i+3k+2m2(mod3), 于 是 A 站 B= BN 站 C= CN4 = 多. 其 次 ,如 果 存在 p.g€EZl1<p<gs< 
n) 使 6p+ r=6g+r(mod3n), 对 某 个 rEZ 成 立 , 那 么 2(p - g)=0(modn). 因 为 奇数 ,(2,n) =1, 所 
以 p -gq=0(modn), 矛 盾 . 于 是 分 别 令 r=3、1,3k+2, 即 得 141=181=1C1=n, 于 是 命题 得 证 . 

19. 设 4, ,4: 是 n 个 集合 中 元 素 最 少 的 两 个 集合 ,4 是 除 4 , 4, 外 和 且 不 是 4, U h; 的 其 余 集 合 
中 元 素 个 数 最 少 的 一 个 集合 (因为 n>5, 故 4, 是 存在 的 ). 当 4,, 4,，,…, A 已 经 选 好 后 ,在 4, , 4;， 


…4 以 外 且 不 是 4, ,4,,…, 4 中 任何 两 个 集合 之 并 的 其 余 集合 中 选 元 素 个 数 最 少 的 一 个 作为 
4 .因为 4 ,4,,…,As 中 任意 两 个 集合 的 并 至 多 有 C2 个 不 同 的 集合 , 故 当 n> + CC = 去 4CE+ 


DD 时 ,hw 必 可 选 出 , 即 上 <M 2n + 十 一 二 时 ,hi,1 必 可 选 出 . 设 + 是 不 小 各/ 2n+ 于 -二 的 最 小 正 


整数 , 即 !-1<V 2n + 十 - 到 < 已 则 由 上 面 分 析 知道 可 选 出 :个 集合 44 ，… ,水 ,使 得 其 中 任何 


一 个 不 是 共 他 两 个 集合 的 并 集 . 故 只 要 证 明 :>[V35]=7. 事 实 上 ,由 t=\/ 2n+ 于 -二 可 得 5(t+ 
D>2n, 故 t=[Vi(t+D]>[V2n]=r. 
20. 假设 不 存在 符合 要 求 的 上 + 1 元 子 集 ,并 设 的 所 有 -1 元 于 集 为 B,B,,…, 刀 ,其 中 1= 
;所 
i 
个 数 , = 号 思 表 示 包 含 于 尺 内 的 -1 元 子 集 的 个 数 ,显然 请 = ct = 上 于 是 六 ”= 站 史 s = 
号 兴 w = 中 = 血 . 设 省 的 上 个 上 -1 元 子 集 为 为, 及，……, 轧 .于 是 当中 = = 号 起 = 


加 = 总 5 ,其 中 5 = 办， 表 示 以 A 的 4- 1 元 子 集 为 子 集 的 所 有 红 上 子 集 的 个 数 . 若 <E X \ 4， 


则 * 与 4 的 & 个 上 -1 元 子 集 中 至 多 -1 个 组 成 红 k 子 集 (否则 4.U1zx! 为 X 的 &+1 元 子 集 并 且 
它 的 所 有 k 元 子 集 是 红 k 子 集 ,矛盾 1) ,而 对 yE 4 ,y 恰 与 4 的 一 个 上 -1 元 子 集 4 \ 1y| 组 成 红 k 


子 集 (4 本 身 ), 而 x 有 -上 种 不 同 取 法 ,y 有 上 种 不 同 取 法 ,所 以 5<(n- 人 (t+ 1) + ,所 以 内 中 = 
号 $<m[(n- (t+ D) + 各 ,于 是 由 哥 西 不 等 式 得 m[(n- 6)(t- 1 + 之 由 和 > 二 ( 当 n = 


(= 42,…,45j=1,2,…m), 于 是 = 训 思 表示 包含 B 的 红 上 子 集 的 


二 (mt) 故 库 s[ 全 二 的 敌 = 电 十 和 ct， ,基质 ! 所 以 , 当 严 > [9 如 舍 一 D+] ct-! 时 ， 


必 存 在 无 的 上 + 工 元 子 集 , 它 的 所 有 元 子 集 都 是 红 k 子 集 . 
21. 令 .= 青 n( 下 +5)(n>2),m = 去 (下 -ma+2), 这 里 mm 的 取 值 是 为 了 证 明 下 列 @ 而 得 出 


的 ,而 @ 是 为 了 得 出 轿 所 需要 的 一 个 充分 条 件 ,我 们 证 明 下 列 的 结论 成 立 : 存 在 n 个 同色 的 正 整 数 a， 
<ms…<o 满足 l< 四 -oso-o<…<m-o-sm 四. 当 "=2 时 ,S =3,m =2, 结 论 
显然 成 立 .假设 对 正 整 数 n 结论 1 成立 ,并 设 o , a,,… ,a, 为 红色 .考虑 对 正 整数 n+ ! 的 情形 ,注意 


到 Si -5 = 二 (n+D[(n+12+5]- 二 na(m+5) = 二 ( 亚 +a+2=mr+m 四 ,mo mh 


去 [(n+D?- (nrD+3- 二 ( 玫 - n+2)=m 考虑 不 超过 3 的 n+1 个 数 :a + msas+ m+ 
1 +5 + m+ n= 5,,， 图 . 若 它们 都 同 ol ,os,…，,a, 的 颜色 相反 ( 设 为 蓝 色 ). 令 到 
= gs + m+ (hk 一 (k=1,2,…,n+1), 则 存在 n+1 个 同 为 蓝 色 的 正 整 数 6 ,已 ，…-, 呈 ,满足 0< b 
-b= bs- b=…= br 一 b=1< mei 结论 成 立 .否则 这 = 个 数 中 必 有 一 项 m + ms +k(0<k< 


壬 所 中 洲 导 卫 届 洋 洲 同 洲 闫 O 


次 瑟 中 监 眉 性 涤 灌 熙 渡 交 O 


nm) 为 红色 , 记 as = os + mu + 大 则 ai - os = man+ 丰 mo -anal>0, 且 art 一 
< ma + n= ma41. 即 正 整数 列 a, ,a,，,…, a,,1 满 足 题目 要 求 , 于 是 原 题 结论 得 证 . 
22. 引 理 1 车 正 整 数 集 N, 中 存在 一 个 公差 为 正 的 无 穷 同 色 的 等 差 数 列 , 则 结论 成 立 . 
事实 上 , 设 无 穷 序 列 cl < ce <… < c < … 是 一 个 N, 中 的 红色 的 等 差 数 列 , 则 取 a = cy-1 (i€ 
N, ) , 便 得 到 一 个 满足 要 求 的 无 穷 的 红色 正 整数 序列 : 


ai + o + 
2 


al < <m< Cu 


引 理 2 车 对 任意 iEN, ,存在 jEN, ,使 地 -为 整数 , 且 1 夺 - 同色 , 则 结论 成 立 . 


事实 上 , 取 a =1, 并 设 a 为 红色 .由 于 存在 hEN, ,使 得 生 半 为 整数 , 且 ni ,包子 ,同色 ， 


因此 可 取 mw = ,再 由 存在 1EN, 使 得 为 整数 ,上 os, 名 于 ,1 同色 ,因此 可 取 os = 上 如 此 下 


去 , 便 得 一 个 满足 要 求 的 无 穷 的 红色 正 整数 序列 ; 


at+ az +a 
Tm < 


a< 


引 理 3 若 EN, 中 不 存在 无 穷 项 公差 为 正 的 同色 等 差 数列 , 且 存在 i EN, 使 得 对 任意 JEN, ， 


io+j 


ip 必 不 全 同色 ( 即 引 理 1.2 的 条 件 不 成 立 ), 则 存在 一 个 同色 的 奇数 无 穷 正 整数 序列 满足 要 求 . 


事实 上 ,不 妨 设 ia = 1, 否 则 考虑 1iio1i= 1,2,…} ,而 不 改变 问题 的 性 质 , 设 1 为 红色 , 则 对 任意 
jEN, ,j>2, 都 有 j,2j - 1 不 同 为 红色 . 0 
由 于 不 存在 无 穷 项 公差 为 正 的 同色 等 差 数 列 , 所 以 N, 中 存在 无 穷 多 个 蓝 色 的 奇数 . 任 取 其 中 一 
个 记 为 m -下 面 证 明 存在 以 a, 为 首 项 的 无 穷 奇数 数列 w < as < … < as <…, 使 得 无 穷 序列 a, < 


时 时 < o < 2 村 二 < mo <… 都 为 蓝 色 . 


对 用 归纳 法 .n= 1 时 ,ol 的 存在 性 已 证 .假设 满足 要 求 的 蓝 色 的 奇数 列 o < a, <… < om 存 
在 ,下 面 我 们 证 明 满足 要 求 的 ,+ 一定 存 在 . 
(1) 先 考虑 对 任意 iEN, ,oa + i, a, +2i 不 同色 的 情况 ,假设 此 时 没有 满足 要 求 的 a,,, , 即 不 存 


在 os > a 使 得 @, ,汪汪 和 = 于，a,,1 同 为 蓝 色 . @ 


由 于 不 存在 无 穷 项 同色 的 等 差 数列 ,所 以 EN, 中 红 、 蓝 两 色 的 数 均 有 无 穷 多 个 , 故 存在 某 个 
使 w + i 为 红色 ,这 时 a, +2i 为 蓝 色 . 记 a, =2k+1, 则 有 2k+1 为 蓝 色 ,2k+ i+1 为 红色 ,2k+2i+ 
1 为 蓝 色 ,由 @ 知 2024+ i+ 1) -1=4+2i+1 为 蓝 色 ,再 由 四 知 (2E+ D+ Gk+2i+ D340i+1 
为 红色 ,再 由 @ 知 2(3k+i+1) -1=6k+2i+1 为 蓝 色 ,如 此 递 推 下 去 , 便 得 一 个 蓝 色 的 无 序 等 差 数 
列 |2nk +2i+11?.o, 耶 盾 ! 这 说 明 满 足 要 求 的 a,,, 一 定 存在 . 

(2) 再 考虑 存在 iE N, 使 得 a, + i,a, + 2i 同色 的 情况 , 设 a, =2k+1. 

(a) 车 a, + i,a, +2i 同 为 蓝 色 , 取 a,,, = a, +2i 即 可 . 


(b) 若 mw + ia +2i 同 为 红色 ,由 人 知 2(2k+i+1) -1=4k+2i+1 及 2(24+2i+1) -1=4+ 
全 + 1 均 为 蓝 色 .因此 若 (C24+ (+4 3 + 21+ 1 为 蓝 色 , 取 wo: =4k+ 生 +1 即 可 ;车 


34+ 2i+ 1 为 红色 ,得 由 Q) 知 2(34+2i+ 1) -1=6h+4i+1 为 红色 ,这 时 (2&+ + (6k+45+ DD) = 


4k+2i+1 为 蓝 色 , 取 oo =6k+4i+1 即 可 ,至 此 引 理 3 得 证 . 
综 上 三 个 引 理 便 知 结论 成 立 . 


模拟 实战 四 
习题 A 

1. 因 1,3,6,8 中 任意 两 个 的 差 的 绝对 值 为 素数 ,由 题 意 知 FI) ,f(3),f(6),/(8) 为 4 中 两 两 不 
等 的 元 素 , 从 而 141>4. 另 一 方面 , 若 令 4= 10,1,2,3}, 若 xEN, ,x=4k+7, 则 f(x)=7r, 其 中 k€E 
N,r=0,1,2,3. 对 任意 x,yEN, , 若 1x - y1 为 素数 ,假设 f(x) =f(y), 于 是 4| 1x - y1, 这 与 jz -yl 
为 素数 矛盾 . 故 f:N, 4 满足 题 设 条 件 且 141=4, 故 4 中 最 少 有 4 个 元 素 . 

2. 设 比赛 了 $ 场 后 ,任何 3 队 中 都 有 2 队 互相 比赛 过 ,其 中 4, 队 比 赛 的 场次 最 少 , 它 只 比赛 了 
4 场 ,与 4 比赛 过 的 球 队 为 4 ,43,… ,hi,1 ,其 余 19- 丰 个 队 为 B Be- 于 是 4 ,4 ,4 都 
至 少 比 赛 了 上 场 .对 任意 B.,B(1<i,j<19-k), 在 4,,B,,B 中 ,4 与 B; 和 B; 没 比赛 过 , 故 只 有 
有 与 B 互相 比赛 , 即 B,, B;,…, Bo 中 每 一 个 队 都 与 其 余 18 -个 队 比 赛 过 一 场 , 故 各 队 比 赛场 
数 的 总 和 最 少 为 (k+ 1)k+ (19 一 六 )(18 一 站) =2(k 一 90)* + 180, 而 上 述 计 数 中 ,每 场 球 计算 了 两 次 ， 
故 5 宇 (k 一 90)” +90>90. 另 一 方面 ,20 个 队 平均 分 成 两 组 , 同 组 中 任意 2 队 互相 比赛 一 场 ,一 共 比 赛 
了 2C% =90 场 ,对 其 中 任何 3 个 队 , 必 有 2 队 属 于 同一 组 ,他 们 互相 比赛 过 一 场 , 故 最 少 要 比赛 90 
场 . 

3. 取 下 列 +1 个 整数 0,1,2,…,k, 它 们 中 任意 两 个 数 之 和 在 1 与 2k -1 之 间 , 任 意 两 个 数 之 差 
的 绝对 值 在 1 与 -1 之 间 , 都 不 能 被 2k 整除 , 故 所 求 最 小 正 整数 > 5 + 2. 另 一 方面 ,将 模 2k 的 余数 
分 为 k+1 组 :101 ,11,2k 一 11,12,2k 一 2} ,… ,| 一 1,k+1| ,1kj ,对 任意 k+2 个 整数 ,它们 被 2k 除 
的 余数 中 至 少 有 2 个 属于 同一 组 ,而 同 组 两 余数 (可 以 相同 ) 的 和 为 2k 或 差 为 0, 故 任意 上 + 2 个 整数 
必 有 两 个 数 的 和 或 差 被 2 整除 . 综 上 可 知 ,所 求 n 的 最 小 值 为 上 + 2， 

4. 将 3 划分 为 两 两 不 相交 的 子 集 的 并 : FoU FLU…U Fi ,其 中 F 是 5 中 除 以 117 余数 为 i 的 
元 素 的 集合 (i=0,1,…,116) ,用 1F, 1 表示 F, 中 元 素 个 数 , 则 1 Fo1=17,1F1=1Fl=*…=1Fsl= 
18,1F1=1Fwo1=…=1Fiws1=17, Fo 中 至 多 选 一 个 数 人 4 中 ,而 Fi 与 Fiw-4 只 有 一 个 集合 的 全 部 


元 素 全 部 选 入 4 中 ,为 了 使 4 中 元 素 尽 量 多 , 故 4, , 4: ,…,4s 的 元 素 应 全 部 选 人 4 中 ,因此 这 个 4 
中 元 素 最 多 有 1+ 1Fi1+…+1Fs1=1+18x8+17x50=995 个 ,上 且 4A=11171U FU…U Fs, 显 然 
满足 条 件 . 故 所 求 的 最 大 值 为 995. 

5. 因为 任何 整数 被 20 除 的 余数 只 能 为 0,1,2,…,19 这 20 个 数 ,对 含 10,1,2,…,191 中 上 个 整数 


的 集合 , 共 可 形成 Ci = 专 k( 一 1) 个 不 同 的 整数 对 .车 二 hk - 1) > 20, 即 上 > 7, 则 存在 两 个 不 同 的 


离 五 吵 此 否 王 性 注油 同 共 交 0O 


话 百 中 小 慎 卫 上 帐 潍 测 同 潜 交 0 


数 对 (a,5) 和 (c,d), 使 a+ b=c+d(mod20), 即 a+b-c-d 被 20 整 除 ,并 且 a,b,c,d 互 不 相同 
(事实 上 ,已 有 az#b,cz#d, 车 a=c, 则 b=d(mod20). 又 b,d€ 10,1,3,…,191, 所 以 b= d 这 与 (a， 
0) 与 (c, d) 是 不 同 的 两 对 矛盾 ) . 

一 般 考虑 由 9 个 整数 组 成 的 集合 , 若 这 9 个 数 中 至 少 有 7 个 数 对 模 20 的 余数 互 不 相同 ,那么 由 
前 面 分 析 知 必 存在 4 个 数 a,5b,c,d 使 a+b-c-d 被 20 整 除 .车 这 9 个 数 对 模 20 的 余数 至 多 有 6 
个 不 同 , 则 其 中 一 定 存在 4 个 数 o,b,c,d 使 o=0=c= d(mod20) ,或 ao= ce,b= d(mod20)( 否 则 至 多 
只 有 ]1+1+1+1+1+3=8 个 数 ), 从 而 a+6b-c -4d 被 20 整除 .其 次 下 列 8 个 数 的 集合 4 = 10,20， 
40,1,2,4,7,12| 不 满足 题目 条 件 . 事 实 上 ,这 8 个 数 除 以 20 的 余数 分 别 为 0,0,0,1,2,4,7,12, 这 些 数 
具有 性 质 :每 个 数 比 较 小 的 两 个 数 之 和 要 大 ,而 任意 两 数 之 和 比 20 小. 设 a,5,c,d 是 4 中 不 同 的 4 
个 数 ,并 将 20,40 看 成 0, 设 a 是 4 个 数 中 最 大 的 , 则 0<a-c-d<a+b-c-dsa+b<20, 于 是 
a+8-c-d 不 被 20 整 除 , 故 所 求 n 的 最 小 值 为 9. 

6. 显然 “ 龙 "有 如 下 性 质 : 若 存 在 长 度 为 的 " 龙 ", 则 存在 长 度 为 任意 大 于 的 数 的 “ 龙 ”. 首 先 证 
明 存 在 长 度 为 39 的 “ 龙 ”, 因 为 对 任意 39 个 连续 正 整数 ,在 这 39 个 数 中 位 于 其 前 面 连续 的 20 个 正 整 
数 内 必 有 2 个 数 的 末 位 数字 是 0, 并 且 至 少 有 一 个 在 末 位 0 的 前 面 不 是 9. 我 们 设 这 个 正 整数 为 N, 并 
记 W 的 各 位 数字 和 为 an, 考虑 N,N+1,N+2,…,N+7,N+8,N+9,N+19, 则 所 列 11 个 数 都 是 这 连 
续 39 个 正 整数 中 的 数 ,它们 的 各 位 数字 之 和 分 别 为 mn,mn+1,…,mn+9,n+10, 这 11 个 连续 正 整 数 中 
必 有 一 个 是 11 的 倍数 , 故 存在 长 度 为 39 的 “ 龙 ”. 其 次 考虑 下 列 从 99981 到 1000018 的 38 个 连续 正 整 
数 ,它们 的 各 位 数字 之 和 依次 为 45,46,47,48,49,50,51,52,53;45,46,47,48,49,50,51,52,53,54;1,2， 
3,4,…,10;2,3,4,…,10. 其 中 没有 一 个 是 11 的 倍数 , 故 不 存在 长 度 为 38 的 “ 龙 ", 并 且 由 最 开始 的 说 
明 也 不 存在 长 度 小 于 38 的 “ 龙 ”. 故 最 短 “ 龙 ”的 长 度 是 39. 

7. 作 nx + 数 表 ,其 中 第 行 第 7 列 处 的 数 为 my = 二 
到 是 覆盖 的 知 每 行 中 的 数 至 少 有 一 个 等 于 1, 再 由 FF 是 可 区 分 的 知 表 中 没有 2 行 中 的 数 完全 相同 ，| 
因 每 行 中 各 数 只 能 为 0 或 1, 且 至 少 有 一 个 为 1, 故 至 多 有 2 - 1 个 两 两 不 同 的 行 .因此 得 2 - 1>n， 
2 > nt> log mn, 所 以 t>[log nm]+1, 另 一 方面 ,对 任意 正 整 数 n, 存 在 唯一 正 整数 :满足 2 > n> 
2 , 即 := [log mn] + 1, 因 为 <2: -1, 故 可 作出 nx 上 数 表 , 使 得 每 行 中 的 数 由 0 和 !1 组 成 ,其 中 至 
少 有 一 个 为 1, 并且 任何 两 行 不 全 相同 . 设 表 中 第 i 行 第 j 列 处 的 数 为 鸭 ,并 令 4 由 表 中 第 j 列 中 使 
zy =1 的 那些 i 组 成 (j=1,2,…,t), 这 时 下 = |41 ,4,,…, 4} 既是 可 区 分 的 又 是 覆盖 的 . 综 上 可 知 ,所 
求 :的 最 小 值 f(n) = [log nm] + 1. 

8. 因 分 法 个 数 有 限 , 故 使 乘积 最 大 的 分 法 必 存 在 . 设 将 2004 分 为 不 相等 的 正 整数 a, ,az ,…, a 
(a < @<…<m) 之 和 时 ,其 乘积 为 最 大 ,用 $= | ai, a,,…, a | 表示 分 法 ,如 5 表示 $ 中 各 数 的 和 ， 
Hs 表示 S 中 各 数 之 积 ,$ 中 最 小 数 为 al ,最 大 数 为 mw, 则 5 具有 下 列 性 质 :(1) 将 5 中 的 数 从 小 到 大 
排列 时 ,区 间 [ a ,os ] 内 的 正 整数 至 多 有 一 个 不 属于 S. 事 实 上 , 若 ec, 买 SCa<) 但 -1ES,5+1 


ES 人 SS=(S\ el br) Ui = D5, 而 =e DtD -be)-! 
< 1s< ITs 这 与 1[S 最 大 矛盾 ;(2)al 1. 因 为 车 a=1, 则 令 S = (S\ il,aei)Uiau + 让 ,于 是 


(i=1,2,,n3j=1,2,…,4). 由 


5 = 了 5, 但 几 和 = -21 <1, 逢 盾 ;(3)a =2 或 3,(1) 若 m =4 且 5ES, 则 令 8=(S\15D)Ui2， 


ar +1 
3|, 则 2S = 35, 而 出 史 = 了 33<1, 蔬 盾 ;Ci) 若 m =4,1eS(5<j<k-1) 且 ES(k>6), 则 令 


CIS\ 4 HUi2,3,- 14, 则 加 9 = 加 5, 而 人 = 7 = 站 一) < 1 并 盾 ; 


(i) 著 >5, 令 S =(S\ ah)Ul2,0, -2, 则 了 8 = 了 5, 而 | 和 = ia- 厅 = 区 < 
矛盾 .由 上 述 (1),(2),(3) 知 车 a =3, 则 由 3+4+…+n-k=2004 得 n(n+1)=4014+2k, 于 是 n= 


63,k=9, 即 S= |3,4,8,10,11,…,631, 若 令 S =(S\ 111)U12,91, 则 忆 S’ = 2 5, 而 人 -za < 


1, 著 盾 . 故 只 可 能 a = 2, 这 时 ,8 = 12,3,… ,10,12,13,…,63 使 乘积 1TS = 量 为 最 大 


起 > 击 (is 02 ma- 1, 于 是 


9. 设 4= ao，sai(a <w<…<a), 依 题 意 得 十 - 


a = 2 < 
ts 1 ek 站 4 二 > 人 ,而 mh, 所 以 二 > 号 和 4n<h+ 各 ,所 


以 m<minlt+ 香 |=2A/ "更 =10. 另 一 方面 , 易 验证 9 个 数 的 集合 4= 11,2,3,4,5,7,10,16,451 满 


足 题目 条 件 , 故 4 中 最 多 有 9 个 数 . 
10. 因为 不 重复 的 "2 人 对 "有 Cb = 6 对 ,而 每 次 聚餐 只 产生 了 3G = 18 个 “2 人 对 ", 故 至 少 要 


[ 贺 ] +1=4 周 . 若 怡 为 4 周 ,由 于 第 一 周 每 桌 4 个 人 ,在 后 面 的 每 周 中 必 有 两 人 坐 在 同一 桌 上 ( 因 每 


周 只 有 3 桌 , 而 4 人 可 形成 C4 =6 个 “2 人 对 ") ,所 以 4 周 不 重复 的 “2 人 对 "至 多 只 有 4x 18-3x3= | 


63, 与 要 求 产 生 66 对 不 重复 的 “2 人 对 "矛盾 ,所 以 至 少 要 进行 5 周 .下 面 给 出 5 周 可 行 的 例子 (用 1， 
2,…,12 表示 人 ) :第 1 周 (1,2,3,4),(5,6,7,8),(9,10,11,12); 第 2 周 (1,2,5,6),(3,4,9,10),(7,8， 
11,12); 第 3 周 (1,2,7,8),(3,4,11,12),(5,6,9,10); 第 4 周 (1,2,9,10),(3,4,7,8),(5,6,11,12); 第 5 
周 (1,2,11,12),(3,4,5,6),(7,8,9,10) . 

11.(1) 首 先 $ 的 值 只 有 有 限 个 ,其 中 必 有 最 大 值 和 最 小 值 . 若 x + x + x3 + z+ xs =2006, 且 使 
5= ,名 .s* 扩 取 到 最 大 值 , 则 必 有 1% -%1<1(1<i,j<5) 中 .事实 上 ,假设 OD 不成立, 不妨 设 和 
-为 2; 令 = 姑 +laa 3,4,5), 有 1 2 二 二 1 
一 1> wix4. 将 5S 改写 威 S=xixz+ (zl + Xa)(x3 + x4+ xs)+ xyrs+ rs + rxs, 同 时 有 5S’ = 
(++) + x +X3Xs + x4%s, 于 是 有 S' -8S=x'1x'2 xix2 >0, 这 与 5 取 
最 大 值 矛 盾 . 所 以 必 有 1x -%1<1(1<i,j<5). 因 此 当 x, = 402,x, = x = x4s = xs =401 时 5 取 到 最 
大 值 .(2) 当 和 + 知 + 为 +x+35 =206, 且 1xi -~%1<2 时 只 有 ( 工 )402,402;402,400,400,( 了 )402， 
402,401,401,400,( 亚 )402,401,401,401,401 三 种 情形 满足 要 求 .后 面 两 种 情形 可 在 第 人 I ) 种 情形 下 


分 别 作 一 次 和 二 次 如 下 调整 *; = x; -1,x') = +1 而 得 到 ,由 (1) 小 题 结论 知 每 调整 一 次 ,和 式 5 的 | 


值 变 大 ,所 以 当 zx, = x, = x; = 402,xs = xs =400 时 ,5 取 到 最 小 值 . 


离 五 中 监 荡 开 性 注油 局 六 交 oO 


座 互 路 监 耻 手心 炎 油 同 站 症 O 


12. 所 求 最 少 人 数 为 200 人 .一 方面 将 200 人 编号 为 1 至 200, 其 中 号 码 为 1~ 50 的 解 出 1,2,3 题 ， 
号 码 为 51~ 100 的 解 出 1,4,6 题 ,号 码 为 101 ~ 150 的 解 出 2,4,5 题 ,号 码 为 151 ~ 200 的 解 出 3,5,6 
题 ,于 是 ,每 个 问题 都 恰 有 100 人 解 出 ,并 且 每 两 个 人 都 恰 有 一 道 都 没有 解 出 的 题 . 另 一 方面 ,如 某 和 人 
数 n 少 于 200, 那 么 由 3n < 600=6x 100, 知 必 有 一 人 4, 他 至 少 解 出 4 道 题 .不 妨 设 4 解 出 1,2,3,4 
题 .如 果 4 还 解 出 了 第 5 题 ,那么 解 出 第 6 题 的 人 与 4 没有 两 人 都 没有 解 出 的 题 ,矛盾 .所 以 4 恰 解 
出 12,3,4 题 .由 于 mn< 200, 剩 下 的 人 中 必 有 一 人 8B, 他 解 出 了 5,6 题 (因为 后 面 2 题 共有 200 人 次 解 
出 ), 这 时 对 4,B 两 人 而 言 ,没有 他 们 都 没有 解 出 的 问题 ,矛盾 . 故 必须 n 沁 200. 综 上 所 述 , 知 最 少 有 
200 人 参加 了 考试 . 

13. 我 们 用 归纳 法 证 明 : 如 果 (2n +1) x (2n+ 1) 数 表 具 2n-1 2 
有 题 设 的 性 质 , 那 么 数 表 中 各 数 之 和 Su <2n+1. 当 n=0 | 
时 ,显然 有 S1 <1. 设 5,,-1<2n -1, 对 (2n+1) x (2n+1) 数 
表 , 如 图 1, 由 归纳 假设 知 左 上 角 (2n - 1) x (2n - 1) 内 各 数 2a-1 | 
之 和 $52,.， <2n -1, 并 将 剩 下 的 部 分 分 成 (n 一 1) +(n-1)= | 
2(n - D) 个 2x 2 的 数 表 (每 个 2x 2 数 表 内 各 数 之 和 为 0) 及 


一 个 缺 左 上 角 的 3 x 3 的 数 表 , 如 图 2. 得 S。， - 52,-1 = 


at+bt+ctdtet+f+g+h=(a+btetd)+(ctd+f+ 


5) - d+hs2. 所 以 Si < 81 +2<(2n-1)+2=2n+1, 2n-2 3 
另 一 方面 , 若 在 表 中 奇数 行 的 每 个 小 方 格 内 填 1, 侦 数 行 的 每 tien 
个 小 方 格 内 填 - 1, 则 Si =2n+1. 故 maxS ,=2n+1 特 四 四 
别 地 ,maxSam = 2009. [clalel 
习题 B Le 
14. 当 nm<5 时 ,显然 上 = C0. 下 设 n>6,M= jc,o， (第 13 题 图 2) 


as 显然,M 的 全 部 C\, ,个 含 a 的 三 元 子 集 满足 题 设 条 件 ,所 以 上 > 0 . 另 一 方面 , 设 所 求 最 
大 正 整数 为 ,车 4 , 4，,…,4, 为 满足 条 件 的 三 元 子 集 , 考 虑 a1 ,oz ,…，,a, 的 圆 排列 , 则 所 有 圆 排列 
有 (n 一 1)! 个 , 设 它们 为 wy(j=1,2,…,(n -1)1). 若 子 集 4 中 三 个 元 素 在 圆 排列 wy 中 相 邻 时 , 则 称 
4; 属于 五 ,并 将 (4 , 古 ) 配 成 一 对 .这 样 对 子 的 总 个 数 记 为 5, 因 为 每 个 子 集 4 属于 3! (n -3)! 个 贺 排 
列 ,又 i=1,2,…,t, 所 以 $=4*3! (n 一 3)1. 其 次 ,对 每 一 个 圆 排列 十 , 当 三 元 子 集 4 属于 x 时 ,至 多 还 
有 两 个 三 元 子 集 属于 二 (事实 上 设 在 mn 上 4, = | ou ,os ,a |, 车 三 元 子 集 4 和 4, 也 属于 zw 时 ,因此 
本, 和 ,4 两 两 有 公共 元 , 故 只 可 能 4 人 4 = 1 ,oa | 且 汪 站 4 =16 ,an | 或 者 站 4 = | as ,a 上 1， 
且 4 站 4 = au ,ao 上 否则 4 站 4, = 多 ). 这 表明 ,对 每 一 ,至 多 有 3 个 三 元 子 集 属于 , 即 含 二 
的 对 子 至 多 有 3 对 .又 j=1,2,…,(n 一 1)1, 所 以 5<3*(n-1)1, 于 是 得 到 413! (n-3)! <3"(n- 
1D1 故 有 4 于 名 二 区 = 他 世 人 二 2 = C-， 综 上 可 知 ,所 求 最 大 的 正 整 数 4= Ci(n<5 时 ) 或 
k= C1(n>6 时 ). 

15. 设 析 是 $ 的 任意 “元 子 集 , 依 题 意 可 将 W 中 任意 两 数 a 与 8(a 天 b) 之 积 写 为 中 = ka *tw ,这 


里 为 正 整数 ,t=2%43%25%37% (ai 等 于 0 或 1,1< is5) ,我 们 就 令 ob 与 i 对 应 .因为 不 同 的 tw 只 
有 2 = 16 个 ,又 MM 中 元 素 可 形成 C 个 不 同 的 元 素 对 , 故 当 C? > 17 时 ,M 中 必 存 在 两 对 不 同 的 数 
(a,5),(c,d) ,它们 对 应 的 tw 与 tw 相等 ,于 是 abed = 刀 tw* htw = (kkwtos)* 是 完全 平方 数 . 若 a， 
b,c,d 互 不 相等 , 则 W 中 存在 4 个 不 同 的 数 ,它们 之 积 为 完全 平方 数 .否则 a,b 中 恰 有 一 数 与 c,d 
中 一 数 相等 而 另 一 数 不 等 .不 妨 设 a= c,b# d, 于 是 由 abed = a? bd 为 完全 平方 数 知 bd 为 完全 平方 
数 .考虑 集合 WM \ 16,d} , 同 理 可 知 当 己 -;>17, 即 n>9 时 ,或 者 M\ 1b,d} 中 有 4 个 不 同 的 数 m ， 
bc sd, 它们 之 积 为 完全 平方 数 ,或 者 有 2 个 不 同 的 数 b, ,d ,它们 之 积 bi di 为 完全 平方 数 .在 后 
一 种 情形 下 , 仍 有 M 中 4 个 不 同 的 数 b,d, bj ,di 之 积 为 完全 平方 数 .可 见 , 当 n>9 时 ,5 的 任何 n 
元 子 集中 必 有 4 个 不 同 的 数 , 它 们 之 积 为 完全 平方 数 . 另 一 方面 ,5 的 下 列 8 元 子 集 {11,2,3,5,7,2x 
3x5x7,2 x3x5x7,2x3 x5x7j 中 任何 4 个 不 同 的 数 之 积 不 是 完全 平方 数 . 综 上 可 知 ,所 求 最 小 
正 整数 为 9. 

16. 设 n> 14, 将 每 一 个 题目 p 对 应 于 一 个 4 元 集合 14,B,C,Dil, 其 中 4,B,C,D 分 别 表示 解 出 
此 题目 的 参赛 者 .由 已 知 条 件 知 对 任意 问题 p, 其 余 13 个 问题 对 应 的 4 元 集合 与 p 对 应 的 4 元 集合 


都 有 一 个 公共 元 ,由 抽 层 原理 知 至 少 有 [3 元 1] + 1= 4 个 题目 pi ,ps,ps,p4, 它 们 对 应 的 4 元 集合 与 


p 对 应 的 4 元 集合 有 一 个 相同 的 公共 元 .不 妨 设 p,pi ,PP ,ps 的 公共 元 为 4, 设 p' 是 不 同 于 pp ， 
pza'Ps,ps 的 任意 一 个 题目 ,于 是 po ,pi ,PP ,Ps 每 一 个 对 应 的 4 元 集合 与 p’ 对 应 的 4 元 集合 有 公 
共 元 ,由 抽 居 原理 知 ,其 中 必 有 两 个 题目 p; ,pj(0< i<j<4) 对 应 的 4 元 集合 与 p' 对 应 的 4 元 集合 有 
相同 的 公共 元 4 .车 4 尖 涉 , 则 产 与 p; 有 两 人 4 与 4 同时 解 出 ,这 与 已 知 条 件 (3) 矛 盾 , 故 4= 4 ,由 
灵 的 任意 性 , 即 知 每 个 题目 对 应 的 4 元 集合 都 有 相同 的 公共 元 4, 即 4 解 出 了 所 有 题目 , 即 n>14 时 ， 
总 存在 一 个 人 解 出 了 所 有 题目 .下 表 是 无 人 解 出 所 有 13 个 题目 的 例子 .将 竞赛 题 编号 为 ,aa ,…， 
aa ,参赛 人 的 编号 为 1,2,3,…, 表 中 除 1 号 至 13 号 参赛 者 外 ,其 余 参 赛 者 没有 解 出 任何 题目 ( 表 中 没 
有 出 现 他 们 的 编号 ) .第 1 行 表示 参赛 题 的 编号 ,第 j 列 (1<j< 13) 表 示 解 出 题目 a 的 参赛 者 的 编号 
(不 分 次 序 ) . 


竞赛 题 编 号 aim | | os 


po a a es 
1|1|illlzl2|3|313|4|14|14 
解 出 竞赛 古 的 | 2 | 5 | s|n|js|6|7|5|16|7|5|6|7 
参赛 者 的 编号 |3|6|9|2jslj9|ioleliolslols|l9| 
4|7|iolelnlzz 3)s uzlzlsiun 


对 于 4<n<12, 可 将 上 表 去 掉 若 干 列 , 得 到 类 似 的 例子 , 故 所 求 n 的 最 小 值 为 14. 

17. 取 集合 4 = {1,9,17,25,33,41,49,8,16,24,32,40,48,56| ,4 中 共 14 个 数 ,其 中 7 个 数 除 以 8 
余 1, 另 7 个 数 被 8 整除 .从 4 中 任 取 8 个 数 ,假设 其 中 被 8 除 余 1 的 有 :个 (1<:<7), 其 余 8- i 个 
是 8 的 倍数 ,那么 这 8 个 数 除 以 8 的 余数 为 :(1<t<7). 可 见 4 中 任意 8 个 数 之 和 不 被 8 整除 , 故 所 
求 最 小 正 整数 "> 15. 其 次 , 任 取 n>15 个 正 整数 ,将 其 中 奇数 两 两 配对 ,偶数 两 两 配对 至 少 形成 7 对 
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数 (n 为 奇数 时 余下 1 个 数 ,n 为 偶数 时 没有 剩余 数 ) ,每 对 数 的 和 为 偶数 , 故 每 对 数 之 和 除 以 8 的 余 
数 只 可 能 为 0,2,4,6 这 4 类 .(1) 若 7 对 数 只 属于 2 类 , 则 其 中 必 有 4 对 数 属于 同一 类 ,同类 4 对 数 中 
8 个 数 之 和 被 8 整除 .(2) 若 7 对 数 属 于 4 个 不 同 的 类 ,每 类 至 少 1 对 数 , 则 必 有 一 类 至 少 有 2 对 数 , 于 
是 由 0+0+2+6=8,0+2+2+4=8,2+4+4+6=16,0+4+6+6=16, 知 其 中 必 有 4 对 数 中 的 8 个 
数 之 和 被 8 整除 .(3) 若 7 对 数 属 于 3 类 ,每 类 至 少 ! 对 数 , 又 分 三 种 情形 :(a) 有 一 类 中 至 少 有 4 对 
数 , 则 这 4 对 数 中 的 8 个 数 之 和 被 8 整除.(b) 某 两 类 中 各 有 3 对 数 , 另 一 类 中 有 一 对 数 .( i ) 若 不 出 
现 余 数 为 0 的 类 时 , 则 由 2+2+6+6=16 或 2+4+4+6=16 知 必 有 4 对 中 的 8 个 数 之 和 被 8 整除. 
(ii ) 若 不 出 现 余数 为 2 的 类 时 , 则 由 0+4+6+6=16 或 0+0+4+4=8 知 必 有 4 对 数 中 的 8 个 数 之 
和 被 8 整除 . (ii ) 若 不 出 现 余数 为 4 的 类 时 , 则 由 2+2+6+6=16 或 0+0+2+6=8 知 必 有 4 对 数 中 
8 个 数 之 和 被 8 整除 .( ly ) 若 不 含 余数 为 6 的 类 时 , 则 由 0+2+2+4=8 或 0+0+4+4=8 知 必 有 4 
对 数 中 8 个 数 之 和 被 8 整除 .(e) 每 类 中 至 少 都 有 2 对 数 , 则 由 2+2+6+6=16 或 0+0+4+4=8 知 
必 有 4 对 数 中 8 个 数 之 和 为 8 的 倍数 .可 见 , 当 n>15 时 ,n 个 正 整数 中 必 有 8 个 数 的 和 是 8 的 倍数 . 
综 上 可 知 , 所 求 最 小 正 整数 n= 15. 

18. 用 4 ,4,，,…, hu 表示 14 人 ,并 设 4 胜 了 a; 局 (i= 1,2,…，,14). 若 某 3 人 不 形成 “三 角 联 "， 


则 一 定 是 其 中 1 人 胜 了 另外 两 人 ,所 以 不 构成 "三 角 联 "的 3 人 组 "的 数目 为 总 C2 (约定 G3 = Ci = 
0) ,于 是 "三 角 联 "的 总 数 为 S$= Ci - 总 C3 .用 调整 法 易 证 当 怠 C2 取 最 小 值 时 必 有 1a - w1<1(1< 
icj<14) .又 吕 m= CR =91, 由 此 可 知 m ,aasaue 中 有 7 个 6 和 7 个 7, 故 车 c 的 最 小 值 为 7x 


人 G+7x GG=252, 所 以 5= Ch -总 C3 的 最 大 值 为 Ci -252 = 112. 另 一 方面 , 当 1<i<14 时 , 令 生 胜 


hwishis2,… ,hin6 这 6 个 队 而 败 于 4 his ，…,hisn (约定 丸 ,w = 所) 这 7 个 队 , 当 8<i<14 时 , 令 
生 胜 m4,hiw2 4 这 7 个 队 而 败 于 his8，4i,6，…， hira( 约 定 ,wu = 二) 这 6 个 队 , 则 这 种 安排 


可 使 总 C=252 成 立 . 综 上 可 知 ,所 求 “三 角 联 "数目 的 最 大 值 为 112. 
19. 设 o。 的 十 进 制 表示 的 数 中 有 位 数字 ,我 们 可 将 每 一 项 的 十 进 制 表示 的 数 的 前 面 适当 地 汪 


加 数字 0, 使 得 每 一 项 都 是 n 位 数字 ,并 且 可 设 每 一 项 的 首位 数字 互 不 全 等 (车 相等 , 则 都 去 掉 首位 
数字 ,不 影响 我 们 的 证 明 , 不 妨 设 a ,ao ，…，,au 的 首位 数字 为 m ,ao ,1， au ,2,…, ow 的 首位 数字 为 


《= mm) 的 首位 数字 为 (0= no<n<m<<m=m,0sn <r < 
-1 | 


<nn<8) ,并 设 公差 为 d, 于 是 o < x 10"-1 + Eu 10+ 晤 (lo 1D), an x 
10 >(n+Dxl0- ,所 以 d= oo- ay>l0- 癌 (IO -D= 二 Go-D+1 又 < 
Ce 人 


和 10 + 章 00 -D, 所 以 mw， -msis 晤 (10 一) 于 是 -=< 


1 
8 /110-1 
9 (10 -1) 


了 一 一 一 一 ]+1=8. 又 首位 数字 至 多 只 能 取 0,1,2,…,8 这 9 个 数字 , 故 k<9, 所 以 m= n= 
可 (1l0 -D+l 


360 


(由 -miD)+(mw -ma)+…+(m-m)<8+8+…+8=8<72. 另 一 方面 , 首 项 为 1, 公差 为 125 


的 等 差 数列 前 8 项 为 0001,0126,0251,0376,0501,0626,0751,0876, 以 后 每 连续 8 项 都 是 首位 数字 增加 
1, 其 他 三 位 数字 不 变 ,这 样 一 共 可 得 72 项 由 正 整 数组 成 的 公差 为 正 的 等 差 数列 , 且 每 项 的 各 位 数字 
中 不 出 现 9, 故 所 求 m 的 最 大 值 为 72. 

20. 设 最 受 欢迎 的 书 有 kk 人 购买 , 且 设 4 买 了 a,b,c 三 种 书 ,其 他 9 人 中 每 人 买 的 书 至 少 一 种 


与 a,5,e 相同 , 故 至 少 [931] + 1= 3 人 ( 记 为 ,4; ,4 ) 也 同时 买 了 ab,e 中 同一 种 书 , 即 4 ,hs， 
,4 买 了 同一 种 书 , 故 =4. 著 =4, 即 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 只 有 4 人 购买 ,因为 3 人 一 共 买 了 
30 本 书 , 且 430, 故 不 能 每 种 书 都 是 4 人 购买 .不 妨 设 a 只 有 3 人 购买 ,b,c 至 多 有 4 人 购买 ,于 是 除 
4 外 至 多 还 有 2 人 买 了 书 e, 买 书 b 和 。 的 均 不 超过 3 人 , 故 总 人 数 <1+ 2+ 3+ 3= 9, 禾 盾 . 所 以 
4>5. 下 面 给 出 一 种 上 = 5 时 的 购书 法 : 


人 T 
书 A A, A 44 45 Ae 4 As h, | 4o 
已 VY V | V ~ 
| BB VvV|Iv|y ~ NA 
B, 以 V | NA Vv 
B Vv IYvYY 国 野 4 
Bs 尽 | 尽 V | V|V 
Bs ~ Vv V | vV | XV 
综 上 可 知 ,购买 人 数 最 多 的 书 最 少 有 5 人 购买 . 
21. 设 直角 三 角形 的 三 边 长 为 x,y,z, 则 满足 x* + y* = z 的 正 整 数 可 表示 为 x = k(a? - b)， 
y=2kab,z=k(a?+ 刀 ), 其 中 ,a,bEN, 且 (a,6)=1,a>5b, 则 x,y,z 中 必 有 一 个 为 5 的 信 数 , 否 
则 由 5 为 素数 及 费 马 小 定理 和 51x* -1,51y* -1,51z* -1, 于 是 5lz* 一 x*, 而 z*-x=(z2+x)y 且 


5 下, 故 51z2 + 宕 . 同 理 51z2+ 和 姑 , 故 52+ 巡 + 有 +7=322, 矛 盾 . 令 4=j8 中 与 5 互 素 的 数 | , 则 
141=4. 又 以 10,15,25,40,45 为 某 边 且 与 4 中 相应 的 数 可 构成 如 下 直角 三 角形 :(10,8,6),(26,24,10)， 
(15,12,9), (17,15,8),(36,39,15),(25,24,7), (40,32,24),(41,40,9),(45,27,36) ,此 外 4 中 没有 能 与 
10,15,25,40,45 配 成 直角 三 角形 三 边 的 数 , 记 M= 4U 110,15,25,40,45} \ 18,9,24,36} , 则 1MI =41， 
且 记 中 任何 三 数 均 不 构成 直角 三 角形 的 三 边 ,从 而 ">42. 另 一 方面 , 作 集合 B= 13,4,5,17,15,8， 
29,21,20,25,24,7,34,16,30,37,35,12,50,48,14,41,40,9,45,36,27} ,1BI=27,1S\ BI =50-27=23. 
在 5 中 任 取 42 个 数 , 必 有 42- 23 = 19 个 数 属于 B8, 而 B 由 9 个 勾 股 三 数组 组 成 ,这 19 个 数 中 至 少 有 
[时 +1=3 属 于 同一 个 勾 股 三 数组 ,它们 构成 一 个 直角 三 角形 的 三 边 ,所 以 n<42, 故 所 求 最 小 
的 正 整数 n 为 42. 

22. 首先 , 设 T 是 5 中 49 个 偶数 组 成 的 子 集 , 则 从 Te 中 任 取 10 个 数 ,无 论 怎样 将 这 10 个 数 均 
分 为 两 组 ,每 组 中 任何 一 个 数 都 与 其 他 4 个 数 不 互 质 , 故 n 的 最 小 值 >50. 

其 次 , 若 5 的 子 集 7 中 存在 10 个 数 ,无 论 怎样 将 这 10 个 数 均 分 为 两 组 ,总 在 一 组 中 存在 一 个 数 
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与 其 他 4 个 数 互 质 , 而 在 另 一 组 中 存在 一 个 数 与 其 他 4 个 数 互 质 , 则 称 7 是 5 的 好 子 集 . 下 列 引 理 是 
显然 成 立 的 : 

引 理 车 5 的 子 集 7 中 存在 10 个 数 ,其 中 9 个 数 与 同一 个 整数 都 不 互 质 ,而 第 10 个 数 与 这 9 个 
数 互 质 , 则 了 是 好 子 集 . 

引入 下 列 记号 : 设 到 是 由 有 限 个 正 整数 组 成 的 集合 ,对 于 正 整 数 9, 用 M, 表示 中 与 9 不 互 质 
的 正 整数 组 成 的 子 集 . 对 于 质数 p, 用 M， 表示 M 中 被 p 整除 而 不 被 比 p 小 的 质数 整除 的 元 素 组 成 
的 子 集 .5 中 的 质数 共有 25 个 :2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79， 
83,89,97, 记 4 = inin 为 质数 ,53< n<97},B= inln 为 质数 ,11<n<471. 下 面 证 明 5 的 任意 50 元 
子 集 了 都 是 好 子 集 . 分 两 种 情形 :(1) 若 4 中 至 少 有 一 个 数 9 属于 7, 则 9 与 了 中 其 他 的 数 都 互 质 , 即 
17,1=1, 并 存在 质数 pz g, 使 17,1>9( 否 则 ,对 任意 质数 p 有 17,1<8, 于 是 17,1<8,177 1<8, 由 
5x1,5x5,5x7,5x11,5x13,5x17,5x 19€ 5, 而 5x23FS 知 lI Ts 1<7; 由 7x1,7x7,7x11,7x13 
E35, 而 7x17 关 5S 知 17T71<4; 由 11x1€ 5, 而 11x11 半 $5 知 17%1<1. 同 理 ,1751<1,17;1<1,…， 
17591<1, 所 以 1T1<8+8+7+4+1x21=48, 这 与 171 =50 蔬 盾 ), 在 7 中 取 g, 及 9 个 与 p 都 不 互 质 
的 数 , 则 由 引 理 知 7 是 好 子 集 .(2) 若 4 中 任何 一 个 数 都 不 属于 7, 则 又 分 为 下 列 6 种 情形 :l9 8 中 


至 少 有 一 个 数 9 属于 7, 因 17i1<1S1<1Su1=[ 骂 ]=8, 记 R= 7\ 史 , 则 1RI>50-8=42, 并 且 存 
在 质数 p 使 | RR, 19( 否 则 同 (1) 中 证 明 可 得 1R,1<8, 则 |R; |<8,1Rs 1<7,1R <4,1R1<1 
1R51<11RS 1=…=1R51=0, 于 是 IRL<8+8+7+4+1x1l=38, 这 与 1RI>42 矛 盾 ), 故 由 引 理 | 
知 7 是 好 子 集 ;2” 若 4U 8 中 任何 数 不 属 于 T, 但 7 或 了 ET, 则 17m1<13)1= [ 电 ]= 14, 记 Q= 


T\D, 则 101=50- 14=36, 并 且 存 在 质数 p 使 10,1>9( 否 则 ,101<8,10 1<8,10 1<7， 
107 1=1011=…=1051=0, 于 是 101<8+8+7=23, 这 与 101>36 矛 盾 ), 故 由 引 理 知 7 是 S 的 


好 子 集 ;3” 车 4U 8U17,71 中 任何 数 不 属 于 7, 但 5 或 ET7, 则 17,1<15,1=[ 准 ]=19, 令 M= 


T\ TD , 则 1M1=50- 19=31, 并 存在 质数 p 使 1 和 M,1>9( 否 则 1M,1<8,1M; 1<8,1M; 1=0,1M; |< 
4,1Mn1=1Ms1=…=1M51=0, 于 是 | M1<8+8+4=20, 这 与 1M1>>31 矛盾 ), 故 由 引 理 知 7 是 5 
的 好 子 集 ;4 车 4U BU15,,7,7} 中 任何 一 个 不 属于 7, 但 5x 17,5x13,5x17,5x 19 中 至 少 有 一 


个 ( 记 为 g) 属 于 7 则 17,1<1ss1+1Su1=[ 学 ]+[ 加 ]=19+8=2, 令 N= 了 \ 7, 则 IN1>50-2= 
23, 并 且 存 在 质数 p 使 1N, 1>9( 否 则 INs1<8,1N; 1<8,1N 1=0,1N 1<4,1N, 1=1N;1="…= 
1N5 1=0, 于 是 1 NI1<8+8+4=20, 这 与 1N1>23 蔬 盾 ), 由 引 理 知 了 是 $ 的 好 子 集 ;5 车 4U BU 
15, 凶 ,7,7,5x11,5x13,5x17,5x 19} 中 任何 一 个 不 属于 7, 但 7x 11,7 x 13 中 至 少 有 一 个 ( 记 为 9) 


属于 了 , 则 171<1S1<1S1+ 15n1=[ 跟 ]+ [器 ]- 14+8=22. 令 多 = 7T\ 思 , 则 1 有 128, 并 且 


存在 质数 使 1N 1>9( 否 则 1 瑟 1<8,| 梧 1<81 卫 1<7 1 机 1=1 队 1=…=1 员 1=0, 于 是 
1W1<8+8+7=23, 这 与 1W|>>28 矛盾 ), 故 由 引 理 1 知 7 了 是 5 的 好 子 集 ;6 若 AUBU15,5,7,7， 


| 5x11,5x13,5x17,5x 19,7x 11,7x 13} 中 任何 一 个 都 不 属于 7, 则 了 三 12,4,6,…,98FUi3x 13x 


3,3x5,…,3x31,5x7| ,因为 171 = 50, 故 了 中 必 有 一 个 数 9 属于 {3x1,3x5,…,3x31,5x7}, 故 
IsimnU7 1 而 及 UmSEI6xl6x2 ,6xl6IUilIO0xlI0x21I0x9iUl3xl3x3， 
3x31,5x7|, 故 有 17T1<1mURI<16+9+17=41, 可 见 了 中 必 有 9 个 偶数 都 与 4 互 素 , 由 引 理 知 
了 是 5 的 好 子 集 . 综 上 知 5 的 任意 50 元 子 集 必 是 5 的 好 子 集 , 故 n 的 最 小 值 三 50, 于 是 我 们 证 明了 = 
的 最 小 值 等 于 50. 

23. 如 图 : 若 仅 用 3 色 , 假 设 有 11 个 圆 纸 片 , 不 妨 设 其 中 6 个 
圆 纸 片 的 颜色 如 图 上 标号 ,于 是 4 .BC 三 图 片 只 能 染 2 或 3 色 ， 
并 4 与 C 同 色 ,但 4.C 与 也 不 同色 ,于 是 也 与 4 和 中 不 同色 ,从 
而 加 染 1 号 色 . 同 理 E 与 B 和 C 不 同色 ,从 而 也 染 1 号 色 , 这 
与 DE 相 切 不 同色 矛盾 .其 次 ,我 们 证 明 染 上 4 种 颜色 就 足够 
了 ,我 们 对 =” 张 圆 纸 片 来 证 明 . n<4 时 显然 成 立 , 设 对 上 张 圆 纸 
片 , 染 上 4 色 足 够 了 , 当 n=k+1 时 , 标 出 所 有 圆 纸 片 的 中 心 , 取 
这 上 +1 个 圆心 的 凸 包 , 必 为 某 个 多 边 形 , 取 某 一 个 顶点 4, 则 4 
是 某 圆 纸 片 的 中 心 ,该 纸 片 最 多 与 3 张 圆 形 纸 片 相 切 , 去 掉 该 纸 
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片 ,对 余下 的 上 张 纸 片 用 归纳 假设 ,可 染 上 4 色 使 任何 相 切 的 两 纸 片 不 同色 , 放 回 该 纸 片 , 必 可 将 它 | 
染 上 同 它 相 切 的 3 张 纸 片 不 同色 的 第 4 色 ,于 是 n =k+1 结论 也 成 立 .所 以 总 可 对 任意 n 张 纸 片 染 | 


上 4 色 满 足 要 求 .特别 对 2000 张 纸 片 , 染 上 4 色 就 足够 了 . 综 上 可 知 ,最 少 要 染 上 4 种 颜色 . 

24. 假设 其 中 某 个 人 ( 设 为 4) 在 前 11 轮 都 排 在 第 一 ,那么 他 在 12 轮 比赛 中 得 分 的 总 和 不 低 于 
11c + a, .再 设 其 余 n -1 人 中 每 个 人 在 前 11 轮 中 都 有 一 轮 排 在 最 后 (只 要 n -1<11, 即 n<12 时 ， 
就 可 以 实现 ) , 则 其 余 n- 1 人 在 12 轮 比赛 中 得 分 的 总 和 不 超过 a, + 10a + a ,因为 11 + a, > mw 
+ 10az + al, 即 o > az 总 成 立 . 所 以 当 n<12 时 ,无 论 a > a, > … > a, 怎样 选取 ,有 可 能 经 过 11 轮 
比赛 后 ,冠军 就 已 经 唯一 确定 . 故 所 求 最 小 正 整数 "> 13. 另 一 方面 , 当 mn= 13 时 , 令 a, = 211, o = 
210,…,aw =200, aw =1. 设 前 11 轮 比赛 后 总 分 排 在 第 一 的 是 4 ,其余 12 人 中 至 少 有 1 人 ( 记 为 B)， 
他 在 前 11 轮 中 任何 一 轮 都 没有 排 在 最 后 .于 是 4 在 前 11 轮 的 得 分 不 超过 11a = 11 x 211 = 2321 ,而 
8 在 前 11 轮 的 得 分 不 低 于 11a1, = 11x200=2200. 于 是 4 比 8 最 多 多 121 分 ,4 显然 具有 最 终 夺 得 冠 
军 的 可 能 . 但 是 ,如 果 4 在 第 12 轮 比赛 中 4 得 最 后 一 名 ,那么 B 至 少 比 4 多 得 199 分 ,从 而 超过 了 
4, 即 4 不 是 冠军 ,因而 还 有 另外 一 人 在 11 轮 比赛 后 也 具有 最 终 成 为 冠军 的 可 能 . 综 上 所 述 ,得 所 求 
n 的 最 小 值 为 13. 

25. 不 妨 设 有 两 个 城市 4, 和 4h,,1 间 至 少 要 经 过 次 到 达 , 设 4 到 水, 的 一 个 最 短线 路 为 41 一 
4 一 省 一 … 一 和 一 4 由 于 每 一 个 城市 至 少 和 7 个 城市 有 直 航 连接 ,所 以 4 和 Ah, 除 与 4=14， 
二 4 中 城市 外 ,至 少 还 分 别 与 其 他 6 个 城市 有 直 航 连接 . 4 ~ 4 中 每 个 城市 除了 与 4 中 城市 
外 ,至 少 还 与 其 他 5 个 城市 有 直 航 连接 . 设 分 别 与 4 ,44 ,4 ,4o，…4sn-a,4ti( 其 中 3m+1< 大 < 
3m + 2) 有 直 航 连接 且 不 属于 4 的 城市 组 成 的 集合 分 别 为 入 (i= 0,1,2,……mm), 易 知 1 和 1>6,1 和 1 
>6,1X1>5(1<igsm-1). 又 | 多 站 多 1= 多 ,(0<i<j<m), 否 则 4 与 4,1 间 有 更 短 的 路 线 .于 是 
14U(UXU…U)1>k+1+6x2+(m-1)x5>8m+9, 如 果 8m+9>>81, 即 m>>9,k>28. 那 
么 至 少 应 有 81 个 城市 ,矛盾 . 故 k<27. 其 次 , 当 k=27 时 , 作 28 个 城市 4 ,4 ,…,4x 及 城市 集合 站 


| 
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(i=0,1,…,9), 其 中 1= 1 和 1=6,1X1=5(1<is<8) 目 为 0<i<j<9 时 鳞 介 入 = 多 , 率 中 不 包 
括 城市 4 , 4， ,…, An .这 时 共有 28+2x6+8x5=80 个 城市 .对 1<k<8,A34 ,434+1,43412 与 生 中 所 
有 城市 有 直 航 连接 ; 4, , 4, 与 X。 中 所 有 城市 有 直 航 连接 ; 4x 和 hw 与 X, 中 所 有 城市 有 直 航 连接 ,X; 
中 任意 一 个 城市 (0< i<9) 除 与 上 述 的 4 城市 有 直 航 连接 外 ,与 且 仅 与 X; 中 其 余 城 市 有 直 航 连接 ; 

"4; 与 4;,1/ 有 直 航 连接 (i=1,2,… ,27) .这 样 4, 到 4 中 每 个 城市 至 少 有 7 个 城市 有 直 航 连接 ,XX 中 
任意 一 个 城市 都 只 与 7 个 城市 有 直 航 连接 , 目 从 4, 至 4w 至 少 要 经 过 27 次 直 航 来 连接 . 故 所 求 最 小 
正 整数 上 = 27. 


模拟 实战 五 
习题 A 

1. 每 次 操作 时 ,最 左边 的 数 只 作 减 数 1 次 ,最 右边 的 数 只 作 被 减 数 1 次 ,中 间 的 每 个 数 都 作 减 数 
和 被 减 数 各 1 次 .因此 ,每 操作 完 1 次 ,这 行 数 之 和 增加 8- 1= 7, 故 操作 100 次 以 后 ,这 行 数 之 和 为 
$=1+9+8+8+7x100=726. 和 

2. 已 知 正方 形 4 个 顶点 处 火柴 根 数 依次 为 a , ax , ca ,as, 令 S= au - mm + as- as, 则 在 题 中 规 
定 的 操作 之 下 , 数 S 是 模 3 不 变 的 ,但 开始 时 S = 1, 而 当 4 个 顶点 火柴 根 数 依次 为 1,9,8,9 时 ,S = 
1-9+8-9= -9=0(mod3). 可 见 , 题 中 所 论 的 情况 是 不 会 出 现 的 . 

3. 将 正 n 边 形 的 中 心 记 为 0, 将 第 i 个 顶点 4 上 所 放 的 数 记 为 a; (i=1,2,…,n), 令 5= 


号 as 不. 易 见 ,在 题目 所 规定 的 操作 下 ,5 是 不 变 的 ,但 开始 时 ,和 0, 而 当 n 个 顶点 上 的 数 全 相同 


时 ,有 =0, 矛 盾 . 故 不 可 能 经 过 有 限 次 操作 使 n 个 顶点 上 的 数字 都 相等 
4. 不 可 能 . 设 有 5 种 硅 码 4,8,C,D,E, 共 有 5! = 120 种 方式 来 排列 它们 的 轻重 顺序 .而 条 件 


m(A)<m(B)<m( C) 下 存在 半 = 20 种 不 同 的 轻重 排列 方式 ,所 以 ,一 旦 某 个 问题 得 到 否定 的 回答 ， 


那么 该 问题 至 多 可 排除 20 种 方式 .因此 ,前 5 个 问题 至 多 可 能 排除 掉 20 x 5 = 100 种 方式 , 接 下 来 4 
个 问题 中 的 每 一 个 至 多 可 能 排除 掉 剩 下 的 排列 方式 中 的 一 半 . 因 此 ,第 6 个 问题 后 ,至 少 剩 下 10 种 
方式 ,第 7 个 问题 后 至 少 剩 下 5 种 方式 ,第 8 个 问题 后 至 少 剩 下 3 种 方式 ,第 9 个 问题 后 至 少 剩 下 2 
种 方式 .这 样 一 来 ,我 们 便 证 明了 ,无论 按 怎样 顺序 提出 9 个 问题 ,我 们 都 能 找到 这 样 一 串 回答 ,使 得 
至 少 有 两 种 不 同 的 排列 顺序 满足 这 串 回 答 ,从 而 不 可 能 排出 5 个 在 码 的 轻重 顺序 . 

5.(1) 每 经 一 步 , 纸 上 的 数 减少 3 个 .假设 经 过 p 步 , 纸 上 的 数 只 剩 下 1 个 , 则 n-3p=1, 即 n= 
3p +1, 所 以 ,n 满足 的 充 要 条 件 是 n 除 以 3 的 余数 为 1. 

(2) 假 定 原先 有 4* 个 数 ,其 和 为 5. 当 4* 个 数 划 完 ,需要 4: 步 , 纸 上 剩 下 4 个 数 ,这 4 个 数 
的 和 等 于 原来 4 个 数 的 和 5, 故 当 最 后 剩 下 一 个 数 时 ,所 写 出 的 数 的 总 和 为 (k+ 1)5. 


2002 = 4 +978, 原 来 的 数 经 过 23 =326 步 后 , 镜 下 4 个 数 ,被 划 去 的 数 有 326x 4= 1304 个 ,它们 


是 1,2,3,…,1304, 而 纸 上 鳃 下 的 节 个 数 之 和 就 是 1+2+3+… + 2002. 因 此 ,最 后 剩 下 一 个 数 时 ,所 
写 出 数 的 总 和 为 (1+2+3+…+1304) + 6(1+2+3+ …+2002) = 12880878. 
6. 首先 证 明 : 每 一 对 相 邻 的 扇形 中 ,一 旦 其 中 有 一 个 落 有 青蛙 , 则 此 后 任何 时 刻 ,在 这 两 个 扇形 


中 都 必然 有 一 个 有 青蛙 . 

在 某 一 时 刻 如 果 其 中 有 青蛙 的 扇形 只 有 1 个 或 至 少 有 3 个 青蛙 , 则 下 一 时 刻 该 肩 形 中 仍 有 青 
蛙 ; 如 果 落 有 青蛙 的 扇形 中 恰 有 2 只 青蛙 ,那么 下 一 时 刻 与 它 相 邻 的 两 个 鹿 形 内 都 有 青蛙 ,得 证 . 

下 面 证 明 : 每 个 扇形 内 或 迟 或 早 会 出 现 青 蛙 .用 反 证 法 ,假设 不 然 , 即 某 个 扇形 4 中 永远 没有 青 
峙 跳 入 , 自 4 开始 依 顺 时 针 方向 将 筷 形 编号 为 1,2,…, n, 并 令 青蛙 具有 它 所 在 遍 形 的 号 码 . 下 面 我 
们 来 考虑 这 n+ 1 只 青蛙 编号 的 平方 和 5. 首先 n 号 和 2 号 扇形 内 永远 不 会 有 多 于 1 只 的 青蛙 ,否则 
1 号 会 有 青蛙 跳 人 .其 次 ,3,4,…,n -1 号 遍 形 中 必然 存在 某 个 扇形 ( 设 其 编号 为 上 ) 内 至 少 有 两 只 青 
蛙 , 在 这 种 情形 下 ,青蛙 跳 一 次 , $ 的 值 增加 为 (上 -1)? + (k+1)* -2 居 =2, 这 个 跳动 显然 不 能 停止 ， 
但 $ 的 值 却 不 可 能 无 限 增加 ,矛盾 ,于 是 ,所 述 命题 得 证 . 综 上 所 述 , 原 命题 得 证 . 

7. 设 黑板 上 写 的 数 为 n 位 数 ,因为 奇数 位 进位 后 为 偶数 位 , 故 可 设 n 为 偶数 .我 们 证 明 , 操 作 下 
去 所 得 的 数 均 至 多 为 n+ 1 位 数 ,从 而 不 会 永远 无 休止 地 进行 下 去 . 

当 n=2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 对 于 n=2k 成 立 , 当 n=2(k+1) 时 , 设 在 某 一 时 刻 黑板 上 的 
数 由 2(k+1) 位 因 进位 而 变 成 2k+3 位 ,这 时 新 数 的 前 三 位 数字 必 为 100, 其 中 1 在 奇数 位 ,从 而 这 3 
个 数字 对 以 后 操作 没有 影响 ,这 样 一 来 以 后 的 操作 只 在 后 2k 位 数 上 进行 ,由 归纳 假设 后 2k 位 数字 
组 成 的 数 至 多 变 成 2k+ 1 位 数 ,从 而 整个 24 + 3 位 数 永 远 不 会 再 进位 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

8. 对 n 进行 归纳 .n<2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 n<k 时 结论 成 立 , 当 n=k+1 时 , 设 ca,…， 
qrn 是 +1 名 运动 员 1,2,…,k+1 的 任意 排 法 .(1) 如 果 存在 一 组 运动 员 ol ,op ，… ai (1<s ms< 
#) ,他 们 的 编号 恰 为 其 位 置 序号 i ,i ,…,i, 的 一 个 排列 , 则 由 归纳 假设 ,这 组 运动 员 可 经 至 多 两 轮 
操作 ,分 别 位 于 其 自然 位 置 ,而 剩 下 的 上 - m+ 1 个 运动 员 ,显然 也 是 其 所 处 位 置 号 的 排列 ,他 们 也 可 
经 至 多 两 轮 对 换 到 自然 位 置 ,这 样 排列 a , a,,…, a,, 可 经 两 轮 对 换 化 为 1,2,…,k,k+1.(2) 若 (1) 
情形 不 出 现 , 设 1 号 位 置 上 的 运动 员 是 b,(b, 关 1) ,b 号 位 置 上 的 运动 是 (65, 锋 11,6b11),b, 号 位 置 
上 的 运动 员 为 b,( bs 锋 11,4b1 ,6 ),…,b 号 位 置 上 的 运动 员 是 ,1 (bi 闫 和 1,b1 ,bb |)，…, bh. 
位 置 上 的 运动 员 编 号 是 1, 即 有 下 表 : 


位 置 号 1 | bh b |» | To | 
运动 员 编号 | 妇 | bh | | | -| 1 


现 作 两 轮 对 换 如 下 :第 一 轮 :将 运动 员 与 1 对 换 位 置 ,5, 与 b 对 换 位置 ，b 与 b_, 对 换 位 
置 ,…, 化 为 下 表 : 


位 置 号 1 | b b, be 
运动 员 编号 | 1 | | br | bs 
第 二 轮 :将 运动 员 b 与 六 对 换 位 置 , 刀 -, 与 b 对 换 位 置 ,… ,化 为 下 表 : 
位 置 号 
运动 员 编 号 


至 此 +1 名 运动 员 均 站 在 其 自然 位 置 ,因此 n = kh + 1 时 结论 成 立 . 故 对 每 个 nE N, ,结论 成 
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9. 注意 到 若 x 号 为 红色 , 则 下 一 个 红 点 为 2x 号 ,于 是 转 为 求 xE 11,2,…,800i 时 ,使 得 数列 x， 
2x,2x,2x,… 存 植 800 的 意义 下 ,不同 元 素 个 数 的 最 大 值 m. 由 于 800=2 x 字 , 取 x=2 +1, 则 对 任 
意 xEN, , 当 且 仅 当 n>5 时 ,有 2'*x=0(mod2), 而 满足 2' =1(mod5 ) 的 最 小 正 整数 + =20. 利 用 这 些 
性 质 可 知 ,x,2x,…,2*x 模 800 所 得 的 余数 两 两 不 同 (事实 上 , 若 2:x=2'x(mod800),1<r<s<24, 则 
(2 -1)2'xme0(mod2 "多 ), 由 此 得 12'x, 且 全 12” - 1, 所 以 s>3$,r- >20, 从 而 r>25, 矛 盾 ) , 故 
普 25. 另 一 方面 , 若 数列 x,2x, 了 Px,… 中 有 26 个 数 模 800 的 余数 两 两 不 同 ,那么 ,存在 yE |x,2zx， 

x ,使 玫 y 兰 23y(mod800), 但 y=2y(mod2), 又 2 二 (mod25), 故 22y=2y(mod25), 这 导 
致 2y=23y(mod800) ,矛盾 ,所 以 m25. 综 上 可 知 ,至 多 可 以 得 到 25 个 红 点 . 

10. 因 一 共有 Cim = 1999000 根 电线 ,由 于 1999000 是 4 的 倍数 , 瓦 里 亚 剪 1 根 , 彼 特 剪 3 根 ,直到 
剩 下 4 根 轮 到 瓦 里 亚 剪 , 瓦 里 亚 剪 1 根 , 彼 特 剪 2 根 ,最 后 1 根 由 瓦 里 亚 剪 , 因 此 彼 特 一 定 能 获胜 . 

11. 称 形 如 S| [ | 3 的 方 格 为 "陷阱 ", 易 知 先 在 陷阱 中 填 数 的 人 必 败 . 称 形 如 | S] [35], 


[slol LT ol s 坟 "半成品 ”", 易 知 先 造 出 半成品 的 人 必 败 . 不 妨 设 第 一 位 游戏 者 甲 在 游戏 过 程 
中 不 会 造 出 半成品 ,也 不 会 在 陷阱 中 填 数 , 则 第 二 位 游戏 者 的 策略 如 下 : 若 甲 第 一 步 在 某 格 中 填 人 
5, 则 乙 在 与 之 相隔 两 格 处 填 人 5S, 这 样 就 造成 了 一 个 陷阱 ;车 甲 第 一 步 在 一 个 空格 里 填 0, 则 乙 在 与 
之 足够 远 处 填 5, 待 到 乙 走 第 二 步 时 ,再 在 与 第 一 个 $ 相距 两 格 处 填 人 另 一 个 $. 以 后 各 步 中 , 乙 需 保 
证 不 在 陷阱 中 填 字母 ,并 且 不 造 出 半成品 ,这 是 可 以 做 到 的 .由 于 前 几 步 已 造 出 一 个 陷阱 ,因此 ,在 若 
干 步 以 后 , 方 格 表 中 剩余 的 所 有 空格 都 是 陷阱 中 的 空格 ,显然 这 些 空格 偶数 个 ,而 一 共有 2000 个 格 
子 , 故 一 共有 偶数 个 格子 内 填 人 了 字母 ,这 时 该 轮 到 甲 填 字 母 了 , 甲 不 得 不 在 陷阱 中 填 字 母 , 所 以 乙 
赢得 了 胜利 .因此 , 乙 有 必 胜 策略 . 
12. 游戏 进行 若干 轮 后 ,两 人 共有 30+ 25 = 55 粒 糖果 .假设 每 一 轮 中 , 赢 的 一 方 取 m 粒 糖果 , 输 
的 一 方 取 n 粒 糖果 ,两 人 共 取 m + n 粒 糖果 , 当 游 戏 多 于 2 轮 时 ,有 两 种 可 能 性 :m+ n=5 或 m+ 
n=11. 如 果 m+ n=5, 则 尼克 与 蒂 姆 共 玩 了 11 轮 ,其 中 蒂 姆 赢 了 2 轮 , 由 于 m > n>0, 于 是 又 有 2 种 
可 能 :m=4,n=1 或 者 m=3,n=2. 对 于 前 一 种 情形 , 蒂 姆 将 取 到 2x4+9x1=17 粒 糖果 ,对 于 后 一 
种 情形 , 蒂 姆 将 取 到 2x3+9x2= 24 粒 糖果 ,这 两 个 数 都 与 已 知 数据 矛盾 .如 果 m + n = 11, 则 蒂 姆 
与 尼克 共 玩 了 5 轮 , 蒂 姆 赢 了 2 轮 , 数 对 (mm,n) 有 下 列 5 种 可 能 :(10,1),(9,2),(8,3),(7,4),(6,5). 
由 于 2m+3n=25, 只 有 数 对 (8,3) 满 足 这 一 要 求 , 故 每 一 轮 , 赢 的 一 方 应 取 m =8 粒 糖果 .( 注 :也 可 通 
m+n=11 m=8 
i = 得 由 [3 
13. 甲 将 赢得 这 场 比赛 . 甲 先 在 黑板 上 写 下 2 和 5” .下 面 证 明 : 甲 可 以 在 他 操作 后 ,黑板 上 留 
下 的 数 为 2% ,22 ,… ,2% ,5% ,32 ,54 的 形式 . 当 甲 操作 完 后 ,有 下 列 情况 (1) 乙 用 28 ,2& 来 代替 
25(B + = 省), 则 甲 可 以 用 58 ,S58 代替 55 .(2) 如 果 a; = ww(iz 门 , 乙 若 氛 掉 5 和 55 (或 24 和 
25 ) , 则 甲 擦 掉 2* 和 25 (或 5 和 355 ) , 若 乙 只 氛 掉 2% (或 5% ), 则 甲 擦 掉 25 (或 55 ) ,于 是 乙 操作 完 
后 , 甲 总 可 以 "对 称 地 "进行 操作 .因为 操作 次 数 是 有 限 的 , 乙 一 定 是 第 一 个 无 法 进行 操作 的 人 .因此 ， 
四 有 取胜 策略 . 


和 


习题 B 

14. 均 不 能 实现 .将 棋盘 上 的 行 自 下 而 上 编号 、 列 自 左 而 右 编号 为 1,2,…,8, 第 i 行 j 列 的 方 格 记 
为 (1,7) .考察 9 枚 棋子 纵 坐 标 之 和 5. 一 方面 , 某 棋子 跳 一 次 ,和 5 增加 2( 竖 跳 或 斜 跳 ) 或 0( 横 跳 )， 
因而 ,在 棋子 的 跳动 过 程 中 ,和 5 的 奇偶 性 不 变 . 另 一 方面 ,如 果 它 们 能 跳 到 左 ( 右 ) 上 角 3x 3 正方 形 
中 ,和 $ 将 增加 3(6+7+8-1-2-3)=45, 即 5 的 奇偶 数 将 发 生 改 变 ,矛盾 .这 表明 题 中 两 个 要 求 均 
无 法 实现 . 

15. 首先 证 明 :只 要 每 一 步 都 是 对 黑板 上 最 小 的 两 个 数 进行 操作 , 即 可 使 最 后 余下 的 数 达 到 最 大 
值 .我 们 将 黑板 上 的 数 a 和 6 的 操作 记 作 a * 5 = ab +1, 假 定 某 一 步 上 不 是 对 最 小 的 两 个 数 x 和 y 进 
行 操作 , 则 在 x 与)* 相 过 "之 前 ,二 者 均 已 分 别 同 某 些 a ,6b “相遇 ”过 , 且 这 些 数 a,,b 都 大 于 x 和 y， 
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+ 4),b= bbg…b.(y+v). 不 妨 设 y< 


bb <…<<b ,否则 可 通过 交换 顺序 使 5 增 大 ,交换 a, 与 y 的 位 置 ,并 考察 两 个 数 o = a,… a 
(y+1+4),b = 6 bb (a +v), 这 时 有 (ab +1)- (ab+l1)= a obb[(xy +1+u) (a + 


v)— (axtl+u(y+0)]= "abnb [a -yu+1- ww)] 四 .由 于 y< vei + 让 Daan 


1 十, 即 1- w>0, 故 由 @ 得 wl + 1> ob +1, 即 交换 导致 最 后 所 得 余下 的 


数 的 增 大 .这 就 证 明了 开头 的 断言 .这 样 一 来 ,我 们 只 要 每 次 操作 都 是 对 黑板 上 最 小 的 两 个 数 进行 ， 
即 可 得 出 最 大 可 能 值 .于 是 ,前 64 步 之 后 黑板 上 有 64 个 2; 再 操作 32 步 之 后 ,黑板 上 有 32 个 5; 这 样 
继续 操作 下 去 依次 得 到 16 个 26,8 个 577,4 个 332930,2 个 未 位 数字 为 1 的 数 ,最 后 可 得 到 一 个 未 位 
数字 为 2 的 最 大 数 . 

16. 将 一 个 圆周 n 等 分 , 按 顺 时 针 顺 序 将 xj ,zx ,…, x 人 0 依次 放 
在 ”个 分 点 上 ,于 是 这 n 个 数 关 于 过 弧 xxfo" 中 点 的 直径 对 称 , 即 右 图 
中 所 示 的 竖 直 直径 ,我 们 称 之 为 “对 称 轴 ”. 易 见 , 对 于 这 组 n 个 数 , 仅 有 
一 个 对 称 轴 , 把 圆周 上 相 邻 两 个 数 *!9 ,xf 按 模 2 作 加 法 ,并 将 所 得 的 
和 放 在 圆 弧 xf"xf 的 中 点 上 ,然后 把 原来 的 n 个 数 撤去 , 则 得 到 的 个 
数 从 为 *f" , x4 ,zt , 且 由 作法 知 这 n 个 数 仍 关 于 竖 直 直径 对 称 , 最 
后 ,我 们 把 新 数组 按 下 标 放 回 原来 的 “个 位 置 ,这 相当 于 将 新 数组 按 逆 


时 针 方向 旋转 .从 而 它们 的 对 称 轴 也 随 之 沿 逆 时 针 方向 旋转 于 , 且 新 (第 0 题 
数组 的 对 称 轴 仍 是 唯一 的 .这 表明 每 进行 一 次 这 样 的 操作 ,所 得 新 数组 的 对 称 轴 与 原 数组 的 对 称 轴 
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相 比 ,都 沿 逆 时 针 方向 旋转 到 .由 已 知 XX。 = Xo ,这 意味 着 操作 m 次 后 所 得 的 数组 与 原 数 组 相同 ,对 
称 轴 的 位 置 也 相同 , 即 m 次 操作 后 ,对 称 轴 旋 转 的 角度 之 和 为 x 的 整数 倍 , 记 为 kx( kEN, ) ,于 是 有 


mm 也 =hr, 即 m= 如 ,所 以 有 nim. 


17. 用 正 17 边 形 的 顶点 依次 表示 1,2,…,17 这 17 个 数 , 且 18 与 1 用 同一 顶点 表示 , 数 对 i,i+ 
让 表示 连接 顶点 i 与 i+ 1 的 边 (i=1,2,…,17), 数 对 和,j1(i-j 志 土 1(mod17)) 表 示 连 接 顶 点 i,j 的 
一 条 对 角 线 , 于 是 条 件 (1) 是 说 , 当 m< 内 时 ,映射 A" 都 将 每 条 边 1i,i+ 1 映射 成 对 角 线 tFm (让)， 
J 中 (i+ 了 1) 4, 而 条 件 (2) 是 说 映射 /和 "是 将 边 |i,i+1i 第 1 次 映射 成 边 和 中 ,A (i+1)}. 

引 理 ”集合 1 (DG+DHE= 12,…,17,m=12,…，Mf -1 中 所 有 元 素 互 不 相同 . 

引 理 的 证 明 ” 若 不 然 ,由 于 了 是 一 一 映射 , 故 必 有 1 < mi < m< -1,1<ij<17, 使 得 
{ff + DE = 1 于 是 f(D) ,fir Di= tf On ())), 
(fmm 2(j+1) 首 ,而 且 f" 为 一 一 映射 ,所 以 1i,i+ 1 = fw" (站 ,mm (7+1)1, 即 
J-()) -Am-"0(j+1)=1 或 -1(mod17), 这 与 已 知 条 件 (1) 矛 盾 , 引 理 证 毕 . 

回 到 原 题 ,因为 引 理 中 集合 共有 17( M - 1) 个 不 同 元 素 , 而 正 17 边 形 的 对 角 线 一 共有 CY - 17= 
7x17 条 ,所 以 17(M -1)<7x17, 由 此 即 得 M<8. 另 一 方面 , 作 映 射 f: 4 一 4 如 下 : f(i) =3i 
(mod17), 于 是 Ji+1) -J (=3"(i+1) 一 3"i=3"(mod17), 易 算出 当 m=1,2,3,4,… 时 ,3” 模 
17 的 值 依次 为 3,9,10,13,5,15,11, - 1. 可 见 , 对 此 有 M =8, 故 知 所 求 M 的 最 大 值 为 8. 

18. 首先 证 明 :31n 时 ,不 存在 题目 要 求 的 玩法 .如 图 ,把 无 限 棋盘 用 4, B,C 三 种 颜色 着 色 , 相 邻 
格子 染 不 同 颜色 ,并 称 某 种 颜色 格子 内 的 棋子 为 某 色 子 .显然 ,游戏 的 规则 是 每 一 步 都 相当 于 将 两 个 
相 邻 颜色 的 棋子 (一 个 被 移动 ,一 个 被 跨越 ) 换 成 第 3 种 颜色 的 棋子 (只 要 人 允许 移动 时 ) , 记 N.(4),N, 
(8),N(C) 分 别 为 游戏 进行 到 第 i 步 时 , A 色 子 ,B 色 子 和 C 色 子 的 个 数 .因为 n=3m, 所 以 


No(A)= No(B)= No(C)= 二 =3m? ,以 后 每 步 都 是 两 种 颜色 的 棋子 减少 1 个 ,第 3 种 颜色 的 棋子 


增加 1 个 ,所 以 N.(4),N,(B),N.(C) 仍 同 奇偶 (奇偶 不 变性 ) .永远 不 会 出 现 一 个 为 奇数 1, 两 个 为 偶 
数 0 的 状态 ,所 以 31n 时 ,棋盘 上 不 可 能 最 后 只 剩 1 枚 棋子 . 
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下 面 证 明 当 3n 时 ,一 定 存在 一 种 玩法 使 4 棋盘 上 最 后 只 剩 1 枚 模子 . 令 n=3m+ r( 等 于 1 


或 2).(1) 著 m=0, 即 n=7r. 车 r= 1 则 无 需 进 行 游戏 已 达到 目的 ;r=2 时, 则 按 下 列 步 又 进行 ; 
0l0 | | 0 0 
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即 m=0 时 ,存在 满足 题目 要 求 的 玩法 . 设 m= 时 ,存在 满足 题目 要 求 的 玩法 .对 m= 上 +1, 我 们 把 
放 棋 子 的 nx n 方 格 分 为 以 下 4 个 部 分 (图 a), 先 注意 以 下 事实 ;图 (b) 中 的 4 枚 棋子 (标记 字母 D、E 
的 格 内 各 放 1 枚 棋子 , 标 * 的 格 内 可 放 棋 子 也 可 不 放 棋子 ,其 余 为 空格 ) , 则 一 定 可 把 排 成 一 行 的 3 
个 E 内 的 棋子 去 掉 而 保持 D 内 的 棋子 不 动 (图 e) .现在 按 图 (c) 的 操作 步骤 ,将 G, 中 的 棋子 从 左 到 
右 逐 列 去 掉 , 再 将 Gs 中 的 棋子 从 下 到 上 逐 行 去 掉 , 最 后 将 G， 中 的 棋子 从 右 至 左 逐 列 去 掉 , 只 剩 下 
Go 中 的 棋子 ,由 归纳 假设 知 ,对 Go 存在 一 种 玩法 ,使 棋盘 上 最 后 只 剩 下 1 枚 棋子 ,这 就 证 明了 当 3n 
时 , 必 存 在 一 种 玩法 ,使 棋盘 上 最 后 只 晋 1 枚 棋子 ， 
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(第 19 题 ) 

19. 设 初始 状态 , 即 全 部 灯 都 开 着 的 状态 为 7 ,进行 完 第 大 次 操作 8 之 后 的 状态 为 四 ,由 于 下 
总 共有 2" 种 不 同 的 状态 ,k(modn) 也 有 种 不 同 的 值 , 故 数 对 (4(modn), 7,) 也 只 有 有 限 多 种 不 同 的 
取 什 .由 抽 必 原理 知 ,存在 无 穷 多 个 正 整 数 如 < 各 < … < 如 < …, 使 得 (Cmodn) ,7 ) 均 相同 .由 此 
可 见 ,从 状态 7 开始 循环 ,不 妨 设 循环 周期 为 -和 ,而 且 由 于 7 = Ti 且 hh 二 和 (modn), 故 有 
-1 = T1742 = T-2，…, 依 次 类 推 , 当 T 退 到 To 时 ,Te 退 到 T，-， ,于 是 有 mi = 7 .4 ,也 
就 是 全 部 灯 开 着 的 状态 ,这 就 证 明了 ( | ). 

我 们 将 开 着 的 灯 对 应 于 - 1, 关 着 的 灯 对 应 于 + 1, 这 个 数 仍 用 6 来 代表 ,于 是 操作 8 就 是 将 万 
变 为 -14 ,而 保持 其 余 的 数 不 变 . 

为 证 ( 11 ), 只 需 证 明 周期 为 中 - 1. 由 ( | ) 知 ,操作 若干 次 后 ,还 要 出 现 7,, 我 们 从 世道 序 向 回 
推 , 即 每 次 将 万 变 为 万 + 4 .注意 ,状态 7 全 部 "个 数 都 是 - 1, 从 [开始 回 推 a- 1 次 , 因 每 次 
都 是 两 个 - 1 相 除 , 故 所 得 结果 是 mo = - 1, 其 余 的 n- 1 个 数 全 是 + 1 ,我们 记 这 个 状态 为 7 .我 们 用 
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数学 归纳 法 证 明 : 对 状态 四 从 五 开始 ,逆向 操作 n(2' - 1) 次 后 (i<k), 6,L，…, L211 都 是 -1, 其 
余 都 是 +1. 当 i=1 时 显然 , 设 当 i= m(m<k+1) 时 命题 成 立 . 当 i= m+1 时 ,先进 行 (2" -1)n 次 
逆向 操作 .由 归纳 假设 知 这 时 Lo ,4,…, 12" -1 都 是 - 1, 其余 都 是 + 1. 再 接着 逆向 操作 n 次 , 易 见 这 
时 只 有 正 负 交 界 处 的 两 个 数 mm 和 二" 为 - 1, 其 余 n -2 个 数 全 是 +1, 由 于 继续 逆向 操作 时 , | 1 ， 
om 和 bm ,Lom ,1 ，…, L211 这 两 段 在 变化 过 程 中 互 不 干扰 , 故 由 归纳 假设 知 ,进行 (2" 一 
Dn 次 逆向 操作 后 ,所 得 状态 是 Do ,二 ,PnP ,…, Lam+!.1 都 是 -1, 其 余 的 都 是 +1, 这 就 完 
成 了 上 述 命题 的 证 明 . 特 别 i=k 时 ,恰好 化 为 7,, 这 时 共 进 行 了 (n 一 1)+ (2: -1)n= mm -1 次 逆向 
操作 . 反 过 来 ,对 7。 进行 mw - 1 次 操作 ,当然 得 到 后 面 的 7,, 这 就 完成 了 (ji ) 的 证 明 . 当 n=2*+1 
时 ,类 似 上 面 的 推理 过 程 .首先 对 7。 从 L, 开 始 逆向 操作 n -1 次 ,于 是 得 到 状态 7,, 即 [6。= -1, 其 
余 n -1 个 数 全 为 + 1 的 状态 .接着 对 7, 从 L 开始 逆向 操作 (2* - 1)n 次 ,得 到 的 结果 是 Lo, ，…， 
Lat 1 都 是 -1,1ot = +1. 再 对 Lo, Lzt 各 逆向 操作 一 次 ,前 者 不 变 , 后 者 变 为 - 1, 从 而 又 得 到 To . 共 操 
作 的 次 数 是 (n- D) + (2: -1)n+2= nm -n+1. 反 过 来 操作 次 数 当 然 也 是 一 样 的 ,这 就 完成 了 ( 册 ) 的 
证 明 . : 

20. 设 这 块 棋盘 是 黑白 相间 地 染色 .注意 ,如 果 p 和 g 是 奇偶 性 不 同 的 一 对 正 整数 ,那么 这 只 马 
每 跳 一 步 前 后 所 在 的 方 格 异 色 ;如 果 p 和 9 的 奇偶 性 相同 ,那么 这 只 马 每 跳 一 步 前 后 ,所 在 方 格 都 同 
色 . 可 见 , 为 使 一 只 马 从 任何 一 格 出 发 ,都 可 以 跳 若干 步 后 到 达 这 块 棋盘 的 任何 一 个 方 格 ,p + 4 必须 
为 奇数 , 即 p 与 的 奇偶 性 不 同 . 设 p 与 4 是 奇偶 性 不 同 的 一 对 正 整数 ,在 这 个 棋盘 上 引入 直角 坐标 


| 系 ,使 所 有 方 格 中 心 为 坐标 平面 上 全 部 整 点 , 且 这 只 马 所 在 的 方 格 中 心 为 原点 .以 下 就 用 方 格 中 心 坐 


标 来 代表 方 格 , 这 样 一 来 ,这 次 马 无 论 跳 多 少 步 , 它 所 到 达 的 点 的 坐标 是 p 与 9 的 线性 组 合 , 即 两 个 
坐标 都 是 pk + qh 型 的 ,其 中 ,hEZ. 如 果 (p,g) = d >1, 那 么 马 到 达 方 格 (x,y) 的 两 个 坐标 也 都 是 
4 的 倍数 ,从 而 知 马 不 可 能 跳 到 任意 的 另 一 格 ,所 以 为 使 马 能 够 跳 到 任何 另 一 个 方 格 ,必须 (p,q) = 
1, 即 p 与 q 互 质 .下 面 我 们 证 明 若 p+ 9 为 奇数 , 且 p 与 9 互 质 ,那么 这 只 马 可 以 跳 到 任何 另 一 个 方 
格 .从 马 的 跳 法 可 知 ,这 只 马 从 (x,y) 出 发 ,可 以 跳 到 (x +2p,y),(x+2g,7y)(x,y+2p),(x,y+2g) 
(例如 ,(x,y)>(xt+tp,y+g)>(x+2p,y); (x,y) > (x+g,y+p) (x,y+2p);(x,Y) (x+ 9g, 


| 7+p) 一 (x+ 上 29,7), 等 等 ). 由 此 可 知 ,从 方 格 (*,y) 出 发 ,可 以 达到 任何 方 格 (* +2lp +2hqg,y + 


2np+2mg),k,h,m,nEZ. 因 为 (p,q) =1, 故 存在 u,vEZ, 使 p+ vq=1, 于 是 有 2wp+2vg =2, 故 对 


| 任何 ,hE€2Z, 马 从 方 格 (x,y) 出 发 ,都 可 达到 方 格 (x+2k,y +24). 又 因 p 与 g 的 奇偶 性 不 同 ,不 妨 


设 p 为 奇数 而 9 为 偶数 ,这 样 马 从 (0,0) 出 发 跳 一 步 到 达 (p,q), 又 因 9 为 偶数 , 故 经 若干 步 可 跳 到 
(p,0), 由 于 p 为 奇数 , 故 又 经 若干 步 可 跳 到 (1,0), 即 到 达 始 发 方 格 相 邻 的 方 格 ,从 而 可 以 到 达 任意 
指定 的 方 格 , 这 就 证 明了 满足 题目 要 求 的 一 切 数 对 (p,q) 为 具有 不 同 奇 偶 性 且 互 质 的 正 整数 对 . 

21. 先 假设 可 由 有 限 步骤 操作 来 实现 .我 们 考虑 6x6 的 子 集 表 ( ay) ei.jxs , 则 由 给 定 的 操作 可 知 


这 个 6x 6 的 子 集 表 中 的 元 素 之 和 模 6 的 余数 是 不 变 的 . 其 最 初 的 余数 是 总 中 (+ 方 (+ 门 = 


Sr Sr SOD + E+ (和 和 = (3.7 + (713) =4(mod6). 


i jl 


另 一 方面 ,如 果 经 过 有 限 步 又 操作 得 到 的 7x7 数 表 ( by ),si.je1 具 有 形式 by = c+(j-Dd,lsi,js 


7, 其 中 ad 均 为 整数 , 则 再 考虑 其 6x 6 的 子 表 ,各 数 之 和 的 余数 为 久久 b= 总 旺 (+ G- Da) 
= 包 5d =3 名 di(mod6). 这 说 明 沪 忆 刀 在 模 6 时 要 么 与 0 同 余 ,要 么 与 3 同 余 , 而 不 可 能 与 4 模 6 


同 余 ,矛盾 .所 以 ,不 可 能 由 有 限 步 操作 来 得 到 一 个 数 表 使 其 每 行 的 7 个 数 都 构成 等 差 数 列 . 

22. 甲 先 走 必 获 胜 , 注 意 到 8x 8 方 格 棋盘 的 对 称 中 心 是 结 点 , 甲 第 一 步 可 将 棋子 移 到 关于 棋盘 
中 对 称 的 格子 里 去 ,不 论 乙 如 何 走 , 甲 总 按照 关于 中 心 对 称 的 原则 走 棋 , 则 只 要 乙 有 棋子 可 走 , 甲 便 
有 棋子 可 走 ,这样 , 甲 便 稳 操 胜 券 . 


23.(D 设 地 > 1, 即 大 > /这 时 甲 有 必 胜 策略 , 甲 可 以 将 长 为 上 的 线段 分 成 3 段 ,长 度 分 别 为 请， 


hh, 且 使 &+1<2h <2k, 于 是 (hk 一)+ 1< hi 即 有 + y+L<k. 由 此 可 知 , 乙 无 论 怎 样 将 他 持 
有 的 线段 分 成 3 段 , 除 k, 外 的 其 他 5 条 线段 中 任意 两 条 的 长 度 之 和 都 小 于 & ,所 以 无 法 与 长 为 扩 
的 线段 组 成 三 角形 , 甲 胜 .(2) 设 < !, 甲 将 长 为 大 的 线段 分 成 3 段 ,长 度 为 辣 生 扩大 悟 .然后 , 乙 在 
自己 持 有 的 线段 上 截取 长 为 4 的 线段 使 <l < 本 + 铝 , 于 是 后 ,h,4, 可 组 成 一 个 三 角形 ,这 时 乙 
中 余下 的 线段 的 长 度 大 于 与 ,这 时 , 乙 只 要 再 将 余下 线段 均 分 为 二 即 可 与 hh 组 成 一 个 三 角形 ,从 而 
乙 获胜 . 

24.(1) 当 m>2n 时 , 记 m=mm+g(p>2.0<qg<n). 若 4q=0, 则 (m,n) 当 然 为 胜局 . 设 9 >0, 考 
察 (g,n). 若 (gq,n) 为 败局 , 则 甲 第 1 次 取出 pn 根 火 柴 即 可 获胜 ; 若 (q,n) 为 胜局 , 则 甲 先 取出 
(p 一 1)n 根 火柴 ,布局 化 为 (n + 9g,m), 乙 只 能 从 第 一 堆 中 拿 出 n 根 而 化 为 (9,m), 甲 胜 . 可 见 , 当 


普兰 2n 时 , 甲 总 能 获胜 .(2) 我 们 证 明 : 当 且 仅 当 m > pn 时 ,(m,m) 为 胜局 ,其 中 B= 二 (这 个 值 可 


从 以 后 的 推理 中 得 出 ). 当 m 宇 n 时, 若 (m,n) 满 足 m > Br, 则 称 ( m,n) 为 胜局 ; 若 m< Bn 时 , 称 (m， 
nn) 为 败局 .车 (m,n) 为 胜局 , 记 m= pn+ g(p>1,0<9<n). 若 g=0, 则 游戏 者 取 走 一 堆 中 pn 根 火 
柴 而 获胜 ; 若 0 < gq < n, 又 分 两 种 情形 :( | ) 当 n< Ba 时 , 则 游戏 者 取 走 一 堆 中 pn 根 火柴 ,使 布局 变 


成 败局 (q,n).(2) 当 n> 启 时 , 因 m= pn+g>Pr. 若 p=1, 则 m=nt+g<n+ 人 =(1+)n=B 


有 有 
5 


(由 1+ 二 =B(B>0), 即 可 确定 一 开始 要 找 的 B= 5) ,矛盾 ,所 以 p>2. 游 戏 者 可 从 一 堆 中 取 走 


8 
(p -1)n 根 后 ,布局 化 为 (n+ a n+9 筷 如 , 故 (n+ g,n) 为 败 


局 .总 之 , 面 对 胜 局 时 ,游戏 者 兽 可 以 适当 操作 一 次 或 直接 获胜 ,或 将 胜局 化 为 败局 . 若 ( m,n) 为 败 
局 , 即 m< Bn, 因 n< ms pn<2n, 故 游戏 者 只 有 唯一 一 种 取 法 , 那 就 是 从 一 堆 中 取 走 n 根 火 柴 , 将 布 


局 化 为 (m-n,n), 且 m-n<(p- Dn<m, 这 时 于 -4 = 严 -1<B-1= 二 即 n=B(m-n), 而 m， 


fF 


nn 为 正 整数 ,8 为 无 理 数 , 故 n> B(m- mn), 即 (mm - nm) 为 胜局 , 即 面 对 败 局 时 ,游戏 者 只 有 唯一 的 
一 种 取 法 ,将 败局 化 为 胜局 .从 以 上 分 析 看 出 , 当 m > Bn 时 , 甲 先 取 必 获胜 ;而 当 mn< ms Bn 时 , 甲 先 


取 必 败 . 故 知 所 求 a 的 取 值 范围 为 > 工 5 
25.(1) 设 WW 是 使 四 有 必 胜 策略 的 所 有 整数 w 的 集合 .因为 1990 < 2025 = 43 ,所 以 145,46,…， 


离 瑟 中 监 否 甘 性 泗 涟 局 涉 症 O 


离 本 中 淮 否 执 性 涟 油 局 涉 症 0 


79901 c 多 .我们 先 证 明 下 列 引 理 : 设 1m,m +1,…,19901 C 多 , 若 正 整数 5 满足 $< 1990 日 区 > m( 这 


里 p' 是 5 的 最 大 的 素数 寡 因 子 ) , 则 满足 条 件 V 3S< no < m 的 所 有 正 整 数 no 都 属于 瑟 . 
引 理 的 证 明 从 mo 出 发 , 甲 可 取 m = S< 届 上 且 m = S> Prm > m, 于 是 无 论 乙 怎 样 选 取 mm ,总 


有 1< 嘲 <p ,从 而 有 ms 六 <m <s<1990, 可 见 mE 有 , 甲 当然 有 必 胜 策略 , 引 理 证 毕 . 
ny 


回 到 原 题 ,对 于 m = 45, 可 取 5=2 x3x5x7=420 满 足 引 理 条 件 , 且 V420<21<45, 故 由 引 理 
知 j21,22,…,441C WW. 对 于 m=21, 取 5S=2 x3x7=168, 且 V168<13<21, 应 用 引 理 可 得 |13,14,…， 
20|C WW. 对 于 m=13, 取 S=3x5x7= 105, 且 V105 < 11, 应 用 引 理 可 得 |11,12l CW. 对 于 m= 11， 
取 5S=Zx3x5=60, 且 V60<8<11, 应 用 引 理 可 得 18,9,10} Cc WW. 综 上 ,我 们 证 明了 18,9,10,…， 
19901 C W. 对 于 mo > 1990, 可取 正 整数 r>2, 使 2 了 <no<2"'"Y< 成 .DD 然后 取 m=271 .于 , 无 
论 乙 怎样 取 rn ,总 有 9< nm < no ,车 mm 仍 大 于 1990, 则 用 m 代替 中 式 中 m ,这 样 经 过 有 限 步 可 使 乙 
取 的 值 mx 满足 9< nz <1990, 从 而 甲 有 必 胜 策略 .这 表明 11991,1992,…} CW. 综 上 得 18,9,10,…! Cc 
W. 

(2) 对 于 m<5, 乙 有 必 胜 策略 .因为 最 小 的 3 个 互 异 的 素数 之 积 为 2x3x5= 30> 字 , 故 甲 只 能 
取 形 如 m = p'g .@ 《r,sEN, ) 的 数 ,其 中 p 为 素数 ,4 为 素数 或 1 且 p > gq .于 是 , 乙 可 取 mm =Y = 


的 <V m <m, 经 过 有 限 步 后 ,必然 有 mk = 1, 即 乙 获 胜 ,从 而 知 当 moE 12,3,4,5| 时 , 乙 有 必 胜 策略 . 


(3) 对 于 mE 16,71, 甲 要 胜 ,必须 使 乙 取 的 值 不 小 于 6. 又 因为 甲 取 的 值 必 在 6 与 36 或 7 与 4 之 
间 , 并 且 甲 不 能 取 形 如 @ 的 数 , 故 甲 只 能 取 mw =2x3x5=30 或 2x3x7=42, 这 时 乙 再 取 m = 6, 于 
是 乙 可 保证 自己 不 败 . 另 一 方面 , 当 nm =6 或 7 时 , 甲 可 取 m =2x3x5=30, 这 时 乙 只 能 取 n, =6( 若 
乙 取 m =10 或 15, 则 甲 取 m =5, 这 时 乙 只 能 取 m =1, 乙 失败 ), 故 甲 也 可 保证 自己 不 败 .可 见 no € 
16,71 时 ,双方 均 无 必 胜 策略 ， 

26. 首先 证 明 下 列 几 个 引 理 : 

引 理 1 对 于 问题 |&,13, 当 且 仅 当 41h 时 , 乙 有 必 胜 策略 . 

引 理 1 的 证 明 若 4lh 时 , 当 =4 时 , 甲 取 7 个 (1<r<3), 则 乙 取 4- 7 个 获胜 ; 当 >4 时 ， 
甲 取 r 个 , 则 乙 取 4- 7 个 , 则 剩 下 的 球 数 是 4 的 倍数 ,这 样 继续 下 去 , 乙 一 定 获胜 .车 hh =4r + s(1< 
s 专 3), 则 甲 首先 取 s 个 ,使 剩 下 球 数 为 0(r =0 时 ,从 而 甲 获 胜 ) 或 仍 为 4 的 倍数 , 则 同上 分 析 知 ,最 后 
甲 一 定 获胜 . 

引 理 2 对 于 问题 | 各 , 妈 1(h 和 < 所 ), 当 且 仅 当 41 -hi 时, 忆 有 必 胜 策略 . 

引 理 2 的 证 明 当 4l& 一 时 ,将 甲乙 各 取 一 次 球 称 为 一 步 ,那么 乙 只 要 保证 每 一 步 后 ,两 口袋 中 
的 球 数 被 4 除 的 余数 相同 ,这 样 每 一 步 甲 有 球 可 取 , 则 乙 必 有 球 可 取 ,从 而 乙 取 到 最 后 一 球 而 获胜 . 若 条 
一 后, 设 扣 =4q1 + ,hh=49;+ ri(0<n,r <<3), 则 必 有 zr, 不 妨 设 nm < 7,, 则 甲 第 一 次 在 第 二 个 口 找 
中 取 产 -nm 个 球 ,于 是 ,两 袋 球 数 之 差 被 4 整除 .于 是 由 前 面 分 析 , 知 甲 有 必 胜 策略 . 

引 理 3 若 对 问题 ,后 ，,… ,hj3, 忆 有 必 胜 策略 ,并 且 对 问题 14, ,4，，,…2。13, 乙 也 有 必 胜 策 


略 , 则 对 问题 | 局， 入 ,X41,…,24。 3, 乙 有 必 胜 策略 . 

引 理 3 的 证 明 乙 可 将 问题 1 ,hy，…, ,XA1 ,22，…,4m 3 中 的 口袋 分 为 两 组 , 球 数 为 三， 
局， 加 的 为 第 -- 组 , 球 数 为 4, ,… ,4。, 的 为 第 二 组 , 乙 在 每 一 组 中 采取 必 胜 策略 ,合成 即 为 问题 
人 和 nl 的 必 胜 策略 . 

引 理 4 若 对 问题 | hh, ，…,h}， 甲 有 必 胜 策略 ,并 且 对 问题 14, ,… ,4。13, 乙 有 必 胜 策略 , 则 对 
问题 | ty 如， 入, ,X42，,…,Am13 甲 有 必 胜 策略 . 

引 理 4 的 证 明 ” 甲 将 口袋 分 为 两 组 , 球 数 为 hh ,hk,,…, 的 属 第 一 组 ,其 余 的 属 第 二 组 ,并 在 第 
一 组 中 采用 甲 的 必 胜 策略 ,而 在 第 二 组 中 采用 乙 的 必 胜 策略 ,合成 即 为 问题 | ，… ,6 ,X41 ，… ,Xm }3 
的 甲 的 必 胜 策略 , 

回 到 问题 1,2,…, nl;, 当 n=1,2 时 ,由 引 理 1 和 2 知 甲 有 必 胜 策略 ; 当 n=3 时 , 乙 总 可 以 保证 
第 一 步 取 球 后 ( 即 甲 . 乙 各 取 一 次 球 后 ), 只 有 两 只 口袋 里 有 球 ,并 且 两 个 口袋 里 的 球 数 相等 ,从 而 由 
引 理 2 知 这 时 忆 有 必 胜 策略 ;n =4 时 ,因为 对 问题 11,2,3| 和 |4|, 都 是 乙 有 必 胜 策略 , 故 由 引 理 3 知 
对 问题 11,2,3,4} , 乙 有 必 胜 策略 .又 当 上 = 1,2,3,… 时 ,对 问题 145+ 1,45+2,45+3,46+4h， 乙 一 
定 有 必 胜 策略 .这 是 因为 , 当 甲 在 球 数 多 于 4 的 口袋 中 取 r 个 球 时 , 乙 在 同一 口袋 中 取 4 - r 个 球 ,从 
而 保证 该 步 取 球 前 与 取 球 后 各 口袋 的 球 数 除 以 4 的 余数 不 变 .车 甲 在 球 数 不 多 于 4 的 口袋 中 取 球 
时 , 乙 可 采取 问题 11,2,3,4} 中 乙 的 必 胜 策略 , 故 问题 {4k + 1,4k +2,4k+3,4k+4|s 与 11,2,3,4|: 
的 对 策 结果 相同 . 因 对 问题 11,2,3,4|, , 乙 有 必 胜 策略 ,所 以 对 问题 4k + 1,4k+2,4k+3,4k+4)3, 乙 
有 必 胜 策略 . 

由 上 可 得 :(1) 当 n=4k(k 宕 1) 时 , 忆 有 必 胜 策略 ,因为 这 时 可 将 口袋 按 球 数 从 小 到 大 的 顺序 4 
个 口袋 一 组 ,每 一 组 乙 都 有 必 胜 策略 ,由 引 理 3 即 知 对 问题 11,2,3,4,…,4k 一 3,4k 一 2,4k 一 1,4k|;， 
乙 有 必 胜 策略 ;(2) 当 mn=4# +1(k>0) 时 , 甲 有 必 胜 策 略 ,这 是 因为 上 =0 时 ,已 证 甲 有 必 胜 策 略 , 当 
k>> 1 时 ,已 证 对 问题 11,2,…,48 , 乙 有 必 胜 策略 ,又 由 引 理 1 知 对 问题 14k + 1|: , 甲 有 必 胜 策略 , 故 
由 引 理 4 知 ,对 问题 |1,2,…,4k,4k+ 1 甲 有 必 胜 策略 ;(3) 当 mn=4k+2(k 志 0) 时 , 甲 有 必 胜 策略 ， 
这 是 因为 上 =0 时 ,已 证 甲 有 必 胜 策略 ,而 当 上 >1 时 ,已 证 对 问题 11,2,…,44j, 乙 有 必 胜 策略 ,而 由 
引 理 2 知 对 问题 |4k+ 1,4#+2| 甲 有 必 胜 策略 , 故 由 引 理 4 知 对 问题 11,2,…,4k,4E+ 1, 4 大 + 2 , 甲 
有 必 胜 策略 ;(4) 当 n=4#+3 时 , 乙 有 必 胜 策略 ,这 是 因为 上 =0 时 ,已 证 乙 有 必 胜 策略 ,大 >1 时 , 若 
对 问题 11,2,…,4k+31， 甲 有 必 胜 策略 ,又 对 问题 [4k + 4|: 乙 有 必 胜 策略 ,于 是 由 引 理 3 知 对 问题 
科 ,2,…,4k+3,4k+4|3, 甲 有 必 胜 策略 ,这 与 (1) 中 已 证 结论 矛盾 , 故 对 问题 1,2,…,4k+31s, 忆 有 
必 胜 策略 . 综 上 可 知 , 当 n=1,2(mod4) 时 , 甲 有 必 胜 策略 ; 当 n=0,3(mod4) 时 , 乙 有 必 胜 策略 . 

27. 设 { 玉 上 是 斐 波 那 契 数列 :P =1, Fi=1,F,,=F,+ Fi(n=1,2,…). 

我 们 证 明 下 列 结论 成 立 :(1) 若 n= 玉 (#>>2), 则 后 取 者 乙 有 必 胜 策略 .并 且 乙 最 后 一 次 取 火 柴 
的 根 数 < FF-，.(2) 若 n> 1 不 是 | 中 任何 一 项 , 则 先 取 者 甲 有 必 胜 策略 . 

首先 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 成 立 .事实 上 , 当 n= 五, FF 时 , 易 证 结论 成 立 , 设 n= F,.， 
和 n= 下 ,(m 之 3) 时 结论 成 立 .那么 n= F,,, 时 ,车 甲 取 的 火柴 数 r= F,-,, 则 剩 下 的 火柴 数 为 
< 2F。-1, 故 乙 只 要 将 剩 下 的 F,,， - r< FF。 根 火 柴 全 取 走 


应 互 宁 淮 下 瑟瑟 雇 同 深交 O 


陆 囊 中 潜 车 也 帐 涟 漠 同 迁 奖 O 


而 获胜 ; 若 甲 取 的 火柴 数 r< 态 -，, 注 意 到 玉 ， = Fr。 + F。-1, 故 不 失 一 般 性 可 以 假设 一 开始 F。, 1 根 
火柴 分 成 两 堆 ,其 中 一 堆 有 到 根 火 柴 , 另 一 堆 有 F。_, 堆 火柴 ,而 甲 从 有 ,1 根 火柴 的 一 堆 中 取 走 
了 r 根 火柴 .于 是 由 归纳 假设 , 乙 有 策略 保证 自己 取 到 有 F,-, 根 火柴 的 那 堆 中 的 最 后 一 根 火柴 ,而 
剩 下 有 所 根 火柴 的 那 一 堆 , 并 由 归纳 假设 知 乙 可 使 自己 最 后 一 次 取 火柴 的 根 数 不 大 于 F,-，, 这 时 
无 论 甲 取 多 少 根 火柴 (至 多 为 2 已 -: < Fs + F。-1 = 所 ,不 可 能 将 FF 根 火 柴 取 完 ), 由 归纳 假设 知 
乙 有 必 胜 策略 ,保证 自己 取 到 最 后 一 根 火 柴 而 获胜 , 且 乙 最 后 一 次 所 取 火 柴 的 根 数 < F< ,于 
是 完成 了 (1) 的 归纳 证 明 . 

其 次 ,利用 (1) 证 明 (2) 成 立 .n=4 时 , 易 证 (2) 成 立 , 设 n(>=6) 不 是 斐 波 那 奇数 ,于 是 存在 斐 波 那 
奇数 (加 之 4) ,使 F< n< Fi ws 从 而 有 nF < Fri 一 Fi = Fi-1. 若 n- 为 斐 波 那 奇 数 
0, 则 n= 所 +, 且 向 ~ 向 关 2. 若 n- 不 是 辈 波 那 奇数 , 则 又 存在 斐 波 那 奇 数 Fi (< 和 一 
2), 使 局 <n- 所 < Fy 从 而 n- 局 一 F< Fi + Fi= FF,-1- 重 复 以 上 讨论 便 知 ,总 可 以 将 
n 表 成 下 列 形式 : 

n= + + 2=0,1,…,t-1 且 1 之 1), 于 是 ,时 首先 取 走 态 根 火 
柴 , 由 于 2F < Fi + Fi w= Fwz < 下, 故 不 论 乙 取 多 少 根 ,由 (1) 知 甲 总 有 策略 保证 自己 取 到 
及 , 根 火 柴 中 的 最 后 1 根 ,还 剩 下 nF 一 Fi = Fi + 忆 +…+ 所 , 根 火柴 , 轮 到 乙 取 , 且 乙 取 
的 火柴 数 <2F ,< FF ， = 所 +2 所 _, ,再 由 结论 (1), 甲 总 有 策略 保证 取 到 FF , 根 火 
柴 中 的 最 后 一 根 ,这 样 下 去 ,继续 利用 结论 (1) , 甲 总 有 策略 保证 取 到 Fi 根 中 的 火柴 中 的 最 后 1 根 而 
获胜 ,这 就 完成 了 (2) 的 证 明 . 

28. 乙 获胜 的 充 要 条 件 是 b=2a 且 上 是 的 整数 倍 .(1) 必 要 性 . 若 5 头 24, 则 只 要 L 头 0, 就 有 两 


+ FF 


| 


| 个 数 L+ a 和 1L- al 中 至 少 有 一 个 既 不 等 于 0 也 不 等 于 5b( 若 I4 -al=0, 则 L+a=2az#b 且 L+ 


az¥0; 若 IL- al=5, 则 L+azxb 且 L+azx0). 于 是 , 甲 总 可 以 移动 棋子 使 两 棋子 的 距离 既 不 等 于 0 
也 不 等 于 5, 从 而 使 乙 不 能 接着 下 一 步 而 获胜 .车 b=2a, 但 不 是 a 的 正 整数 倍 时 , 则 由 于 甲乙 两 
人 移动 的 距离 分 别 为 a 和 4b=24a, 它 们 都 是 a 的 倍数 ,因此 ,无论 如 何 移动 不 可 能 使 两 枚 棋子 的 距离 
为 0, 即 乙 必 不 能 取胜 ,必要 性 得 证 .(2) 充 分 性 . 设 5=2a 且 L 是 a 的 正 整数 倍 , 若 两 枚 棋子 的 距离 大 
于 a 时 ,无 论 甲 如 何 移动 棋子 , 乙 总 可 以 使 两 枚 棋子 的 距离 碱 小 b - a= a, 经 过 有 限 次 移动 后 , 乙 总 
可 使 两 枚 棋子 间 的 距离 4< a. 又 因为 1 是 a 的 正 整 数 倍 ,甲乙 每 次 轮流 移动 一 次 后 ,两 棋子 间 的 距 
离 总 是 减少 a, 故 d 必 为 a 的 整数 倍 , 所 以 d=0 或 a. 若 4=0, 则 乙 也 获胜 .车 d= a, 则 甲 再 移动 一 
次 只 能 使 两 棋子 的 距离 为 0(( 这 时 乙 已 获胜 ) 或 为 2a = b, 这 时 , 乙 才 移动 一 次 可 使 两 棋子 的 距离 为 0 
而 获胜 ,充分 性 得 证 . 

29. 先 证 黑板 上 至 多 能 写 出 10 个 数码 , 写 出 第 11 个 数码 的 人 必 是 输 者 . 设 前 10 个 数字 按 顺序 组 
成 一 个 数 为 am … an , 则 必 有 al oa…aoyozo…aoyoaa…ao, ,asanoyao 模 11 不同 余 , 否 则 , 若 
an 本 gao(modll)(i< 旋 , 则 ma- x 10°7! =0(mod11), 故 ai…g-i =0(mod11). 所 以 


ai oa…aoya oa…ao aaoyao 模 11 的 余数 组 成 集合 |1,2,…,10| , 易 知 ,这 个 10 位 数 中 没有 由 
| 若干 连续 数码 组 成 的 能 被 11 整除 的 数 . 于 是 再 写 一 个 数 , 设 为 a , 则 在 下 列 11 个 数 :aa …au， 


many aoaiyon 中 必 有 一 个 数 能 被 11 整除 . 故 写 出 第 11 个 数码 的 人 必 是 输 者 .其 次 , 当 写 


到 ai…ar(k<9) 时 , 若 不 分 胜 负 , 即 知 aiaiw4…ar0(i=1,2,…,k) 模 11 的 9 个 余数 各 不 相同 , 且 都 不 
等 于 0. 取 不 在 其 中 出 现 的 任意 余数 " 关 0, 并 取 at; = - r(modll), 则 aas aaty 天 0(mod11)(i= 

,+ 1) .也 就 是 说 , 乙 总 可 以 保证 自己 写 到 第 10 位 而 不 输 掉 游戏 (如 果 他 没有 犯错 ) ,而 又 知 
第 11 位 写 出 来 就 会 输 掉 游戏 , 故 乙 有 必 胜 策略 . 

30. 将 先 开始 的 人 称 为 甲 ,后 开始 的 人 称 为 乙 . 如 果 n 为 奇数 ,那么 乙 有 必 胜 策略 ;如 果 n 为 偶 
数 ,那么 甲 有 必 胜 策略 . 因 正 多 边 形 的 边 数 2n+ 1 为 奇数 , 故 对 任何 一 条 对 角 线 来 讲 ,都 是 在 它 的 一 
侧 有 奇数 个 项 点 , 另 一 侧 有 偶数 个 顶点 .因此 每 一 条 对 角 线 都 与 偶数 条 其 他 对 角 线 相交 .假设 到 某 个 
时 刻 , 游 戏 不 能 再 继续 下 去 ,那么 此 时 每 一 条 未 画 出 的 对 角 线 都 与 奇数 条 已 画 出 的 对 角 线 相交 ,也 与 
奇数 条 未 画 出 的 对 角 线 相交 ,这 样 的 情况 只 能 出 现在 未 画 出 的 对 角 线 为 偶数 的 时 刻 .事实 上 ,如 果 我 
们 对 每 一 条 未 画 出 的 对 角 线 都 数 一 数 与 它 相 交 的 未 画 出 的 对 角形 的 条 数 ,那么 每 一 条 未 画 出 的 对 角 
线 都 被 数 了 两 次 ,所 以 总 和 应 当 为 偶数 ;但 若 未 画 出 的 对 角 线 的 条 数 为 奇数 ,那么 总 和 就 是 奇数 个 奇 
数 的 和 ,为 奇数 ,矛盾 .所 以 未 画 出 的 对 角 线 的 条 数 为 偶数 .如 此 一 来 ,如 果 多 边 形 对 角形 的 总 条 数 为 
奇数 ,那么 就 应 当 是 甲 取胜 ; 若 对 角 线 总 数 是 偶数 ,那么 乙 取胜 .而 在 正 2n + 1 边 形 中 共有 C2.,, - 
(2n+1) = (2n -1)(n -1) 条 对 角 线 .所 以 当 mn 为 奇数 时 , 乙 可 取胜 , 当 n 为 偶数 时 , 甲 可 取胜 . 

31. 定义 败局 集合 工 = 1(m ,mm 本)14 为 偶数 ,mi = mm = na，… ,m1 = 性 二 胜局 集合 村 = 
1m ,ma,…,m)1k 为 奇数 或 为 偶数 且 ni 与 m,n 与 4，…, m1 与 m 中 至 少 有 一 对 数 不 相 等 !， 
其 中 nm ,m，… ,nm 为 正 整数 ,m < no <<… < nmi. 我 们 证 明 ; 若 (m,n,…, nm,)E 及, 则 先行 者 ( 记 为 甲 ) 
胜 .车 (n,ns,…,nm)EL, 则 后 行者 ( 记 为 乙 ) 胜 . . 

引 理 1 从 败局 (m ,ns,…,m)€ 工 出 发 ,无 论 怎样 操作 ,必然 变 成 胜局 .事实 上 ,因为 (n,n,， 
“4 )EL, 所 以 上 =2m 为 偶数 , 且 m = m=, = n= 刀 ,… ,m1 = m= 4 . 设 游戏 者 选择 了 含 必 
个 石子 的 一 堆 , 若 将 其 全 部 取出 , 则 仅 剩 下 奇数 堆 , 变 成 了 胜局 , 若 仅 将 其 中 5( 二 1) 个 石子 移 去 ,并 
将 剩 下 的 部 分 中 a 个 石子 (a + 5 < 4) 重 新 分 配 到 其 他 各 堆 , 虽 然 仍 为 2m( 偶 数 ) 组 ,但 不 可 能 将 这 
2m 堆 均 分 为 m 组 ,使 每 组 中 2 堆 的 石子 个 数 相等 ,从 而 也 变 成 了 胜局 .( 这 是 因为 如 果 能 这 样 做 , 必 
需 在 某 个 含 6 个 石子 的 一 堆 中 放 入 1; -4 个 石子 ,使 该 堆 的 石子 数 等 于 剩 下 的 含 6 个 石子 的 一 堆 
中 的 数目 ,接着 又 必须 在 某 个 含 & 个 石子 的 一 堆 中 放 人 i - 4 个 石子 ,使 该 堆 的 石子 数 等 于 和 镜 下 的 
含 二 个 石子 的 一 堆 中 的 数目 ,，, 直 到 在 含有 石子 上 中 放 人 与 ，- 乒 个 石子 .于 是 剩 下 一 个 含 与 个 
石子 的 堆 ,并 且 必 须 -a-b<i-a, 但 a=(t- 二 ) + 一 二)+ 条 十 (5 一 起 ) = 二 一 和 
即 扣 = 二 -矛盾 ) 

引 理 2 从 胜局 (m ,ns，…, rm)E 多 出 发 ,游戏 者 总 可 进行 适当 的 操作 ,将 胜局 变 为 败局 .事实 
上 ,车 大 为 奇数 , 设 上 - 1= 2m, 这 时 ,游戏 者 只 要 将 第 不 堆 中 心 - m 个 石子 放 入 第 1 堆 ,ns - ns 个 石 
子 放 入 第 3 堆 ,…, nm-, - mi-? 个 石子 放 人 第 上 -1 堆 , 并 将 余下 到- (mi - ma) 一 (ns 一 m4) 一 
m+n 个 石子 移 去 , 则 
mma) na 0) = (rn na nm rn ) EL. 若 上 为 偶数 ， 


千 症 中 注 鞍 卫 羡 洋 济 同 讨 效 O 


离 五 中 淮 否 捷 性 注油 由 六 郑 O 


但 由 与 下 ,ma 与 m4,…, m1 与 m 中 至 少 有 一 对 数 不 相 等 .这 时 游戏 者 只 要 将 第 上 堆 取 ns no 个 
石子 放 人 第 2 堆 , 取 ns - m 个 石子 放 人 第 4 堆 ,…, m1 - nm-: 个 石子 放 入 第 k-2 堆 ,并 在 第 上 堆 中 
仅 留 下 ni 个 石子 ,其 余 都 移 去 ,因为 mn 一 (mi 一 m2) (m3 ms)--(m-m)=(m- 
+ mm >m. 故 这 种 操作 是 可 行 的 ,经 过 这 种 操作 (n,n ， 
ms) EEL. 加 到 原 
题 ,当先 行者 甲 一 开始 面 对 胜局 时 ,他 总 可 以 适当 操作 变 成 败局 ,而 后 行者 乙 无 论 怎 样 操作 只 能 将 败 
局 变 为 胜局 .并 且 每 操作 一 次 各 堆 石子 数 的 总 和 严格 地 减少 , 故 经 过 有 限 次 轮回 后 , 甲 面 对 胜局 为 只 
剩 一 堆 石子 ,他 将 这 堆 石 子 全 部 取 走 而 获胜 .当先 行者 中 一 开始 面 对 败局 时 ,他 无 论 怎样 操作 只 能 将 
败局 变 为 胜局 , 故 同 理 可 知 乙 最 终 获胜 . 


| 模拟 实战 六 


习题 A 

1. 每 2 点 连 一 直线 有 C? = 10 条 ,每 3 点 确定 一 个 三 角形 , 共 确定 G3 = 10 个 三 角形 .每 点 可 引出 
@C=6 条 垂 线 , 共 5C; =30 条 重 线 ,至 多 有 C% 个 交点 (包括 重复 计数 及 已 知 点 ), 但 每 条 连 线 有 3 条 
垂 线 互相 平行 ,它们 没有 交点 , 故 应 减 去 10C3 .又 每 个 三 角形 的 3 条 高 相交 于 同一 点 ,计数 有 重复 ,还 
应 减 去 10( C3 - 1) 个 点 .最 后 每 个 已 知 点 是 6 条 垂 线 的 公共 交点 ,不 应 计算 在 内 ,又 要 减 去 5C8. 故 所 
求 交点 数 至 多 为 C% - 10G - 10(G -1)-5G=310 个 . 

2. 若 这 样 的 7 条 直线 存在 , 则 它们 之 间 最 多 有 C; = 21 个 不 同 的 交点 , 即 21 个 不 同 的 直线 对 .对 
应 3 条 直线 的 公共 交点 ,应 对 应 C3 = 3 个 不 同 的 直线 对 , 即 至 少 有 6x3 = 18 个 不 同 的 直线 对 .对 于 两 
直线 的 交点 ,对 应 于 C; = 1 个 直线 对 , 即 又 至 少 有 4 个 不 同 的 直线 对 ,这 时 至 少 共 有 18+ 4= 22 个 不 


| 同 的 直线 对 ,矛盾 . 故 满足 题目 要 求 的 7 条 直线 不 存在 - 


3. 首先 同 $3 例 2 可 证 任意 5 点 为 顶点 的 G3 = 10 个 三 角形 中 至 多 有 7 个 锐角 三 角形 .100 个 点 
可 形成 Ci 个 5 点 组 , 故 总 共 至 多 7Cio 个 锐角 三 角形 .但 上 述 计数 时 ,每 个 锐角 三 角形 属于 C5 个 5 


点 组 , 故 不 同 的 锐角 三 角形 至 多 有 2 个 ,而 共有 Ciw 个 三 角形 ,所 以 锐角 三 角形 占 总 的 百分数 至 多 


4. 不 妨 设 4, 人 LB, 人 LC 中 人 C< 人 LB<L4, 于 是 LC< 人 ,LA=r-(LB+ 人 LC)<r-24C， 


x- Z4>2LC.@ 又 2Ch4>Lh4+LB=r- 人 C,Ch4> 二 (r- 人 CO)> 寺 (r- 开 )= 2 荆 > | 
2. 亚 ( 因 n>5), 即 人 4>2LC. 四 当 LA4< 到 时 ,由 四 得 sin 人 4>sin2 人 C; 当 人 4> 到 时 ,由 @ 得 


sinZ4= sm(r- Ah4) >si2 人 C, 故 总 有 bm ZL4>si2LC. 于 是 = 名 = se2> 25- | 


2e0s LC>200s 1. 


5.n=4 的 证 明 留 给 读者 自己 完成 ,下 面 只 证 n>5 的 情形 . 若 n 点 中 有 3 点 共 线 , 则 易 得 4, > 
| 2> 2sin Sn. 下 设 点 中 无 3 点 共 线 , 且 这 个 点 的 凸 包 为 凸 上边 形 414,…A44(3<k<n), 不 妨 设 


| 这 个 凸 上 边 形 的 最 小 内 角 为 人 hhi 如. 于 是 人 44 如 < 作 225<(1- 全)r= 人 二 25, 并 且 4 与 
其 他 已 知 点 的 连 线 将 人 4u4i hs 分 成 a-2 个 小 角 ( 因 无 3 点 共 线 ), 其 中 最 小 的 一 个 角 (不 妨 设 为 
41) 不 超过 上 5" 全 这 下 = 下. 由 上 题 可 得 人 4414 中 最 长 边 与 最 短 边 之 比 > 2cos 于 ,所 以 


n 


LL RR-2 
4, >2c0s 一 = 2sin ph 


6. 设 点 集 ML 满足 题 中 要 求 ,并 考虑 MM 的 凸 包 .(1) 若 凸 包 多 边 形 的 边 数 不 少 于 5, 则 必 有 一 个 内 
角 是 钝 角 , 设 4,B, C 是 该 多 边 形 的 3 个 相 邻 顶点 , 且 一 4BC 为 钝 角 , 于 是 全 4BC 的 垂 心 在 全 4BC 外 ， 
也 在 凸 包 多 边 形 外 ,当然 无 法 属于 对 ,矛盾 , 故 M 中 的 凸 包 只 可 能 为 凸 四 边 形 或 三 角形 .(2) 设 的 
凸 包 为 四 边 形 , 若 不 为 矩形 , 则 必 有 一 个 内 角 为 钝 角 , 像 (1) 一 样 可 导致 矛盾 , 故 知 凸 包 为 矩形 , 易 见 
| 任何 矩形 的 4 个 项 点 组 成 的 集合 满足 要 求 .(3) 设 W 的 凸 包 为 全 4BC, 由 (1) 知 当然 不 能 为 钝 角 三 角 
形 . 若 全 4BC 为 直角 三 角形 , 则 直角 顶点 又 是 垂 心 , 则 |4,B, CI 满 足 条 件 ,并 且 由 (2) 知 直角 三 角形 内 
不 能 再 有 MM 中 任何 点 . 若 公 4BC 为 锐角 三 角形 , 则 它 的 垂 心 8 属于 M, 并 且 点 4、B8、C 分 别 为 
全 HBC, 人 HCA, 人 HAB 的 重心 ,可 见 , 点 集 14, B,C, Hi 满足 要 求 .车 M 中 还 有 第 5 点 D, 不 妨 设 D 
| 在 人 HBC 内 ,这 样 导致 A DBC 的 重心 在 人 ABC 外 ,矛盾 . 综 上 可 知 满足 题 中 要 求 至 少 有 3 点 的 点 集 
共有 3 种 :( 1) 任何 矩形 的 4 个 顶点 组 成 的 集合 ;( ii ) 任 何 直 角 三 角形 的 3 个 顶点 组 成 的 集合 ;( 前) 
任何 锐角 三 角形 的 3 个 顶点 及 垂 心 组 成 的 集合 . 

7. 设 棱 长 为 = 的 正方 体 需要 mm 块 砖 拼 成 .由 12m = mn 知 n 是 6 的 售 数 , 设 n=61, 其 中 1 为 正 整 
数 . 另 一 方面 ,2 块 砖 可 拼 成 一 个 2x3x4 的 长 方 体 ,用 若干 这 样 的 长 方 体 可 以 拼 成 一 个 棱 长 为 12 的 
正方 体 ,从 而 棱 长 为 12 的 整数 倍 的 正方 体 也 可 用 这 样 的 长 方 体 拼 成 .下 面 我 们 证 明 这 个 条 件 也 是 必 


要 的 . 即 证 明 ! 为 偶数 ,将 由 m= 区 = 18B 块 砖 拼 成 的 长 方 体 放 在 第 一 卦 限 , 即 每 个 单位 正方 体 的 顶 


点 的 坐标 满足 xz0,y>0,z>0 且 有 一 个 顶点 在 原点 0(0,0,0) ,而 每 条 棱 平 行 于 坐标 轴 . 依 据 三 元 
数组 (i,j,%) 的 奇偶 性 ,将 每 一 单位 正方 体 [i,i+ 1] x [j,j+1] x[k,k+1] 染 成 八 种 颜色 之 一 ,每 块 
砖 都 包含 八 种 颜色 , 且 它们 中 六 种 颜色 只 出 现 一 次 ,余下 两 种 颜色 各 出 现 3 次 .从 这 八 种 颜色 中 任 取 
一 种 颜色 , 设 p 是 这 种 颜色 出 现 3 次 的 楼 梯 砖 的 数目 ,在 m 块 砖 所 拼 成 的 立方 体 中 ,这 种 颜色 出 现 
的 总 数目 为 3p + (mp)= m+2p. 另 一 方面 ,每 一 个 6x 6x 6 正方体 内 ,这 八 种 颜色 各 出 现 27 次 ， 


因此 棱 长 为 61 的 正方 体内 这 八 种 颜色 出 现 的 次 数 是 相等 的 ， 所 以 每 种 颜色 出 现 的 次 数 都 为 22 , 故 


mm+2p= 22, 即 m=4p,18F = 4p, 由 此 可 知 1 是 偶数 . 

8. 对 于 五 个 整 点 (zx,y;)(i=1,2,…,5) 必 有 两 个 整 点 (%;,y;) 与 (%,y) 使 x 与,y 与 % 的 奇 
偶 性 相同 , 故 这 两 点 连 线 的 中 点 MM( 开 地 拉 , 世 地 世 ) 也 是 整 点 . 因 是 整 点 凸 多 边 形 , 故 愉 在 凸 多 边 形 
的 内 部 或 边 上 .(1) 若 履 在 整 点 凸 五 边 形 4, 4, 4; 44 4s 的 内 部 ,因为 每 个 整 点 人 AM4,4 1 (i= 1,2,3,4， 
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5,Ae = 4 ) 的 面积 不 小 于 去 ,所 以 Suwuuw = 中 Shi 之 衬 .(2) 荐 W 在 整 点 凸 五 边 形 的 边界 上 ， 
不 妨 设 厅 在 刷 必 上 ,于 是 hh4 与 h4hs 中 至 少 有 一 条 边 与 hih 不 平行 , 设 和 4 与 4 4 不 平行， 
这 时 Saws4, Sa ，5ah 4 互 不 相等 .又 因 每 一 个 整 点 三 角形 的 面积 为 方 x 整数 , 故 上 述 三 个 


面积 中 最 大 的 一 个 不 小 于 总 , 设 Sa4 nh 之 诗 , 于 是 SuaamA = San + Sa + Sa44 


9. 车 直径 为 1 的 圆 0 可 放 入 20 x 25 的 长 方形 EFGH 内 , 则 圆心 必 在 一 
个 19x24 的 长 方形 EFGC'H 内 (FrC'H 位 于 EFGH 内 , 且 两 个 长 方形 各 对 


应 边 的 距离 为 十 ) . 若 放 入 的 加 0 与 放 人 的 边 长 为 1 的 正方 形 4BCD 不 重 怡 ， 


则 将 每 个 正方 形 4BCD 外 面 " 馈 上 " 宽 为 让 的 边 ,四 角 * 镶 上 "半径 为 方 ,圆心 


角 为 90 的 扇形 ,得 到 一 个 “ 镶 边 正方 形 "4'4B'P'C'C"D'D"( 如 图 ), 这 时 图 心 
必 在 这 个 “ 镶 边 正方 形 "的 外 面 , 因 为 120 个 “ 锐 边 正方 形 "的 面积 之 和 为 120x [1+ 


4x1x 二 +x( 二 7]=30(12+z)<30(12+3.2) = 456< 19x24, 帮 PC 内 


必 有 一 点 0 不 属于 任何 “ 镶 边 正方 形 ", 于 是 ,以 0 为 中 心 ,1 为 直径 的 圆 既 在 矩形 BFGH 内 又 不 与 放 
入 的 任何 正方 形 重合 

10. 将 8x8 方 格 表 中 第 1,3,5,7 列 的 各 小 方 格 内 填 上 数 + 1, 第 2,4,6,8 列 的 各 小 方 格 内 填 上 数 
-1, 由 于 剪 去 的 一 角 是 2x2 的 正方 形 ,其 数字 和 为 0, 于 是 剩 下 的 60 个 方 格 内 的 数字 和 为 0. 假 设 题 
目 要 求 可 达到 ,由 于 符合 要 求 的 每 块 卫 形 纸 片 中 的 数字 和 或 为 2 或 为 - 2, 并 设 其 中 有 x 块 内 的 数字 


和 为 2, 其 余 15 - x 块 内 的 数字 和 为 - 2, 因而 有 2x + ( - 2)(15 - x) = 0, 解 得 = = 蓝 不 是 整数 ,矛盾 . 
因此 , 题 设 要 求 做 不 到 . 

11. 设 章 = 414,…4h, 是 天 个 给 定点 的 凸 包 , 于 是 n<k. 设 0 是 内 部 一 点 ,对 每 个 i€ 11， 
2,…,n| ,连接 04; 并 延长 交 凸 100 边 形 的 周 界 于 点 Bi, 记 1 B,, B,,…, B, | 的 凸 包 为 M' , 则 易 证 所 
会 于 让 内 部 . 设 Mr = CC…C。 ,于 是 m<n<k, 注 意 到 所 有 C; 都 在 给 定 的 凸 100 边 形 的 周 界 上 ， 
考察 这 些 C; 所 在 凸 100 边 形 的 边 的 端点 集合 C, 则 161<2k#. 再 任 选 凸 100 边 形 的 2k - 1C1 个 项 点 
补 人 G, 则 6 便 愉 有 2 个 点 , 且 以 G 中 所 有 点 为 顶点 的 凸 2k 边 形 包含 C,, Ci，,…，, Cn ,当然 含有 


用 ,从 而 含有 所 有 大 个 给 定点 . 
EI 


12.(1) 因 3M1985 x 1987), 所 以 1985 x 1987 的 矩形 不 能 分 割 成 若干 个 
[TT 


了 形 ( 因 每 个 了 上 形 含 3 个 方 格 ).(2) 因 工 形 既 可 拼 成 2x 3 的 矩形 又 可 拼 成 
7x9 的 矩形 (如 图 ), 而 1987 x 1989 = 1980 x 1989 + 7 x 1989 = (2 x 3) x 2x3 
(第 12 题 ) 


3X2 


(990 x 663) + (7x 9) x 221, 故 知 1987 x 1989 的 矩形 可 被 分 割 成 若干 工 形 . 
13. 设 4 由 三 角形 的 三 个 顶点 及 三 边 中 点 共 6 点 组 成 的 点 集 , 则 4 中 
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任意 5 点 都 可 被 2 条 直线 所 覆盖 ,但 4 中 6 个 点 不 能 被 任何 两 条 直线 所 覆盖 . 故 所 求 的 最 小 正 整数 nn 
>6. 其 次 设 4 中 任意 6 点 都 可 被 2 条 直线 所 覆盖 , 取 定 4 中 6 点 , 则 必 有 2 条 直线 和 4 覆盖 这 6 
点 , 故 44 和 中 必 有 一 条 ( 记 为 1) 至 少 覆 盖 4 中 给 定 的 三 个 点 4 ,4 ,4;. 设 4 中 除 1 上 的 点 外 ,其 
余 点 组 成 的 集合 记 为 S. 若 1S1<2, 则 5 中 所 有 点 可 被 另 一 直线 上 所 覆盖 . 若 1S1>3, 则 在 S 内 任 取 3 
点 B ,Bi, Bs, 于 是 41 ,42 ,4; ,Bi , Ba: ,5 被 2 条 直线 所 覆盖 ,于 是 其 中 必 有 一 条 至 少 覆 盖 41 ,4: ,4， 
中 2 点 , 故 这 条 直线 只 可 能 是 4 . 设 另 一 条 为 1, 则 B,B,, B; 都 在 1 上, 即 5 中 任意 3 点 都 在 一 条 直 
| 线 上, 故 $ 中 所 有 点 都 在 同一 条 直线 上 上 , 即 两 条 直线 上 和 4 覆盖 4 中 所 有 的 点 . 综 上 所 述 ,得 所 
求 最 小 正 整数 n=6. 

14. 不 能 .假设 9 点 可 放 在 平面 内 的 11 条 直线 上 ,使 得 每 条 直线 上 恰 有 3 个 点 .我 们 定义 一 个 点 
的 权 为 通过 该 点 的 直线 的 条 数 .如 果 有 权 至 少 等 于 5 的 点 存在 ,那么 在 通过 这 点 的 5 条 直线 上 至 少 
还 有 10 个 点 ,这 与 一 共 只 有 9 点 矛盾 . 故 各 点 的 最 大 权 为 4, 且 由 3x1l-9x3=6 知 至 少 存在 6 个 权 
等 于 4 的 点 .考察 一 个 权 等 于 4 的 点 4, 则 其 余 8 点 必须 在 过 4 的 4 条 直线 上 , 且 每 条 直线 上 恰 有 2 
点 .并 且 这 8 点 中 至 少 有 5 个 点 的 权 等 于 4, 这 表明 存在 一 条 直线 1, 它 上 面 3 个 已 知 点 4, B,C 的 权 
都 等 于 4( 且 设 8 在 4 与 C 之 间 ), 故 共有 10 条 直线 通过 4,B,C 三 点 .用 p 表示 余下 的 一 条 直线 ,并 
| 用 X,Y,Z 表示 p 上 的 3 个 已 知 点 , 且 Y 位 于 X 和 Z 之 间 , 因 为 恰 有 9 个 点 放 到 过 4 的 4 条 直线 上 ， 
| 因此 异 于 /的 每 条 直线 恰 通 过 下 , 7, 2 中 一 个 点 ,类 似 地 ,过 B( 或 C) 的 异 于 ! 的 每 条 直线 也 恰 通 过 
六,Y,Z 中 一 个 点 .余下 3 个 权 为 3 的 点 必须 位 于 4,B,C 和 X,Y, 2 确定 的 9 条 直线 上 ,但 这 是 不 可 
能 的 .因为 直线 BX 和 C2 或 直线 BZ 和 CX 不 能 在 直线 47 上 相交 于 一 点 . 
习题 B 


15. 下 图 中 标 有 9 个 星 号 ,显然 满足 题 中 要 求 .而 在 图 中 标 上 9 个 对 号 “VV”, 无 论 在 棋盘 上 哪 格 
标 上 星 号 ,都 至 多 与 这 9 格 中 的 一 格 有 公共 边 或 公共 点 .由 此 可 知 ,为 了 满足 题目 的 要 求 , 至 少 要 在 9 
个 方 格 中 标 上 星 号 . 综 上 可 知 ,为 了 满足 题 中 要 求 ,最 少 要 标 上 9 个 星 号 . 
Nl He ll V 
以 J | 
¥ % % | 
以 V/ V/ 
(第 15 题 ) 
16. 设 第 ; 行 放 了 1 枚 棋子 ,于 是 有 之 nr =2n. 将 第 i 行 中 前 ,~ 1 点 (棋子 所 在 格 的 中 心 ) 与 最 
后 一 点 分 别 配 成 对 , 共 得 rm - 1 对 ,显然 这 r ~ 1 对 中 两 点 间 的 距离 两 两 不 等 ,从 1 到 n 求 和 ,使 得 n 


行 共有 点 对 数 为 立 (r -1) = n, 注 意 到 每 个 点 对 中 两 点 间 的 距离 只 能 取 1,2,…,nm -1 这 盖 -1 个 值 
之 一 ( 方 格 的 边 长 取 为 1) .由 抽 屋 原理 知 ,上 述 点 对 中 必 有 两 对 点 ,使 它们 中 两 点 间 的 距离 相等 . 显 


痪 下 路 监 下 下心 涟 二 局 芝 关 O 
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然 ,这 两 对 点 不 在 同一 行 ,当然 构成 一 个 平行 四 边 形 . 

17. 首先 ,不 妨 设 4 中 恰 有 5 个 点 4 ,4,43,44 ,4 ,考虑 4 的 凸 包 .(1)4 A 
的 凸 包 为 凸 五 边 形 4 4, 4; hs hs 时 ,对 角 线 4 4s 与 4144 将 凸 五 边 形 分 成 3 个 
小 三 角形 ,车 其 中 有 一 个 内 不 含 8 中 的 点 , 则 此 三 角形 即 为 所 求 , 若 每 个 三 角 
形 内 分 别 含有 8 中 点 8, , B8,, B;, 则 公 Bi B,B， 即 为 所 求 ,(2)4 的 凸 包 为 凸 四 
边 形 4 4 4; 44, 另 一 点 hs 在 此 西 四 边 形 内 ,考虑 4 个 小 三 角形 :人 4 4z4s， 
全 hhs ,全 妃 扩 hs , 公 44414s, 若 其 中 有 一 个 内 不 含 B 中 的 点 , 则 此 三 角形 4， yi 
即 为 所 求 .否则 每 个 三 角形 内 分 别 含 有 8 中 的 点 Bl , B,, B,, B,, 于 是 
公 BiB, B, 与 信 B BB, 中 必 有 一 个 不 含 点 hs ,故此 三 角形 即 为 所 求 .(3)4 的 
四 包 为 和 4 4 4 , 另 两 点 44 ,4s 在 全 4 4z4; 内 ,如 图 可 划分 为 5 个 小 三 角形 , 若 其 中 一 个 小 三 角形 
内 不 含 中 的 点 , 则 此 三 角形 即 为 所 求 .否则 每 个 三 角形 内 分 别 含有 引 中 的 点 如 , Bs, B: , Be , B: ,由 
抽 层 原理 知 ,其 中 至 少 有 3 点 在 直线 A,4s 的 同一 侧 , 不 妨 设 为 B,B,, Bs, 则 公 Bi B,B, 即 为 所 求 . 
其 次 , 若 4 中 的 点 多 于 5 点 , 则 可 用 适当 方法 选 出 4 中 5 点 组 成 的 子 集 4' ,使 4 的 是 包 不 含 4- 4' 的 
点 .对 4" 作 同样 的 讨论 ,可 证 结论 成 立 . 

18. 记 m = ,Min PP S=, SPD .(1) 若 4 点 中 有 3 点 共 线 ,不 妨 设 P , P; , P; 共 线 且 P, 在 


(第 17 题 ) 


局 与 户 之 间 , 于 是 PPi+ PP + 己 户 =4m, 从 而 S> 7m, 所 以 总 >7.(2) 若 4 点 的 凸 包 为 


全 PiPP, 另 一 点 Ps 在 全 Pi P,P 内, 则 人 P,PsP,, 和 P,PsPs, 和 人 PsP,P 中 至 少 有 一 个 > 十 x 
360? = 120? .不 妨 设 人 Pi PsP, >129, 于 是 PPB=PP+PP-2PP,'PPcsLPPP,= PP+ 
P,P: +2PiP,* PiPycos (18P - LPPP)> m + m + 2mzcos6D = 3mw,， 所 以 PP >y3m, 于 是 
总 >5+V5.3) 若 凸 包 为 凸 四 边 形 P,P P,P,, 则 书 户 户 户 有 一 个 内 角 >>120" 时 ,可 同 (2) 得 出 上 号 > 
5+Y3. 故 只 考虑 P P,P; P 的 每 个 内 角 小 于 120? 的 情形 ,因为 总 有 两 个 相 邻 内 角 之 和 沽 180?( 否 则 4 
个 内 角 之 和 < 360?, 矛 盾 ) ,不 妨 设 一 己 户 户 =a, 一 PP 户 P=B 且 w+ 有 B>180,a>B. 由 于 <120， 
故 B60 并且“48> 生 ,FP <4j8<1I5. 作 人 PPP 的 平分 线 交 PP, 于 D, 由 正弦 定理 有 忆 P, = 


p, SinZ Ps PD sinZ DP, P, 
? ZainZP DP; sinZ Pi DP 


PD+ DP, = P, + PP, > PiPsin LP;PD + PiP,sin /DPP, > 
2msin 多. 同 理 Pi Ps >2msin 各 , 故 PiPs+ PsP >2m(sin 多 +sin 生 ) = 2msin 48o0s 58> 


4sin45"cos15" = 2m(sin60? + sin30°) = (J/3+ Dm, 所 以 访 (1 +V3) +4=5 +V3. 总 之 , 访 >5+V3 恒 成 


立 , 并 且 当 Pi P, P,P, 是 有 一 个 内 角 为 60r 的 琴 形 时 等 号 成 立 , 故 所 求 的 最 小 值 为 S+Y3. 

19. 按 下 图 所 示 方式 取 点 Ti ,具体 方法 是 以 4 列 为 周期 每 4 列 都 取 10 个 点 . 因 1993 = 4x 498+ 
1, 所 以 mn = 10x 498+3=4983, 且 To 中 任何 4 点 不 是 某 个 正方 形 的 4 个 顶点 -可见 ,171 的 最 大 值 不 
小 于 4983. 下 面 证 明 对 任何 TC $,171 = 4984, 点 集 7 不 能 满足 题 中 的 要 求 . 


引 理 1 对 于 集合 S, = 1(x,y)1x,y=1,2,3| 的 任何 一 个 7 元 子 集 M, 其 中 总 有 4 点 是 一 个 正方 


形 的 4 个 顶点 ， 


HH 
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只 要 注意 到 5, 中 有 一 列 3 点 全 在 M 中 并 且 5, 还 有 一 列 中 至 少 有 1 中 2 点 即 知 结论 成 立 . 

引 理 2 对 于 集合 S = |(*,7)1s= 1,2,3,4,y = 1,2,3 引 的 9 元 子 集 4 ,其 中 总 有 4 点 是 一 个 正 
方形 的 4 个 顶点 . 

引 理 2 的 证 明 车 不 然 ,用 引 理 1 知 5, 第 1 列 和 第 4 列 中 各 有 3 个 点 属于 M ,另外 3 点 属于 中 
间 两 列 , 故 中 间 两 列 中 总 有 1 列 中 至 少 有 M 中 的 两 点 , 易 知 这 两 点 总 和 第 1 列 或 第 4 列 中 两 点 构成 
一 个 正方 形 的 4 个 顶点, 矛盾. 

引 理 3 设 S, =1(x,y)1x,y=1,2,3,4|, 则 S 的 任意 11 元 子 集 W 中 至 少 有 4 个 点 是 某 个 正方 
形 的 4 个 项 点. 

引 理 3 的 证 明 ”车 不 然 , 则 由 引 理 2 知 $ 的 第 1,4 两 行 和 第 1,4 两 齐 中 每 行 每 列 都 至 少 含 机 
中 的 3 点 ,并 且 3 点 中 至 少 有 一 点 是 * 角 点 ", 于 是 5, 中 的 4 个 角 点 至 少 有 2 个 在 M 中 ,至 多 有 3 个 
在 好 中 . 

(了 ) 设 W 中 恰 含 两 个 角 点 .这 时 ,两 个 角 点 必 为 大 正方 形 的 一 组 相对 项 点 (否则 有 一 边 上 无 角 点 
属于 MM) ,不 妨 设 为 (1,4) 和 (4,1) ,另外 两 个 角 点 不 在 M 中 , 故 边 上 的 另外 8 个 点 全 在 M 中 (因为 每 
边 上 至 少 有 M 中 的 3 点 ), 这 时 标 有 * 的 4 个 点 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 (图 a) ,矛盾 ， 


外 {b) 人 
《2) 设 M 中 恰 有 3 个 角 点 .不 妨 设 右 下 方 的 角 点 不 在 MM 中 ,这 时 第 1,4 行 和 第 1,4 列 上 M 中 的 


点 的 分 布 只 有 图 (b),(c) 中 两 种 情形 (否则 存在 4 点 是 一 个 正方 形 的 4 个 项 点 ,矛盾 ), 且 另外 两 点 只 
能 取 在 内 部 4 点 之 中 ,无 论 在 图 (b) 或 (c) 中 ,M 中 都 有 1 点 取 在 画 " x "的 位 置 上 ,从 而 又 导致 4 点 是 
一 个 正方 形 的 4 个 顶点 矛盾 .于 是 引 理 3 得 证 ， 

回 到 原 题 , 设 TC $S,171 = 4984, 但 是 7 中 任何 4 点 不 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 ,由 引 理 3 知 8 
的 任何 连续 4 列 组 成 的 4x4 的 子 集中 都 至 多 有 T 中 10 个 点 ,从 而 每 连续 4 列 中 都 从 有 7 了 中 10 个 
点 ,并 且 第 1 列 (或 第 1993 列 ) 的 4 点 都 在 M 中 (否则 171 达 不 到 498 x 10+4= 4984) ,不 妨 设 第 1 列 的 


宛 要 路 准 否 吓 心 磷 油 加 站 净 D 


往 互 路 监 下 捷 心 泣 吉 加 涉 将 O 


4 个 点 都 在 M 中 ,由 此 推出 第 5 列 中 的 4 个 点 也 在 M 中 ,并 第 2,3,4 列 还 
有 履 的 6 个 点 ,显然 任何 1 列 中 车 有 了 的 3 个 点 ,都 将 导致 有 4 点 是 一 个 
正方 形 的 4 个 顶点 , 故 第 2,3,4 列 的 每 一 列 中 恰 有 好 的 2 个 点 , 易 见 ,第 2， 
4 列 中 的 两 点 若 相 邻 或 为 上 下 两 端点 ,都 将 导致 有 4 点 是 一 个 正方 形 的 4 
个 顶点 , 故 2,4 两 列 中 的 两 点 只 能 为 1,3 两 点 或 2,4 两 点 ,并且 这 两 列 中 又 
不 能 相同 ,不妨 设 4 点 如 图 (d) 所 示 , 这 时 第 3 列 中 属于 了 的 两 点 不 论 在 哪 


d 
个 位 置 ,都 将 导致 有 4 个 点 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 ,矛盾 . 综 上 可 知 ,所 S 


求 171 的 最 大 值 为 4983. 

20. 首先 , 易 作出 3 个 恰当 放置 的 四 边 形 ,使 过 原点 的 任意 直线 都 至 多 与 其 中 两 个 相交 ( 作 图 
栈 ) , 故 所 求 最 小 的 m 宕 2. 其 次 ,因为 多 边 形 只 有 有 限 个 , 故 其 中 必 有 一 个 对 原点 的 张 角 最 小 , 记 这 个 
多 边 形 为 M, 张 角 为 a, 记 M 对 原点 的 张 角 a 的 两 边 所 在 直线 为 上 和 /> ,下 面 只 要 证 明 任 意 多 边 形 
都 至 少 与 4 或 4 中 一 条 相交 , 则 所 求 最 小 的 m =2. 事 实 上 , 设 用 为 任意 异 于 的 多 边 形 , 由 题 设 应 
有 一 条 过 原点 的 直线 ! 与 政和 小 都 相交 .显然 1 在 角 a 内 或 与 4 , 中 一 条 重合 , 若 1 与 4 或 4 重 
合 , 则 已 得 证 .车 ! 在 张 角 内 ,由 于 对 原点 的 张 角 >>a, 故 必 有 一 条 过 原点 的 直线 了 与 M' 相 交 , 且 /在 
角 a 外 ,或 1 与 ,4 之 一 重合 ,车 下 与 1 ,1 之 一 重合 , 则 问题 已 得 证 .着 1 在 a 之 外 ,恰好 意味 着 1 ， 
之 一 在 1 与 1 之 间 , 故 必 与 MM 相 交 , 证 毕 . 

21. 设 n=2m+1, 考 虑 奇数 行 , 则 每 一 行 有 m + 1 个 黑 格 , 共 (m +1)? 个 黑 格 ,并 且 这 (m+ 1 
个 黑 格 中 任意 两 个 黑 格 不 能 被 同一 块 “多 米 诺 " 覆 盖 . 因 此 ,至 少 要 ( m + 1)? 块 “ 多 米 诺 " 才 可 能 覆盖 
棋盘 上 的 所 有 黑 格 , 且 下 >3Cm+1)?, 但 n=1,3,5 时 , 均 有 3(m+1)* > 到 ,所 以 mn>7. 下 面 用 数学 
归纳 法 证 明 : 当 n>7 时 ,(m+1)? 块 “多 米 诺 " 可 以 覆盖 棋盘 上 的 所 有 黑 格 . 当 n=7 时 , 按 §5 例 14 
中 图 6- 43 的 作法 知道 7x7 的 棋盘 去 掉 一 个 白 格 后 , 剩 下 48 个 方 格 可 用 16 = (3+1)? 块 “多 米 诺 " 互 
不 重 全 的 覆盖 .假设 当 n= (2m - 1) 时 ,在 (2m - 1) x (2m - 1) 的 棋盘 上 可 用 m? 块 “ 多 米 诺 "覆盖 棋 
盘 上 的 所 有 黑 格 ,将 (2m + 1) x (2m + 1) 棋 盘 分 成 (2m ~ 1) x (2m - ID) ,(2m -1)x2,2x(2m+1) 三 
部 分 ,由 于 (2m - 1) x 2 的 矩形 又 可 分 成 m -2 个 正方 形 和 一 个 2x 3 的 矩形 ,于 是 (2m - 1) x2 中 的 
黑 格 可 用 (m - 2) +2= m 块 "多米诺 "覆盖 . 同 理 ,2 x (2m + 1) 的 矩形 可 分 成 m - 1 个 正方 形 及 一 个 
2x 3 的 矩形 , 它 可 用 (m - 1) + 2= m +1 块 “多 米 诺 "覆盖 ,因此 (2m + 1) x (2m + 1) 的 棋盘 可 用 
而 二 见 + (+1)= (m+1)? 块 多米诺" 覆盖 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

22. 充分 性 .如 图 设 81mn, 情 形 1, 若 m,n 都 为 偶 
数 ,不 失 一 般 性 ,假设 41m,21n, 两 个 给 定 的 L 形 可 组 成 


一 个 4x2 的 短 形 , 生 表 mn 这 样 的 4x 2 矩形 可 以 组 成 一 


个 mx n 逢 形 ;情形 2,m,n 中 有 一 个 为 奇数 ,不 失 一般 
性 , 设 m 是 奇数 ,于 是 81n. 因 为 m>1, 故 m3, 而 如 图 


每 个 3x 8 的 矩形 可 全 部 分 割 成 了 形 图 形 ,并 用 这 样 的 3 (第 22 题 ) 
x8 甜 形 可 组 成 3x n 的 矩形 . 若 m=3, 则 充分 性 得 证 .否则 ,因为 m ~ 3 为 偶数 , 故 余下 的 (m -3) x 
n 矩形 能 像 情形 1 一 样 被 一 些 二 形 图 形 无 重 矢 覆 盖 .， 


必要 性 . 设 mx n 矩形 能 被 L 形 图 形 无 重 到 的 覆盖 ,因为 每 一 个 L 形 图 形 内 有 4 个 单位 正方 形 ， 
所 以 41mn .不 失 一 般 性 ,假设 21n, 且 将 m x n 矩形 的 m 行 按 行 交替 地 染 成 黑白 两 种 颜色 ,任何 一 


块 工 形 图 形 将 畴 盖 奇 数 个 黑 格 ,因为 一 共有 nx | ] 个 黑 格 , 且 nx [他 ] 为 偶数 , 故 必须 用 偶数 块 


(例如 2k 块 )L 形 图 形 才 能 覆盖 m x n 和 矩形 ,所 以 mn = 8k. 

23. 首先 平面 内 6 点 是 一 个 正 五 边 形 的 5 个 顶点 和 它 的 中 心 时 ,以 这 6 点 为 顶 
点 的 所 有 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 , 故 所 求 正 整数 n>7. 其 次 , 若 存在 平面 7 点 (其 
中 任意 3 点 不 共 线 ) ,使 以 这 7 点 为 顶点 的 所 有 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 . 记 这 7 点 
的 集合 为 .不妨 设 E 中 距离 最 远 的 2 点 为 4、B. 分 别 以 A、B 为 中 心 ,4B 为 半径 
作 圆 驱 相交 于 MW 、N 两 点 . 记 4 = UNU NBN, = 线段 MN. 任 取 PE E, Ph4， 
PB, 则 人 PA4B 为 等 腰 三 角形 .于 是 下 列 三 种 情形 至 少 有 一 个 成 立 :QD PA = PB< 
AB;@PA = 4B>>PB;@PB= 4B> PA, 所 以 PE 1 Ub. 因 为 中 无 三 点 共 线 , 故 
已 上 至 多 有 正中 2 点 ,于 是 信 、 页 、 仿 、 詹 (不 含 端点 ) 内 至 少 有 瑟 中 7-2-2=3 
点 .不 妨 设 BO 上 有 E 中 一 点 C(CzzB8, Cz 和 N), 且 人 内 无 E 中 的 点 ,再 分 别 以 4、C 为 中 心 , 以 4C = 
AB 为 半径 作 圆 弧 交 于 M' 、V 两 点 . 记 4 = 和 AN U 天 CN ,4 = 线段 MN , 同 理 EE 中 的 点 全 部 属于 
U4 所 以 ES(WUA)N(4UW), 且 色 内 无 E 中 的 点 .所 以 E StUCNU 
141U104U17TIU1RH, 其 中 0 点 是 4 与 4 的 交点 ,7T 是 4 与 和 UA 的 交点 ,R 是 


与 久 的 交点 . 记 8S, = 生 BU17},S, = CNU 1RI, 则 S,U S 上 至 少 及 中 不 同 于 
4.B.C 的 7-3-1=3 个 点 .所 以 5, 或 S 上 至 少 有 已 中 不 同 于 4.B、C 的 2 点 ， 
不 妨 设 S 上 有 已 中 不 同 于 4、B、C 的 两 点 P、Q, 则 只 有 下 列 两 种 情形 : (1) PE 


N,QE CN. 因 为 人 PBC 为 等 腰 三 角形 , 且 PB > BC, 所 以 PC = BC. 同 理由 人 QBC 
为 等 本 三 角形 ,得 QC = BC. 所 以 CP= C09, 即 C 在 PO 的 中 秋 线 上 ,但 PQ 的 中 磁 (第 如 题 图 2) 


线 只 通过 4 而 不 通过 C, 矛 盾 .(2) PE CN, 0 = R, 同 (1) 可 得 PC = BC. 又 人 RBC 为 等 腰 三 角形 ,日 BR 
= BN> BC, 所 以 RC= BC, 所 以 RC = PC = BC. 在 ABCP 与 ABCR 中 ,BC= BC, PC = RC, 人 人 BCP> 
一 BCV> 人 BCR, 所 以 BP> BR. 这 与 BP< BN = BR 矛盾 ,可 见 平面 内 不 存在 7 点 (其 中 任意 三 点 不 
共 线 ) ,使 以 这 7 点 为 顶点 的 所 有 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 . 综 上 知 , 所 求 最 小 正 整 数 n=7. 

24. 如 果 等 腰 三 角形 具有 两 条 好 边 , 则 简称 为 "好 三 角形 ". 设 人 4BC 是 一 个 “好 三 角形 ", 且 4B、 
BC 为 好 边 ,那么 在 4 与 8 之 间 , 存 在 P 的 奇数 条 边 ,对 8 与 C 也 一 样 .我 们 称 这 些 边 属于 “好 三 角 
形 "4BC. 在 这 些 组 的 每 一 组 , 至少 有 一 边 不 属于 其 他 “好 三 角形 ”, 这 是 因为 顶点 在 4 与 8 之 间 的 “好 
三 角形 "有 两 条 等 长 的 边 , 从 而 有 偶数 条 边 属于 它 . 除 去 属于 任意 其 他 “好 三 角形 "的 所 有 边 ,这 时 必 
留 有 一 边 不 属于 其 他 “好 三 角形 " ,我 们 指定 这 两 边 (每 组 中 一 条 边 ) 属 于 三 角形 4BC .对 每 个 “好 三 角 


形 ”, 我 们 指定 一 对 边 , 且 没 有 两 个 “好 三 角形 "共享 指定 的 边 .推出 在 这 种 分 割 之 下 ,最 多 及 x 2006 


(第 23 题 图 1) 


兽 互 路 监 相生 性 还 汪 由 站 症 O 


识 瑟 路 此 下 十 怀 注 沿 朵 洪 症 O 


= 1003 个 “好 三 角形 ". 而 且 , 容 易 画 出 达到 这 个 值 的 分 割 : 设 正 2006 边 形 为 4 4 … hxos, 连 的 2003 


条 对 角 线 为 4z1-1 hzi1(i=1,2,…,1003, 其 中 4am = 4 ) 及 44orta3(i= 1,2,，，1000), 这 时 恰 有 1003 
个 "好 三 角形 ": 和 4 ,4ai4aist(i= 1,2……1003, 其 中 hm = h1). 故 最 多 有 1003 个 有 两 边 是 “好 边 ” 
的 等 腰 三 角形 . 


25. 所 有 符合 要 求 的 数 对 m,n 是 满足 31m,41n 或 31n,4lm 或 121m,nz1， 
2,5 或 121n,m 尖 1,2,5 的 所 有 正 整 数 对 .假设 一 个 m x n 的 矩形 能 被 钓 形 所 覆盖 . 
对 任何 钩 形 4 ,存在 唯一 的 钧 形 B, 使 得 它 的 “末端 "的 一 个 正方 形 覆盖 4 的 “内 部 ” 
的 一 个 正方 形 .同时 ,8 的 “内 部 "的 正方 形 必须 被 4 的 “未 端 "的 一 个 正方 形 覆盖 . 
这 样 ,在 m x mn 的 一 种 覆盖 中 ,所 有 的 钩 形 两 两 配对 ,只 有 两 种 可 能 的 方法 放置 B， 
使 得 它 与 4 既 不 重合 也 没有 空 阶 . 一 种 是 4 和 刁 形成 一 个 3x4 的 矩形 , 另 一 种 是 
形成 一 个 八 边 形 , 边 长 依次 为 3.2,1.2,3、2、1、2( 如 图 ). 因 此 ,一 个 m x n 的 矩形 能 
被 钩 形 柳 盖 当 且 仅 当 它 能 被 如 上 两 种 12 个 方形 的 块 所 覆盖 .假定 这 种 覆盖 存在 ， 
则 121mn. 现 在 我 们 证 明 m、n 中 至 少 有 一 个 能 被 4 整除 .用 反 证 法 .假设 m、n 均 
不 能 被 4 整除 , 则 由 41mn 知 mm、n 均 为 偶数 ,将 m x n 的 矩形 分 成 单位 正方 形 ,将 (第 25 题 } 
行 和 列 分 别 标 上 号 码 1,2,…,m 及 1,2,…,n. 给 单位 正方 形 (i,j) 按 如 下 方式 赋值 : 值 为 i\j 中 能 被 4 
整除 的 数 的 个 数 (因此 值 可 以 为 0.1.2) .由 于 每 一 行 和 每 一 列 的 单位 正方 形 的 数目 均 为 偶数 , 故 所 有 
赋值 之 和 为 偶数 .每 一 个 3x 4 的 矩形 覆盖 的 数 的 和 为 3 或 7, 另 一 种 12 个 方形 的 块 覆 盖 的 数 的 和 为 
5 或 7. 因 此 12 个 方形 的 块 的 总 数 是 偶数 ,从 而 mn 能 被 24 整除 ,因而 能 被 8 整除 ,与 m、n 均 不 能 被 | 
4 整除 矛盾 .注意 到 mm ,mn 均 不 能 为 1.2.5. 因 此 ,有 一 个 覆盖 可 能 , 则 3 能 整除 mn 之 一 ,4 能 整除 m、 
n 之 一 , 且 m,n 矣 11,2,5} .下 面 证 明 满足 这 些 条件 的 m、n,m x n 的 矩形 可 被 钧 形 所 获 盖 .事实 上 ， 
只 用 3x4 的 矩形 即 可 .车 31m,4ln 或 31n,41m, 则 mxn 可 用 3x4 的 矩形 覆盖 . 现 设 121m, ni1， 
2,5|( 或 121n,m 矣 11,2,51), 不 妨 设 3m,4+m( 否 则 归 为 前 一 情形 ) .由 于 3+n,4hn, 故 mn>7 且 -4， 


z -8 中 至 少 有 一 个 能 被 3 整除 .因此 m x n 可 被 mx3,mx4 的 矩形 覆盖 ,从 而 能 被 3 x 4 的 矩形 种 
盖 . 
D C 


26. 引 理 ” 若 正方 形 WW 被 单位 正方 形 7 所 覆盖 ,如 果 WW 的 面积 大 于 省 本 ™ 


( 边 长 大 于 到), 则 了 的 中 心 0 必 在 四 内 ， 


| AH 
引 理 证 明 ”用 p(W ,表示 点 以 到 直线 1 的 距离 ,由 于 正方 形 四 的 任 一 A | 
双 对 边 的 距离 弟 大 于 二 ,因此 ,车 WW 的 四 边 所 在 直线 为 ,4.44 而 点 Mh le | 


满足 :p(Mo,4) < 二 (i=1,2,3,4) 时 , 则 点 Mo 必 在 外 内 .(1) 当 正方 形 WW 与。 ”( 第 26 题 ) 


单位 正方 形 的 边 平行 时 , 则 了 的 中 心 0 显然 满足 p(0,4) < 二 ,i=1,2,3,4, 因 此 0 必 在 WW 内 .(2) 
若 正方 形 W 与 单位 正方 形 7 的 边 不 平行 , 设 正方 形 7 的 内 切 因 0 切 正方 形 7 的 边 于 四 点 8、F、G、 
要 ,其 半径 r= 和 ,与 0 相交 或 相 切 的 任 一 直线 1, 沸 有 p( 0,D)< 二 ,假若 正方 形 WW 有 一 条 边 久 ,其 


所 在 直线 不 与 OO0 相交 , 设 lo 含 于 曲 边 三 角形 4EF 内 ,将 io 向 @0O 方向 平移 至 ,使 与 @O 相 切 于 
点 P, 设 直线 /分别 交 4AB、AD 于 M,N, 则 边 长 lh< MN, 而 MP = ME Aa,NP= NFAB, 则 4M= 支 - 


a,AN= 二 -MN =a+B,a8z#0, 在 RtAAMN 中 ,NE = MP + AN', 即 (a + 8)? = (于 -路 + 
(去 -8) ,所 以 a+ B= 十 -298< 十 , 即 MN< 士 ,从 而 WW 的 边 长 < 二 ,了 盾 .因此 WW 的 每 条 边 
所 在 直线 均 与 @0 有 交点 ,所 以 p(0,4)< 去 ,i=1,2,3,4, 从 而 0 在 正方 形 WW 内 , 回 到 本 题 ,如果 5 
> 讨 , 取 两 个 面积 为 宇 的 正方 形 U,V, 因 谱 > 于, 据 引 理 知 ,无 论 正方 形 U,V 以 何 种 方式 放 入 单位 
正方 形 7 中 ,7 的 中 心 0 必 是 U,V 的 公共 内 点 . 当 5< 十 时 ,我 们 可 以 仿照 例 13 中 的 证 明 方法 来 证 
明 ,总 面积 为 二 的 任何 有 限 多 个 正方 形 , 必 可 放 人 一 个 单位 正方 形 中 ,使 得 任 两 个 小 正方 形 都 没有 公 


共 的 内 点 .从 而 求 得 $ 的 最 大 什 为 让 


27. 首先 我 们 不 妨 设 M 有 三 个 顶点 位 于 人 4BC 的 边 上 ,或 M 有 一 个 顶点 与 人 4BC 的 某 顶点 重 


合 (比如 8),M 的 另 一 顶点 位 于 8B 的 对 边 上 (如 图 ). 
B . 


A B, C 4 B, B 
(第 27 题 ) 
设 初始 状态 下 一 4C, B, = % ,我 们 分 别 将 M 绕 C, 顺 时 针 和 逆 时 针 旋 转 . 设 顺 时 针 转 8 时 杂 第 
一 次 出 现 某 一 边 与 人 4BC 某 一 边 平行 , 逆 时 针 转 3, 时 于 第 一 次 出 现 某 一 边 与 A4BC 某 一 边 平行 . 
对 gb,0],9=b-00=b+6, 设 M 首 先 绕 Ci 旋转 到 相应 的 9 角度 ,然后 再 分 别 作 以 4 
和 B 为 中 心 的 位 似 变换 ,使 得 W 的 像 ( 记 为 1 ) 的 相应 的 两 顶点 重新 分 别 位 于 4C 和 BC 上 , 设 C,B， 
= mf(0),41B, = mf(0),f(9,)=1, 其 中 m、n 分别 是 初始 状态 下 相应 的 距离 . 令 = 人 B+ 人 CBA 


汶 定 值 ), 则 4C = AB + BC = 30 开罗 sn(p -90). 故 (90) -= 


ACsin A*sin C ACsin A'sin C 


nn C+ nsin(p -ranZA” asin(9+ gi)“' 其 中 vp 为 常数 ,由 于 sin(9+ 9 ) 为 上 四 
函数 , 故 其 必然 在 端点 达到 最 小 值 . 故 maxl/(g ) ,Kb.)i> Ab) = 1, 故 岂 或 ,与 用 相似 比例 党 
数 不 小 于 1, 并 且 位 于 人 ABC 中 ,由 此 即 证 得 了 结论 .对 于 第 二 种 情况 可 以 类 似 讨论 . 设 BB, = mf 


效 也 中 监 下 和 匡 导 泣 庆 回 涉 疾 O 


离 瑟 中 浴 否 丘 尼 活 灌 巾 式 症 O 


(9) ,7(b) = 1, 则 4B, = 刘 esing,CB = an(LB-6), 从 而 4C= an + 


(AZB- 0) = 下 四 93 二 保 ), 其 中 am 部 是 常数 ， ne 


asin(O+ 2) 
地 可 得 出 证 明 . 

28. 记 这 些 圆 的 圆心 分 别 为 41 ,4，，,…,4, ,不 妨 设 4 4; 是 这 nn 个 点 的 
直径 ( 即 两 两 之 间距 离 的 最 大 值 ), 过 4 、4, 分 别 作 4 4 的 垂 线 六 , 则 
A ,…,A 均 在 Li 和 1, 之 间 的 “ 带 形 "内 ,以 4, 为 圆心 .2 为 半径 作 半圆 ,在 
4 上 的 交点 分 别 记 为 E、, 则 该 半圆 包含 了 全 体 与 4, 距离 不 大 于 2 的 贺 
心 .于 是 , 若 以 4 为 圆心 ,3 为 半径 作 半圆 ,与 上 交 于 点 B.C, 再 向 左 作 宽 为 
1 的 矩形 MNFE ,最 后 添上 两 个 四 分 之 一 圆 BME 及 圆 FNC, 如 图 1 所 示 , 则 
此 图 形 包含 了 圆心 与 4 之 距离 不 大 于 2 的 全 体 单 位 圆 .该 图 形 BMNCB 的 


面积 记 为 8 , 则 S = 于 -了 + 等 .24 4x 1= Sx+4. 又 由 条 件 知 ,其 余 不 在 半 《第 如题 图 1 


圆 内 的 所 有 圆心 两 两 之 间 的 距离 必 不 超过 2( 否 则 , 若 有 44 > 2, 而 414; > 2， 
41 包 >2, 则 O41 ,4 ,4 两 两 相 离 ,矛盾 ), 于 是 , 剩 下 的 圆心 组 成 的 点 集 的 
直径 <2. 易 知 一 个 边 长 为 2 的 正方 形 可 以 黎 盖 这 些 圆心 ,于 是 在 该 正方 形 外 加 
一 个 “ 框 ”, 如 图 2 所 示 ,“ 框 "是 4 个 宽 为 1 的 矩形 和 4 个 四 分 之 一 圆 , 则 剩 下 所 
有 圆 都 在 这 个 区 域内 . 记 这 个 区 域 的 面积 为 3 ,于 是 , S; =2# +4x2+x= x+ 
12, 所 以 这 些 圆 覆盖 的 面积 S< 5, + S: =5r+4+x+12=6r+16<35. 
29. 因为 两 条 平行 带 所 覆盖 的 区 域 要 大 于 两 条 相交 带 所 覆盖 的 区 域 ,故我 ” (第 28 题 图 2) 

们 可 以 假设 任何 两 条 带 都 互相 不 平行 .建立 平面 直角 坐标 系 ,使 任何 带 的 底 边 不 垂直 * 轴 . 于 是 按 带 
的 底 边 的 斜率 分 为 4 个 区 间 :( - %, -1),[ -1,0),[0,1],(1, + wm ]. 因 为 所 有 带 的 宽度 之 和 为 16. 故 
由 抽 层 原理 知 , 必 有 斜率 在 4 个 区 间 之 一 内 的 所 有 带 的 宽度 之 和 不 小 于 4. 不妨 设 这 个 斜率 区 间 为 
(- m,- 1 ,并 将 长 带 按 其 斜率 由 小 到 大 依次 记 为 Si, 5,，…, 5, .首先 将 5, 平移 使 其 下 底 边 过 原点 
0, 上 底 边 交 * 轴 于 点 8 .再 平移 $; 使 其 下 底 边 过 Bi ,上 底 边 交 * 轴 于 书 ，… 对 > 1 平移 带 St， 
使 其 上 底 边 过 B,.1 ,下 底 边 交 4 轴 于 B(k=1,2,…,n, 且 B= 0). 且 设 带 5, 的 上 底 边 交 y 轴 于 4. 


， 于 是 人 4Bo B, 被 SU SzU…US, 覆盖 .因为 这 些 带 的 斜率 均 属 于 ( - wm, -1). 故 BoB.4 > 45", 所 


以 4B。 > Bo B, 4. 在 BoB, 及 Bo4 上 分 别 取 点 及 和 水 使 部 4 = BoB =4. 则 Si US U…US, 完全 


覆盖 等 腰 直 角 三 角形 41B, BF . 且 人 A'Bo B' 的 内 切 加 半生 += 如 人 + 一人 区 4+4+ -412 -4- 


2Y2>1. 故 5S, ,S:,…,S, 完全 覆盖 一 个 半径 等 于 1 的 圆 . 
30. 分 如 下 两 种 情形 讨论 :(1) 当 e。=f=1 时 , 设 4C 与 BD 相交 于 点 8, 记 AE=m, CE=n,BE= 


p;DE = g;, 则 m+n=p+g=1. 由 对 称 性 ,不 妨 设 p>m>>n>g, 易 知 mm 四 . 当 p< 坚 昌 Stewart 


定理 得 户 + mm = n+bm>2ab Vm,g + m= emt+d n>2od Vm.PW 4abcdmn < (p? + mn) 


(+m)=p9+mp + +m=m+(m- m=m: 


1+{V 而 -如 )] .因为 mm< 人 + -了 工 , 又 当 x 与 1- x 越 接近 员 
Vm 4 4 灰 

时 (1- xz)(0<x<1) 越 大 (因为 四 = (Ca+ 5 (a- 久 ), 故 由 p< 粳 ,4 
数 

=1-p 知 mm> 由 > 将 0- 昌 ) =- 呈 -这 .于 是 /两 -- 息 < 二 -2 
ee ee (第 30 题 图 上 入 
合 

全 由 Ptemtpnz2d Vm 及 Vmm2V 风 >4 得 2d<- 人 + 上 


后 
V 而 <27 + 村 (人 = 开 +x 在 ( 9, 于 ] 上 天 增 ) <2(1- 主 ) + 二 = 


-2Y3, 所 以 ds<2-Y3. 又 0<as1,0<b<1, 于 是 abod<2-V3. 当 和 48BD 
为 边 长 为 1 的 正三 角形 , C 在 一 BMD 的 平分 线 上 , 且 4C = 1 时 ,等 号 成 立 . 
(2) 当 minie,fl <1 时 ,(i) 车 a.5、e、d 均 小 于 1, 则 此 时 恰 有 一 条 对 角 线 的 
长 为 1. 不 妨 设 。= 4C = 1, 于 是 BD <1. 此 时 作 二 4BC 的 平分 线 的 反 向 延长 (第 30 题 图 2) 
线 ,并 在 上 面 取 一 点 B' . 易 知 44BB' ,CBB ,和 DBB' 均 大 于 90P, 从 而 4AB” £ 

> 4B,CB' > CB,BD> BD, 取 点 B ,使 maxi AB', CB',DB'} = 1. 此 时 , 若 
DB' =1, 则 由 (1) ,得 abcd < 4B'' BC cd<2-Y3. 否 则 若 AB =1 或 CB = 1， 
问题 化 为 如 下 ( 记 ).() 若 a、b、c、d 中 至 少 有 一 个 为 1, 不 妨 设 CD = c=1. 分 
别 以 C.D 为 圆心 ,1 为 半径 作 圆 弧 , 交 于 点 P( 与 4、.8 在 CD 同 侧 ), 则 4、B |; 
在 此 区 域 的 内 部 或 边界 上 . 若 点 8 在 区 域 的 内 部 , 作 玉 4BC 的 平分 线 的 反 C D 
向 延长 线 , 交 圆 弧 于 点 及 , 若 点 4 在 区 域 的 内 部 , 作 一 BA4D 的 平分 线 的 反 (第 30 题 图 3) 

向 延长 线 , 交 圆 弧 于 点 4'( 若 点 4、B 已 经 在 圆 弧 上 ,就 不 必 再 作 了 ,但 4、B 


不 可 能 同时 在 圆 弧 上 ), 若 Br 、4' 分 别 在 仿 、BD 上 .因为 4B < 4B <AP， 8 

BCg B'C,AD<4'D, 目 等 号 不 可 能 同时 成 立 ,而 4C = BD=1, 于 是 由 (1) 

知 abed < 4'B .BC.CD:D4'<2-Y3. 若 刀 、4' 在 同 条 加 弧 上 ,不 妨 设 在 人 

BP 上 ,此 时 4B < 4'P. 把 B' 调 整 到 P, 由 (1), 得 abcd < 4'P: PC.CD.D4' 

<2 -V3. 综 上 便 知 ,abcd 的 最 大 值 为 2-V3. C 万 
(第 30 题 图 4) 


Cc D 


模拟 实战 七 
习题 A 


1. 每 点 至 多 连 出 m - 1 条 线段 且 当 每 点 连 出 1 条 线段 时 ,图 中 共 连 有 去 ml 条 线段 , 故 必 为 
偶数 .可 见 ,每 点 都 连 出 条 线段 的 必要 条 件 是 1<1< m -1 上 且 im 为 偶数 ,下 面 我 们 证 明 这 个 条 件 也 


离 互 中 入 荡 玫 性 泗 江 巾 兴 交 oO 


是 充分 的 .将 mm 个 点 从 1 到 严 编号 ,并 依次 排 在 一 个 圆周 上 使 之 将 圆周 m 等 分 ,并 设 每 等 分 的 长 度 
等 于 1. 当 为 偶数 ,对 于 任何 -定点 ,都 将 它 沿 贺 弧 与 它 距离 不 超过 二 的 每 点 连 一 线段 , 则 每 点 从 与 
1 个 点 连 有 线段 ,满足 题 中 要 求 . 当 1 为 奇数 时 ,m 为 偶数 ,这 时 1- ! 为 偶数 ,于 是 像 上 面 一 样 可 使 每 
点 与 1- 1 个 点 连 有 线段 ， mm 为 偶数 , 故 圆 上 的 点 可 分 为 对 组 ,每 组 两 点 是 图 的 直径 的 两 端 
点 ,只 要 再 把 每 组 两 点 连 一 条 线 就 行 了 . 

2. 把 pi,Py,… ,ps1 这 nn 一 1 点 中 任何 两 点 间 连 一 条 线段 , 共 连 C2_, 条 线段, 且 这 种 连 法 显然 满 
足 题目 要 求 . 另 一 方面 , 设 点 pi ,ps 之 间 无 线段 相连 ,于 是 ,其 余 n -2 点 中 任 两 点 间 都 有 线段 相连 . 
否则 , 必 有 3<i<j<n, 使 点 p; 与 p; 之 间 无 线 相连 ,于 是 4 点 1P ,PP , 记 , 记 | 不 满足 题目 要 求 , 此 外 ， 
对 任意 i(3<i<n), 点 pi 至 少 与 p ,ps 中 之 一 点 连 有 线段 ,否则 又 将 导致 4 点 不 满足 题目 要 求 . 这 
样 ,满足 题 中 要 求 的 一 组 连 线 的 条 数 不 少 于 C3.，+ n -2 = C3.,. 综 上 可 知 ,m 的 最 小 值 为 C-，. 

3. 图 中 共有 C; = 35 个 三 角形 . 设 其 中 同色 三 角形 有 广 个 , 非 同色 三 角形 有 gy 个 ,于 是 万 + 
1 =35. 设 图 中 7 个 顶点 为 4 ,4 ，…- ,47 ,由 顶点 4 出 发 的 红色 线 有 %, 条 , 蓝 色 线 有 6- x; 条 ,以 A 
为 顶点 的 异 色 角 的 个 数 为 xs (6 - ,从 而 图 中 异 色 角 的 总 数 为 半 x: (6 - x), 但 是 ,同色 三 角形 中 无 


异 色 角 ,每 一 个 非 同色 三 角形 内 从 有 2 个 异 色 角 ,所 以 1 = 二 名 (6-%) < 村 凡 [ 王 + 二 = 


坝 吕 9= 二 x7x9=31 址 , 即 g1<31, 故 户 =35- 6r>4, 即 图 中 至 少 有 4 个 同色 三 角形 . 


4. 固定 一 个 城市 ,并 将 另外 和 个 城市 中 每 个 城市 与 该 市 用 一 条 航线 相 
连 ,使 满足 题目 要 求 . 另 一 方面 ,将 50 个 城市 用 航线 连 起 , 至少 要 49 条 航线 . 
综 上 知 最 少 要 49 条 航线 . 

5. 从 一 个 城市 4 最 多 到 达 3 个 城市 ,这 3 个 城市 每 个 最 多 与 另外 两 个 城 


| 市 有 航线 ,可 见 全 国 最 多 有 1+ 3+2x 3 = 10 个 城市 . 另 一 方面 ,如 图 有 10 个 


城市 和 15 条 航线 ,每 个 城市 恰 与 3 个 城市 有 航线 且 满 足 到 达 任 一 城市 至 多 换 
乘 一 次 的 要 求 . 故 知 所 求 的 最 大 值 为 10. 

6. 所 求 n 的 最 大 什 为 8. 当 n=8 时 ,如 图 所 示 的 例子 满足 要 求 ,其 中 4,， 《第 5 题 ) 
妨 ,…, hs 表示 8 个 学 生 ,4; 与 入 连 线 表示 和 4 与 认识 ,否则 不 认识 .下 设 
个 学 生 满足 题 设 要 求 ,来 证 明 n<8. 为 此 , 先 来 证 明 如 下 两 种 情况 不 可 能 
出 现 :(1) 若 菜 人 4 至 少 认识 6 个 人 , 设 为 B，,…， Bs, 由 Ramsey 定理 ,这 6 个 
人 中 存在 3 个 互 不 相识 (这 与 已 知 任意 3 个 人 中 有 2 个 相识 矛盾 ); 或 存在 3 
个 人 互相 认识 ,这 时 4 与 3 个 人 共 4 人 两 两 互相 认识 , 亦 与 已 知 蔬 盾 .(2) 车 
某 人 4 至 多 认识 a-5 个 人 , 则 剩 下 至 少 4 个 人 均 与 4 不 相识 ,从 而 这 4 个 
人 两 两 相识 , 蔬 盾 .其 次 , 当 n> 10 时 ,(1) 与 (2) 必 有 一 种 情况 出 现 ,故此 时 
不 满足 要 求 : 当 n=9 时 ,要 使 (1) 与 (2) 均 不 出 现 , 则 此 时 每 个 人 恰好 认识 其 。 (第 6 题 ) 


他 5 个 人 ,于 是 这 时 9 个 人 产生 的 朋友 对 (相互 认识 的 对 子 ) 的 数目 为 2 兴味 N，, 矛 盾 ! 由 上 可 知 , 满 


足 要 求 的 只 有 n<8. 综 上 ,所 求 n 的 最 大 值 为 8. 

7. 用 30 个 点 代表 30 个 委员 ,如 果 两 位 议员 是 朋友 ,就 在 对 应 两 点 间 连 一 条 红线 ,如 果 两 位 议员 
是 政敌 ,就 在 对 应 两 点 间 连 一 条 蓝 线 , 显 然 好 委员 会 的 个 数 就 是 同色 三 角形 的 个 数 .每 个 非 同色 三 角 
形 内 有 2 个 异 色 角 , 图 中 从 每 点 出 发 有 6 条 蓝 线 ,23 条 红线 ,构成 23 x6= 138 个 异 色 角 ,所 以 非 同色 


三 角形 有 访 x 138x 30= 2070 个 , 故 同色 三 角形 的 个 数 ( 即 好 委员 会 的 总 数 ) 为 CG - 2070 = 1990 个 . 


8. 设 7 点 中 4 点 引出 的 线段 最 少 , 共 引 出 上 条 线段 4B,,j =1,2,…, 上 ,其 余 
6- 4 个 点 均 与 4 无 连 线 , 故 这 6 个 点 的 每 两 点 间 都 连 有 线 ,从 而 图 中 连 线 的 总 数 有 
5> 方 1k(k+1)+(6-h)(5-h)1= 忆 -5h+15=(k- 访 + 总 >( 直 + 萤 =9. 兄 
一 方面 ,如 图 ,7 点 间 连 有 9 条 线段 且 满 足 题 目 要 求 , 故 最 少 要 连 9 条 线段. 

9. 设 一 群 人 数 为 ,并 用 平面 上 个 点 来 表示 .如 果 两 人 是 朋友 , 则 将 相应 点 
间 连 一 条 线 ,否则 不 连 线 .下 面 我 们 对 人 数 n 用 归纳 法 来 证 明 :可 以 适当 将 每 点 都 Sy 
涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,使 得 端点 异 色 的 线段 条 数 大 于 端点 同色 的 线段 条 数 . 当 n =2 
时 ,两 人 是 朋友 , 故 只 需 将 两 点 涂 成 一 红 一 蓝 便 可 使 命题 成 立 . 设 n =k 时 命题 成 (第 8 题 ) 
立 . 当 n=&+ 工时 , 按 归纳 假设 可 以 先 对 其 中 上 点 染 好 色 使 得 端点 异 色 的 线段 数 多 于 端点 同色 的 线 
段 数 ,然后 考察 第 上 + 1 个 点 . 设 它 与 蓝 点 的 连 线 数 为 mi ,与 红 点 的 连 线 数 为 m , 若 m > m , 则 将 它 
涂 成 红色 ; 若 mi < m , 则 将 它 涂 成 蓝 色 ,这 样 一 来 ,上 + 1 个 点 之 间 仍 然 是 端点 异 色 的 线段 数 大 于 端 
点 同色 的 线段 数 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

10. 答案 是 否定 的 ,构造 反例 如 下 : 取 5 个 完全 图 km ,其 中 每 点 表示 一 名 代表 . 若 两 名 代表 互相 
不 认识 , 则 对 应 点 连 一 条 边 , 由 于 每 个 完全 图 hw 的 任意 两 点 间 连 有 线 ,不 同 的 两 个 完全 图 的 点 之 间 
没有 连 线 ,所 以 每 名 代表 认识 的 人 数 均 为 400. 对 于 图 中 任意 6 点 ,至 少 有 两 点 在 同一 完全 图 内 ,他 们 
之 间 连 有 线段 .也 就 是 说 ,6 名 代表 中 至 少 有 2 名 互相 不 认识 ， 

11. 将 以 正 6n+ 1 边 形 条 的 顶点 为 顶点 的 等 腰 三 角形 简称 为 等 腰 三 角形 ,而 MM 的 边 及 对 角 线 
统称 为 MM 中 线段 .注意 正 6n + 1 边 形 1 中 每 一 条 线段 恰 属 于 3 个 不 同 的 等 腰 三 角形 (这 一 结论 仅 对 
边 数 为 6n + 1 的 正 多 边 形成 立 ). 将 两 个 端点 为 两 蓝 一 蓝 一 红 和 两 红 的 线段 条 数 分 别 记 为 a,5,c， 
而 将 蓝 项 点 个 数 为 0,1,2,3 的 等 腰 三 角形 个 数 分 别 记 为 和 ,zi ,为 ,各 ,由 于 3 个 顶点 弟 蓝 的 等 腰 三 
角形 中 3 条 线段 的 两 个 端点 为 蓝 色 , 而 3 个 顶点 为 2 蓝 1 红 的 等 腰 三 角形 中 恰 有 ! 条 线段 的 两 端点 
为 蓝 色 , 所 以 3e=32 + 和 .0 同 理 35=2x:+2xi,@ 3c=xi+3x.@ 由 四 x2+ 轩 x2-@ 得 


6m+6m =64+6c-35,z0+ 坟 =a+e- 吉 5.@ 当 正 6k+1 边 形 有 上 个 红 点 时 , 记 蓝 顶 点 数 为 


4=Gn+1- 庆 于 是 o= C= 支 hh 一 1),5= 妨 ,c= Ci 二 HE-D ,代入 @ 得 中 +a= 寺 [Ah- 


1) +A&( 丰 -1) - 翅 }, 而 图 中 三 顶点 同色 的 等 腰 三 角形 的 个 数 为 x + 和 ,上 式 正 好 表明 它 是 与 上 个 红 
点 的 分 布 状态 无 关 的 ， 

12. 将 原 题 换 为 图 论语 言 ,表述 为 下 列 等 价 命题 :给 定 一 个 具有 NN 个 顶点 的 2 色 完全 图 G. 证 明 : 
6 中 存在 一 个 经 过 所 有 顶点 图 ,该 圈 至 多 可 以 分 为 两 个 各 自 同 色 的 部 分 .用 归纳 法 证 明 这 个 命题 . 
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N=3 时 ,命题 显然 成 立 .假设 N= 上 时 命题 成 立 ,考虑 W = 上 + ! 的 情形 . 先 考虑 去 掉 一 个 顶点 4 以 
及 从 4 出 发 的 所 有 边 . 由 归纳 假设 可 知 , 剩 下 的 由 个 顶点 组 成 的 完全 图 中 存在 一 条 经 过 所 有 顶点 
的 转 , 该 圈 至 多 可 以 分 为 两 个 各 自 同色 的 部 分 .下 面 分 两 种 情形 讨论 :(1) 该 圈 上 所 有 边 都 同色 .依次 
将 图 的 顶点 记 为 Bi , B,,…, Bi ,从 中 去 掉 边 B, B, ,然后 将 4 分 别 与 B, 和 B, 相连 ,所 得 的 圈 符 合 要 
求 .(2) 该 图 上 所 有 边 不 全 同色 .将 顶点 编号 ,使 得 对 某 个 项 点 B, ,在 该 图 上 从 B, 到 B。 的 部 分 B, B， 
…B 为 1 种 颜色 (1 号 色 ) ,余下 部 分 B.B,,,… BiB, 为 男 一 种 颜色 (2 号 色 ) .只 要 观察 4B。 的 颜色 . 
如 果 4B。 为 1 号 色 , 则 圈 B, B,… B,4B,,，… BiB, 满足 要 求 ; 如 果 4B。 为 2 号 色 , 则 图 Bi B,… 8B。- 
AB。… BiB1 满足 要 求 . 这 表明 N= 上 + 1 时 命题 成 立 .从 而 命题 得 证 . 

13. 如 果 每 条 竖 直 直线 上 所 有 整 点 都 是 同一 种 颜色 , 则 任 取 一 个 整 点 4( 设 其 为 1 号 色 ) 作 过 4 
的 两 条 互相 垂直 的 直线 点 和 1, ,使 它们 都 与 竖 直 方向 成 45° 的 角 , 并 在 上 和 i, 上 分 别 取 一 个 2 号 色 
的 整 点 B 和 一 个 3 号 色 的 点 C( 这 是 可 以 做 到 的 , 因 存 在 2 号 色 、3 号 色 的 竖 线 , 且 它们 与 1 和 上 都 
相交 并 且 其 交点 为 整 点 ), 于 是 人 4BC 即 为 所 求 , 如 果 每 一 条 水 平 直线 上 所 有 整 点 都 是 同一 种 颜色 ， 
则 可 类 似 证 明 结论 成 立 .如 果 存 在 一 条 竖 直 直线 1, 其 上 整 点 只 被 染 为 两 种 不 同 颜色 ( 设 为 1 号 色 和 2 
号 色 ) ,在 【外 任 取 一 个 3 号 色 的 点 C, 过 C 作 1 的 垂 线 交 ! 于 4( 设 4 为 1 号 色 ), 则 4 为 整 点 ,再 在 1/ 
上 取 一 点 2 号 色 的 点 8, 则 公 ABC 即 为 所 求 . 如 果 存 在 一 条 竖 直 直线 !, 其 上 整 点 被 染 成 了 三 种 不 同 
颜色 ,那么 再 取 一 条 水 平 直线 m, 使 其 上 的 整 点 不 是 同一 种 颜色 , 设 1 与 m 的 交点 4 是 1 号 色 , 我 们 
在 m 上 取 一 整 点 8 与 4 异 色 ( 设 为 2 号 色 ), 再 在 1 上 取 一 个 3 号 色 的 整 点 C, 则 全 4BC 即 为 所 求 ， 
习题 B 

14. 用 点 表示 头 ,用 线段 表示 颈 子 ,由 已 知 条 件 ,每 条 线段 连接 两 点 ,我 们 把 对 头 4 所 连 出 的 颈 
子 所 砍 的 一 剑 称 为 对 顶点 4 所 作 的 一 次 “ 反 转 ”. 易 知 ,如 果 有 某 个 顶点 下 的 度数 不 大 于 10, 那 么 ,就 
只 需 对 所 有 与 世相 邻 的 顶点 都 作 一 次 * 反 转 ”, 即 可 使 项 点 "和 "游离 ( 即 与 其 他 顶点 无 线 相连 ), 如 
果 某 个 顶点 XX 至 多 与 n(n<9) 个 顶点 不 相 邻 ,那么 ,只 需 首先 对 XX 作 一 次 “ 反 转 ”, 再 对 这 n 个 顶点 各 
作 一 次 “ 反 转 ”, 即 可 使 顶点 “游离 ”. 

如 果 每 个 顶点 都 至 少 有 11 个 相 邻 的 点 且 都 至 少 有 10 个 不 相 邻 的 点 , 则 至 少 一 共有 22 个 顶点 ， 
于 是 ,图 中 线段 数 ( 颈 子 的 数目 ) 不 少 于 于 x22x 11 > 100, 不 满足 题目 条 件 . 综 上 可 知 ,只 要 砍 10 剑 就 


可 以 满足 题目 要 求 .其 次 ,我 们 举例 说 明 只 砍 9 剑 是 不 够 的 . 设 有 两 组 各 10 个 头 ,每 个 组 内 的 每 个 头 
都 与 另 一 个 组 内 的 每 个 头 相连 ,恰好 共有 100 条 颈 子 . 若 只 砍 9 剑 ,那么 ,每 一 个 组 内 都 至 少 有 一 个 头 
没有 受到 打击 , 设 为 4,8, 对 于 其 余 18 个 头 ,由 题 设 知 ,其 中 任 一 头 C 任何 时 候 (9 剑 中 ) 都 与 且 只 与 
4,8B 中 一 头 相连 ,而 与 男 一 头 不 相连 ,又 4 与 8 相连 , 故 “多 头 蛇 " 神 仍 是 连通 的 . 

15. 用 点 代表 城市 ,用 点 之 间 的 连 线 表示 两 城市 间 的 道路 ,如 果 结论 不 成 立 ,那么 存在 这 样 的 图 ， 
它 的 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 2, 并 且 该 图 中 任何 一 个 图 的 长 度 都 可 被 3 整除 . 设 G 是 具有 这 样 性 质 


的 图 中 项 点 数目 最 小 的 一 个 ,因为 图 中 边 数 > 壮 x 顶点 数 > 项 点 数 - 1, 故 G 不 是 树 , 故 该 图 上 必 存 


在 圈 . 设 Z 是 G 上 长 度 最 小 的 一 个 圈 , 于 是 该 圈 上 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 没有 边 相连 ,又 因为 每 一 个 
顶点 的 度数 大 于 2, 所 以 图 Z 上 每 一 项 点 都 有 一 边 与 圈 外 顶点 相连 , 设 2 依次 经 过 顶点 4 , 4,，…， 
hsi .假定 存在 连接 顶点 4。 和 4。 的 不 包含 图 2Z 上 的 边 的 路 径 .我们 分 别 考察 由 Z 被 顶点 4。 ,4。 分 


成 的 "两 半 " 和 路 径 5 分 别 组 成 的 圈 Z， 和 2: ,由 于 两 圈 的 长 度 都 可 被 3 整除 ,不 难 推 知 路 径 5 的 长 
度 也 可 被 3 整除 .特别 地 ,对 于 G 中 任何 不 在 Z 上 的 顶点 都 不 可 能 有 边 同 时 与 Z 上 两 个 不 同 的 顶点 
分 别 相 连 .因此 ,由 Z 上 顶点 所 连 出 的 不 在 圈 上 的 边 ,应 分 别 连 向 各 不 相同 的 顶点 .我 们 再 作 图 6 ， 


| 把 图 G 中 图 Z 上 的 所 有 顶点 合并 为 一 个 顶点 4, 保 留 所 有 不 在 图 Z 上 的 顶点 以 及 它们 之 间 所 连 的 


边 , 且 分 别 用 边 将 4 同 原来 与 2 上 项 点 有 边 相连 的 项 点 逐一 相连 , 易 知 4 的 度数 3k. 于 是 图 6 的 
顶点 数目 少 于 图 6G, 而且 每 个 顶点 的 度数 仍 大 于 2, 于 是 ,按照 前 面 所 证 结论 ,图 G, 的 任何 一 个 图 的 
长 度 都 可 被 3 整除 ,这 样 一 来 得 到 了 矛盾 ;因为 如 前 所 言 ,图 G 是 具有 这 种 性 质 的 顶点 数目 最 小 的 
图 .这 就 证 明了 原 题 中 结论 成 立 . 

16. 将 9 点 分 为 3 组 14 ,42 ,4 | ,| 4 45, 45| ,4 4s, ho], 并 在 属于 不 同 组 的 每 两 点 间 连 一 
线 , 则 这 些 连 线 不 构成 四 面体 但 共 构成 27 个 三 角形 ,可 见 所 求 三 角形 数目 的 最 大 值 不 少 于 27. 以 下 
证 明 : 若 图 中 有 28 个 三 角形 , 则 必 有 四 面体 .为 此 先 证 明 如 下 引 理 : 在 空间 中 给 定 n 个 点 ,其 中 任何 4 


点 都 不 共 面 ,如 果 连 接 若干 条 线段 后 图 中 不 存在 三 角形 , 则 连 线条 数 最 多 为 [全 ] .事实 上 , 设 从 4 出 


发 所 连 线段 共有 上 条 ,它们 为 4 B, ,41 B,,…, Ai B, ,因为 不 存在 三 角形 , 故 B,, B,,…, B， 中 任何 两 
点 之 间 没 有 连 线 ,其 余 n - -1 个 点 为 4;,4，,…,4,-，, 因 此 从 B, 出 发 的 线段 至 多 有 n -条 (i = 


1,2,…, 上 ), 而 从 h 出 发 的 线段 至 多 有 上 条 (y= 1,2,…,n 上), 故 图 中 所 连 线段 数 : 不 超过 二 [人 


(月 +(n- 朋 可 =(n- 人 4 二 -( 生 -和 < 于 ,又 ?为 整数 ,所 以 +<[ 呈 ], 于 是 引 理 得 证 . 回 
到 原 题 的 证 明 ,如 果 没 有 四 面体 , 设 点 4 是 引出 线段 数 最 多 的 一 点 ,由 于 28 个 三 角形 共有 84 个 顶 


点 ,由 抽 屋 原理 知 必 存在 一 点 心 ,至少 是 [ 骂 1] + 1 = 10 个 三 角形 的 公共 顶点 . 若 4 至 多 引出 6 条 


线 , 则 这 些 线 的 另 一 端 (至 多 6 个 端点 ) 之 间 至 少 有 10 条 线 ,从 而 由 引 理 知 这 10 条 线段 中 必 有 3 条 线 
段 组 成 三 角形 ,加 上 4 即 为 四 面体 ,矛盾 . 故 知 点 4: 至 少 引出 7 条 线段 ,点 4, 就 更 加 如 此 .(1) 若 点 
4 引出 8 条 线段 ,由 于 没有 四 面体 ,余下 8 点 构成 的 图 中 不 能 有 三 角形 ,于 是 由 引 理 知 这 8 点 间 的 连 


线 数 不 超 过 [号 ] = 16 条 ,从 而 图 中 至 多 只 有 16 个 三 角形 ,矛盾 .(2) 若 点 4, 引出 7 条 线段 , 则 这 些 线 


段 的 另 7 个 端点 的 子 图 中 不 能 有 三 角形 ,从 而 由 引 理 知 其 中 至 多 有 [ 屯 ] = 12 条 连 线 , 于 是 含有 顶点 
41 的 三 角形 至 多 有 12 个 , 设 已 知 9 点 中 唯一 没有 与 4, 连 有 线段 的 点 为 8, 则 同 理 可 证 含有 顶点 B 


| 的 三 角形 至 多 有 12 个 ,于 是 图 中 至 多 有 24 个 三 角形 ,矛盾 . 综 上 可 知 ,图 中 最 多 有 27 个 三 角形 . 


17. 考察 由 所 有 顶点 和 那些 被 染 为 1 号 色 和 2 号 色 的 边 所 构成 的 图 G. 我 们 将 证 明 : 图 G 中 没有 
长 度 为 奇数 的 图 ( 奇 团 ) .用 反 证 法 .假设 图 中 有 奇 关 .我 们 考察 这 个 图 上 边 的 染色 . 易 知 在 这 个 图 上 ， 
必 有 两 条 相 邻 边 同色 ,不 妨 设 有 两 条 相 邻 边 都 是 1 号 色 , 从 这 两 条 边 出 发 , 必 是 两 条 2 号 色 的 边 , 然 
后 是 两 条 1 号 色 的 边 ,然后 又 是 两 条 2 号 色 的 边 ,如 此 等 等 .这 将 导致 这 个 圈 的 长 度 为 偶数 ,矛盾 ! 
将 图 C 分 为 若干 个 连通 分 支 Gi(1< i<). 由 于 G 中 没有 奇 圈 , 故 6; 中 任意 两 个 顶点 问 长 度 的 奇偶 
性 相同 . 任 取 G 中 一 个 顶点 w ,将 与 vi 之 间 的 路 径 的 长 度 为 偶数 的 顶点 的 全 体 记 为 w, ,将 与 w 之 间 


的 路 径 的 长 度 为 奇数 的 顶点 的 全 体 记 为 Pi , 则 VV, ,VV; 的 内 部 都 没有 图 G 中 的 边 . 由 此 可 知 , 圈 C 


祭 盏 中 省 怀 五 由 溢 六 同 潜 效 O 


离 五 中 监 屡 尼 炎 让 同 涉 关 O 


是 一 个 二 分 图 , 即 原 图 的 所 有 顶点 可 以 分 为 两 组 4 , 4 ,在 41, 4; 的 内 部 都 没有 1 号 色 和 2 号 色 的 
边 . 同 理 , 原 图 的 所 有 顶点 也 可 以 分 为 两 组 81, B, ,在 Bi , Bs 的 内 部 都 没有 3 号 色 和 4 号 色 的 边 .从 | 
而 在 41 站 Bi ,41 站 Bi,4z 门 Bi,h2 门 B 这 四 组 顶点 的 内 部 没有 任何 边 .于 是 将 这 四 组 顶点 各 用 一 种 
颜色 去 染 即 满足 要 求 . 

18. 我 们 通过 对 上 归纳 来 证 明 题 中 斯 言 .上 = 0 时 断言 显然 成 立 ,因为 此 时 没有 任何 航空 公司 . 构 
造 一 个 图 ,其 中 的 顶点 为 该 国 的 城市 ,而 边 则 为 航线 .分 别 以 E, , EF, ,…, Et 表示 各 个 航空 公司 的 航 
线 所 对 应 的 边 的 集合 .不 难看 出 ,对 于 每 个 i€ 11,2,…, 下 | ,集合 E 或 者 为 三 角形 ,或 者 为 " 刺 狂 ”, 即 
具有 一 个 公共 顶点 的 若干 条 边 .如 果 存在 一 个 集合 E 是 以 某 个 顶点 4 为 公共 顶点 的 “ 刺 独 " ,那么 我 
们 就 从 图 中 去 掉 顶 点 4 和 所 有 由 它 所 连 出 的 边 . 在 剩 下 的 图 中 只 有 - ! 家 航空 公司 的 航线 .根据 归 
纳 假设 ,我 们 可 以 把 所 有 的 顶点 分 成 x+1 组 ,使 得 任何 两 个 属于 同一 组 的 顶点 之 间 都 没有 边 连接 ， 
再 把 顶点 4 作为 第 上 +2 组 即 可 .下 面 再 考虑 所 有 的 E,, E,,…, E, 都 是 三 角形 的 情形 .此 时 图 中 恰 
有 3k 条 边 .我 们 将 图 中 的 顶点 分 为 尽 可 能 少 的 组 ,使 得 任何 两 个 属于 同一 组 的 顶点 之 间 都 没有 边 连 
接 .假设 所 分 出 的 组 为 B,,…, B, ,并 且 n>#+3, 注 意 到 ,此 时 在 任何 两 个 组 B; 和 妃 之 间 , 都 一 定 有 
某 条 边 连 接 B; 和 BB 中 的 某 两 个 顶点 , 因 若 不 然 ,我 们 就 可 以 把 两 个 组 并 为 一 个 组 .从 而 该 图 中 至 少 


有 C3 条 边 .但 是 这 样 一 来 ,就 有 C? > (十 3) 上 上 二 2) > 3A, 此 为 巴 盾 ,所 以 题 中 断言 也 成 立 . 
19. 如 图 1,2 色 K 中 实 线 表 蓝 色 ,虚线 表 红 色 ,其 中 任何 两 个 红色 三 角 一 


形 和 任何 两 个 蓝 色 三 角形 都 有 公共 边 ,这 表明 所 求 最 小 正 整 数 np>8. 其 次 我 

们 只 须 证 明 2 色 K, 中 必 存 在 两 个 颜色 相同 并 且 没有 公共 边 的 三 角形 , 若 此 Bs 
结论 不 成 立 , 则 存在 一 个 2 色 K,, 其 中 不 存在 满足 题 中 要 求 的 两 个 三 角形 ， 所 Xx 7 这 
由 拉 姆 守 定 理 知 2 色 K, 中 必 存 在 单 色 三 角形 ,不 妨 设 人 414,4 是 蓝 色 三 角 AS 
形 .考察 以 LA ,4，4 ,4 ， 必 | 为 顶点 的 2 色 完全 子 图 乒 , 由 拉 姆 守 定 理 AS 
知 其 中 又 存在 一 个 单 色 三 角形 .由 反 证 假设 知 其 中 不 能 再 有 蓝 色 三 角形 , 故 (第 19 题 图 1) 
为 红色 三 角形 ,这 个 红色 三 角形 必 与 4444s 有 一 个 公共 顶点 ,不 然 的 话 ， 


二 个 三 角形 的 顶点 间 的 9 条 连 线 中 必 有 5 条 同色 , 设 为 5 条 红色 边 ， 
于 是 由 抽 层 原理 , 41 , 4 , 4 中 必 有 一 个 顶点 向 红色 三 角形 至 少 引 有 和 7 


DS 
[5 1] + 1= 2 条 红线 ,从 而 得 到 与 蓝 色 和 4 如 4 且 有 一 个 公共 点 的 4 

红色 三 角形 , 设 这 个 三 角形 是 信心 4 ,考察 1 ta ,us4e, ,he 为 
顶点 的 2 色 Ks, 由 反 证 假设 其 中 没有 单 色 三 角形 ,从 而 它 可 分 解 为 
一 红 \ 一 蓝 各 有 5 条 边 的 两 个 园 ( 如 图 2) ,考察 以 | 41, hz， A， 4s,41， 外 


he| 为 顶点 的 2 色 Ks, 其 中 必 有 2 个 单 色 三 角形 (§3-1 例 1) ,由 反 (第 19 题 图 2) 
证 假设 知 其 中 不 能 有 红色 三 角形 , 故 其 中 必 有 2 个 蓝 色 三 角形 且 均 


与 蓝 色 入 4 4 4 有 一 条 公共 边 ,当然 只 可 能 为 41 4 , 故 4, 44 ,4 46 为 蓝 边 .再 考察 以 | 4, ,44,4s， 
4 ,4 ,4s| 为 顶点 的 2 色 Ke ,类 似 地 可 得 出 454s,444s 为 红 边 ,最 后 考察 4; 4 , 若 它 为 蓝 边 , 则 
入 4:4;4e 和 公 Ah14144 为 两 个 没有 公共 边 的 蓝 色 三 角形 ,和 矛盾 ; 若 4 4s 为 红 边 , 则 公 4;444hs 和 


全 444s 为 两 个 没有 边 的 红色 三 角形 ,矛盾 .这 就 证 明了 2 色 Ks 中 必 存 在 两 个 颜色 相同 并 且 没有 
公共 边 的 单 色 三 角形 . 综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 正 整数 n =8. 

20. 我 们 首先 证 明 k<4 是 不 可 能 的 .对 于 =1 和 k=2 无 需 证 明 .k=3 时 , 取 一 硕 点 4, 与 4 相 
连 有 9 条 边 , 所 以 一 定 有 两 边 同色 ,不 妨 设 是 48B,AC. 因 此 ,顶点 4, B,C 构成 的 完全 图 KK, 中 不 含 3 
种 颜色 , 故 k=3 不 可 能 . 当 k=4 时 ,车 有 一 点 ,不 妨 设 为 4, 从 4 出 发 引出 的 线段 中 有 4 条 同色 .不 
芒 设 4B,AC,4D,4E, 且 设 为 蓝 色 ,于 是 以 B,C,D,E 为 顶点 的 K 的 6 条 边 中 必 含 有 4 种 颜色 的 边 . 
不 妨 设 BC 为 蓝 色 , 于 是 以 4,B, C,D 为 顶点 的 完全 图 K 中 有 4 条 蓝 边 ,与 包含 4 种 颜色 矛盾 . 若 从 
每 点 出 发 的 9 条 线段 中 至 多 有 3 条 边 同色 , 则 由 抽 屋 原理 知 恰 有 3 条 边 同色 ,不 妨 设 从 点 4 引出 的 3 
条 线段 4B, 4C, 4D 同 为 蓝 色 , 于 是 BC, CD ,DB 中 每 一 条 不 能 青 是 蓝 色 .由 于 其 他 6 点 中 任意 3 点 与 
4 的 连 线 中 没有 蓝 色 线段 ,因此 ,其 他 6 点 任意 3 点 的 两 两 连 线 中 一 定 有 一 条 蓝 色 线段 ,将 这 6 点 的 
完全 图 中 除 蓝 色 外 ,其 他 3 种 颜色 视 为 同色 ( 杂 色 ), 于 是 由 拉 姆 塞 定理 知 其 中 必 存 在 单 色 ( 蓝 色 或 杂 
色 ) 三 角形 ,因为 每 个 三 角形 中 都 有 蓝 色 边 , 故 只 可 能 存在 蓝 色 三 角形 .不 妨 设 为 人 EFC, 又 因为 B， 
C,D,E 为 项 点 的 完全 图 Ks 中 必定 有 蓝 边 ,而 前 面 已 知 BC, CD, DB 不 是 蓝 边 ,因此 不 妨 设 DE 为 蓝 
边 ,可 见 以 D,E, 下, 6 为 顶点 的 完全 图 及至 少 有 4 条 蓝 边 ,与 包含 4 种 颜色 矛盾 . 综 上 所 述 ,上 <4 是 
不 可 能 的 .下 面 证 明 5<k<10 是 可 能 的 .k= 10 无 需 证 明 .对 6< 上 <9, 我 们 直接 构造 出 符合 条 件 的 
Ko , 记 10 个 顶点 分 别 为 0,1,2,…,9, 对 于 将 要 出 现 的 和 式 ,和 倍数 超过 9 时 , 取 模 9 同 余 .将 连接 项 
点 二 与 j 的 线 染 上 第 i+j 种 颜色 ,其 中 0<i<j<8. 将 连接 项 点 9 和 顶点 i 的 线段 染 上 第 2i 种 颜色 ， 
其 中 0<i<8, 第 0 色 认为 是 第 9 色 , 如 此 染色 法 满足 9 种 颜色 都 出 现 ,每 种 颜色 恰 出 现 5 次 , 且 每 种 
颜色 的 边 包 含 了 10 个 顶点 ,我 们 称 由 每 一 种 颜色 的 边 组 成 的 图 为 子 图 .下 面 证 明 这 种 染色 法 具有 要 
求 的 性 质 .如 果 k<9, 则 用 多 余 颜 色 染 的 边 可 忽略 ,对 每 一 种 颜色 ,顶点 被 分 成 5 对 ,每 对 顶点 之 间 的 
所 连 线段 被 染 上 那 种 颜色 .在 10 个 顶点 中 任 取 个 点 所 构成 的 完全 图 中 ,因为 >6, 故 由 抽 层 原理 
一 定 有 两 点 来 自 那 种 颜色 被 分 成 的 5 对 中 的 一 对 ,所 以 这 个 完全 图 中 每 种 颜色 都 至 少 有 -_- 边 .对 于 上 大 
=5, 我 们 直接 构造 一 个 符合 题目 要 求 的 5 色 完全 图 Ko , 设 已 知 10 个 顶点 分 列 为 0,1,2,3,4,5,6,7， 
8,9, 构 造 5 个 子 图 ,每 个 子 图 包括 由 4 个 顶点 组 成 的 完全 图 及 3 条 边 , 它 由 4 个 部 分 组 成 ,其 中 一 部 
分 有 4 个 顶点 ,另外 三 个 部 分 各 有 2 个 顶点 , 且 包含 了 所 有 10 个 顶点 (如 下 表 ): 


第 一 子 图 0 %m 25 2 5 |13|67[4 
第 二 子 图 24 27 21 47 4 71 35 | 89 | 60 
第 三 子 图 46 4 4 9 0 9% 57 | 01 | 82 
第 四 子 图 68 64 65 81 8 15 79|23|04 
| 第 五 子 图 80 83 87 03 07 37 191 4 | 26 


第 i 个 子 图 中 的 各 边 染 第 i 色 (i=1,2,3,4,5), 于 是 在 10 个 点 中 任 取 5 点 构成 的 完全 图 Ks 中 ,对 任 
意 i(1<i<5), 由 抽 民 原理 ,一 定 由 2 点 来 自 第 i 个 子 图 被 分 成 的 四 个 部 分 中 的 一 部 分 中 ,这 2 点 连 
线 染 了 第 i 种 颜色 , 故 这 个 Ks 中 每 种 颜色 都 至 少 有 一 条 边 . 

21. 把 满足 问题 条 件 的 一 种 方 格 表 的 染色 方案 称 为 好 方案 .对 于 好 的 染色 方案 , 易 证 下 列 结论 成 
立 :(1) 如 果 两 个 相 邻 格 颜色 相同 , 且 不 在 同一 行 (或 同一 列 ) 中 ,那么 这 两 行 ( 列 ) 中 任意 位 于 同一 列 


宛 杞 路 此 下 后 心 洛 示 同 涉 沽 oO 
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( 行 ) 的 两 个 相 邻 格 有 着 相同 的 颜色 ,上 且 这 些 颜色 是 黑白 相间 的 (图 a);(2)3 个 连续 的 格 不 能 有 相同 
的 颜色 ;(3) 如 果 位 于 角 上 的 格子 是 黑 ( 白 ) 的 ,那么 与 它 相 邻 的 两 格 是 白 ( 黑 ) 的 ;(4) 如 果 在 某 一 列 
( 行 ) 中 有 两 个 相 邻 格 颜色 相同 ,那么 ,在 任 一 行 ( 列 ) 中 就 不 可 能 有 两 个 相 邻 格 颜色 相同 .从 这 些 结论 
可 以 看 到 ,如 果 在 某 一 行 ( 列 ) 中 不 存在 两 个 相 邻 格 颜色 相同 ,那么 这 个 方 格 表 中 其 他 格 的 颜色 仅 依 
靠 这 行 ( 列 ) 的 染色 .所 以 ,我 们 只 检查 第 一 行 ( 列 ) 的 颜色 分 布 易 见 ,如 果 方 格 表 像 国际 象棋 一 样 染 
色 , 那 么 黑 格 与 白 格 之 差 的 最 大 值 等 于 1. 考 虑 第 一 行 有 相 邻 两 格 的 颜色 相同 ,由 (1) - (4) 可 得 任意 
相 邻 两 行 黑白 格 数目 相同 .所 以 黑白 格 数 目 之 差 等 于 第 一 行 黑白 格 数目 之 差 , 易 见 第 一 行 黑 白 格 数 
目 之 差 最 多 等 于 3( 图 b) , 当 第 1 列 有 相 邻 两 格 颜色 相同 时 ,可 得 同样 结论 ,由 (4) 知 , 任 一 好 的 染色 方 
案 不 可 能 同时 在 第 一 行 和 第 一 列 均 有 相 邻 两 格 的 颜色 相同 . 综 上 所 述 ,黑白 格 数目 之 差 的 最 大 值 为 
3 


《b) 


(第 21 题 ) 
22. 对 于 正 13 边 形 , 当 将 4 ,42 ,44,4s,4) 这 5 个 顶点 涂 成 红色 时 ,13 条 对 称 轴 中 任何 一 条 都 
不 满足 题目 要 求 .对 于 正 12,11,10 边 形 , 当 取 上 述 5 点 为 红色 时 , 题 中 结论 也 不 成 立 .而 当 边 数 不 大 
于 9 时 ,结论 显然 不 成 立 ,可 见 所 求 最 小 正 整数 "> 14. 对 于 正 14 边 形 ,4,4，…Aw 共 有 7 条 对 称 轴 不 
通过 顶点 而 平分 一 组 对 边 ,我 们 按 4, 的 下 标 i 的 奇偶 性 把 4 称 为 奇 顶点 或 偶 顶 点 ,显然 在 上 述 7 条 


对 称 轴 之 一 为 对 称 轴 时 ,每 组 对 称 点 的 奇偶 性 互 异 . 设 5 个 红 顶 点 中 有 m 个 奇 顶 点 ,0< m<5, 于 是 
有 5- m 个 侦 顶 点 ,于 是 染 红色 的 奇 顶点 与 染 红色 的 侦 顶 点 间 的 连 线 数 为 m(5 - m) < 


[于 + 全 = 加 了 -6 二 ,但 m(5- m) 为 整数 , 故 m(5-m) <6, 这 些 连 线 的 中 生 线 至 多 有 6 条 ,因此 上 


述 7 条 对 称 轴 中 至 少 有 一 条 不 垂直 平分 这 6 条 连 线 中 的 任何 一 条 ,这 条 对 称 轴 即 为 所 求 . 综 上 可 知 ， 
所 求 边 数 n 的 最 小 值 等 于 14. 

23. 我 们 对 住宅 的 栋 数 n>2 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 n=2,3 时 ,结论 显然 成 立 . 设 当 n<k 
时 结论 都 成 立 , 则 当 n = 上 时 ,我 们 任 取 一 栋 住 宅 编号 为 1, 将 原 住 1 号 的 人 所 迁 到 的 住宅 编号 为 2， 
将 原 居住 在 2 号 的 人 所 迁 到 的 住宅 (如 果 不 是 1 号 ) 编 号 为 3, 如 此 继续 下 去 , 必 有 正 整数 m<k, 使 得 
原 住 m 号 住宅 的 人 迁 到 1 号 居住 ,于 是 得 到 一 个 号 码 图 ,这 样 我 们 可 以 从 1 号 开始 按 蓝 , 绿 . 红 的 顺 
序 循环 染色 直到 m -1 号 住宅 .这 时 m - 1 号 与 1 号 至 多 有 2 种 颜色 ,我 们 总 可 以 选择 1 种 不 同 于 
m1 号 和 1 号 的 颜色 给 第 m 号 住宅 染色 .车 m=, 则 问题 已 解决 .车 m <k, 则 由 归纳 假设 余下 的 
上 ~ m 栋 住宅 可 以 按照 要 求 进行 染色 , 故 知 n= 上 时 结论 仍 成 立 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

24. 假设 存在 满足 题目 要 求 的 染色 法 . 若 一 行 中 黑色 (白色 ) 的 格子 占 多 数 , 则 称 之 为 黑 ( 白 ) 行 ， 


洁 ( 自 ) 列 的 意义 类 似 . 设 此 长 方形 表格 大 小 为 mx mn，, 其 中 有 p 个 白 行 ,9 个 黑 行 ,> 个 白 列 ,s 个 黑 
列 , 则 p+ 4= mir+s= 中 不 护 设 ps4 ,车 每 行 ,每 列 中 同色 格子 数 多 于 卫 , 则 异 色 格 子 少 于 才 ,每 


行 及 每 列 中 异 色 格子 的 总 数 少 于 mm 号 +n 人 = 于 mm. 如 果 一 个 白 格 子 属于 白 行 , 黑 列 , 则 它 是 黑 列 


中 的 异 色 格 ;如 果 一 个 黑 格 子 属于 白 行 黑 列 ,那么 它 是 白 行 中 的 一 个 异 色 格子 , 故 属于 白 行 . 黑 列 交 
叉 处 的 ps 个 格子 都 是 异 色 格子 . 同 理 属于 黑 行 . 白 列 交叉 处 的 gr 个 格子 也 都 是 异 色 格子 , 故 有 ps + 
gr< 吉 mn, 即 计 ma> Cm gst (mp)r=ms+r) (gs+p)= mm- (g+pr), 放 gr+pr> 
mm 一 十 mm = 十 mn, 于 是 有 +pr> 二 mm>ps+ gr, 由 此 得 (ps+g)-(g+pr)=s(p-g)-r(p-g)= 


(7)(p-9)<0 但 p<9, 故 res 从 而 p< 办 ,r< 号 ,这 时 白色 格子 的 总 数 少 于 pr + 二 qn+ 


1 1 1 1 1 1 1 1 
证 m=pr+ 计 (mp)n+ 二 (nm= 二 m+ 4m- 有 mm+t(Pr- 4P)+(FP— 


地 mm)= 汉 mm- 地 p( 和 全 -中 - 吉 r( 旦 -p)< 二 mm. 这 与 题 设 白色 格子 数 为 总 格子 数 的 二 矛盾 . 故 
满足 题 设 要 求 的 染色 法 不 存在 

25. 所 求 n 的 最 小 值 为 17. 首 先 证 明 :n= 17 时 ,结论 成 立 . 反 设 存在 一 种 将 正 17 边 形 的 顶点 三 
染色 的 方法 ,使 不 存在 4 个 同色 顶点 是 某 个 等 腰 梯形 的 顶点 .由 于 [ 与!] + 1 = 6, 故 必 有 6 个 顶点 
染 同一 种 颜色 ,不 妨 设 为 黄色 .将 这 6 个 顶点 两 两 连 线 ,可 以 得 到 C = 15 条 线段 .由 于 这 些 线段 的 长 
度 只 有 [ 时] = 8 种 可 能 .于 是 必 出 现下 列 两 种 情形 之 一 :(1) 有 某 三 条 线段 长 度 相 等 .注意 到 317. 不 
可 能 出 现 3 条 线段 两 两 有 公共 点 的 情况 .所 以 存在 两 条 线段 ,顶点 互 不 相同 .这 两 条 线段 的 4 个 顶点 
即 为 一 个 等 腰 梯形 的 4 个 顶点 ,矛盾 ;(2) 有 7 对 长 度 相等 的 线段 .由 假设 每 对 长 度 相等 的 线段 必 有 
公共 的 黄色 顶点 (否则 能 找到 满足 题目 要 求 的 4 个 黄色 项 点). 因 只 有 6 个 黄色 顶点 ,由 抽 屋 原理 知 
这 7 对 线段 中 必 有 |[ +!] + 1 = 2 对 线段 的 公共 顶点 是 同一 个 黄色 点 .这 四 条 线段 的 另 4 个 端点 必 
然 是 某 个 等 腰 梯形 的 4 个 顶点 ,矛盾 .所 以 n= 17 时 结论 成 立 . 再 对 n<16, 构 造 不 满足 题目 要 求 的 染 
色 方法 .用 4 , 心 ,…,4。 表示 正 m 边 形 的 顶点 ( 按 顺 时 针 方向 ). MM ,Ms ,jb 分 别 表示 三 种 颜色 的 顶 
点 集 . 当 m=16 时 ,Mi = fh4s ,4 ,4a 4 hl,M, = 143 45，47 4 hs = {Ai, A, As, As, A 
4pj3 当 mn= 瑟 时 ,Mb = {41, hz, hs, As, Asl, M, = 146,4o,4n ,4ny4si ab = 1h,, hs, hoy4h， 
An1; 当 n=14 时 , 令 和 =141,43,hs,Ahio,Aui, Mi = [4，4s， 4 4 Anl, My = 4 4, hs, Anl!; 
当 n=13 时 ,M, = 14s,h6, Ahi, Aio}, Mi = 141,AssAn Ari, Ms =|h, hy 44h,An1. 对 n=13 的 
情形 去 掉 顶 点 4w ,其 余 染 色 方式 不 变 , 即 得 n= 12 的 染色 法 ;然后 再 去 掉 顶 点 hws, 即 得 n= 11 的 染 
色 法 ;继续 去 掉 顶 点 hi ,得 到 n=10 的 染色 法 ,并 且 不 难 验证 上 述 染色 方法 都 保证 无 4 个 同色 顶点 


是 某 个 等 腰 梯 形 的 4 个 顶点 . 当 n<9 时 ,可 使 每 种 颜色 的 顶点 个 数 少 于 4, 从 而 无 4 个 同色 项 点 是 某 
个 等 腰 梯 形 的 4 个 项 点 . 故 n<16 时 ,不 具备 题目 要 求 的 性 质 . 综 上 所 述 ， 所 求 n 的 最 小 值 为 17. 
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26. 在 解答 中 我 们 将 利用 下 面 著名 结果 (第 七 章 $2 例 8) 震 尔 定理 .给 定 偶 图 G( 即 : 它 的 顶点 可 
以 分 成 两 个 集合 4 和 B 的 并 ,使 得 6 中 只 有 连接 4 中 的 顶点 和 8 中 的 顶点 之 间 的 边 ), 设 对 于 任意 
子 集 41SS4, 都 有 1411<1811, 其 中 B, 表示 所 有 4 的 顶点 之 间 有 边 相 连 的 顶点 的 集合 , 则 在 图 中 
存在 一 个 匹配 ( 即 : 具 有 不 同 顶 点 的 边 的 集合 ) 包 含 4 的 所 有 顶点 .现在 证 明 本 题 .我 们 构造 一 个 图 
G, 它 的 顶点 对 应 少先队 员 , 边 对 应 相识 关系 .这 个 图 的 每 个 顶点 的 度 不 小 于 50 且 不 大 于 100. 我 们 还 
需要 下 面 一 个 辅助 引 理 . 引 理 : 令 kh<ns m 为 正 整数 .6 是 一 个 图 , 它 的 每 个 顶点 的 度数 不 小 于 n 且 
不 大 于 m. 证 明 : 可 以 去 掉 G 中 若干 条 边 得 到 一 个 新 图 ,使 得 新 图 的 每 个 顶点 的 度数 不 小 于 n-k 且 
不 大 于 m 下, 引 理 的 证 阴 : 显 然 只 需 对 k= 1 证明 引 理 即 可 .首先 ,如 果 图 中 有 连接 两 个 度数 为 m 的 
顶点 的 边 , 那 么 去 掉 这 些 边 .上 述 操作 进行 有 限 步 后 ,我 们 可 以 假设 图 中 没有 连接 两 个 度数 为 m 的 
顶点 的 边 . 令 4 表示 所 有 度数 为 m 的 所 有 顶点 的 集合 ,而 B 表示 所 有 其 余 顶 点 集 .将 图 中 所 有 连接 
8B 中 两 顶点 的 边 去 掉 后 我 们 得 到 一 个 偶 图 CG .GC 中 只 留 下 4 与 B 之 间 的 边 .下 面 验 证 图 C 满足 霍 尔 
定理 的 条 件 .考虑 任意 子 集 4 4, 令 Bl 是 所 有 与 4 中 的 顶点 有 边 相 连 的 顶点 的 集合 .从 4, 中 共 
有 mm14,1 条 边 出 来 连接 Bi 中 的 点 ,而 B, 中 的 每 个 点 的 度数 均 小 于 m, 这 推出 1B, 1 之 1411. 由 和 考 尔 
定理 ,存在 包含 4 中 所 有 顶点 的 一 个 匹配 .从 6 中 去 掉 匹配 中 的 所 有 边 , 得 到 图 G1. 6, 的 每 个 顶点 
的 度数 不 小 于 n -1 且 不 大 于 mm- 上. 引 理 证 毕 . 对 上 =30,n= 0,m = 100 应 用 引 理 , 我 们 得 到 一 个 图 
万 , 它 的 每 个 顶点 的 度数 不 小 于 20 上 且 不 大 于 70. 我 们 将 # 中 的 边 都 染 成 红色 .对 于 每 个 顶点 xE 月 ， 
存在 与 x 相 邻 的 20 个 顶点 N(x). 将 N(x) 中 的 顶点 用 绿色 的 边 两 两 相连 .考虑 一 个 顶点 集 为 
忆 N(x), 边 的 集合 为 所 有 绿 边 构成 的 图 下 .由 于 瑟 中 每 个 项 点 的 度数 均 不 大 于 70, 故 厂 的 每 个 顶 
点 的 度数 不 大 于 70-19 = 1330. 这 样 可 用 至 多 1331 种 颜色 对 正中 的 顶点 染色 ,使 得 正中 任意 相 邻 顶 
点 不 同色 .对 G 中 不 属于 好 的 顶点 可 用 这 1331 种 颜色 中 的 任意 颜色 染色 .这 样 我 们 对 6 的 顶点 给 
出 了 一 种 染色 ,满足 对 于 任意 顶点 面 言 ,与 其 相 邻 项 点 中 至 少 有 20 种 不 同 的 颜色 . 
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